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KAPITEL 1

Integralrechnung

Soweit nichts anderes gesagt wird, seien a und b reelle Zahlen mit a < b.

1.1. Das Riemann-Integral

Wir wollen den Flicheninhalt zwischen dem Graphen einer (nichtnegativen)
Funktion f : [a,b] — R und der x—Achse bestimmen. Dazu approximieren wir diese
Flache durch die Vereinigung von Rechtecken, deren Inhalt durch eine Riemann-
Summe gegeben ist. Diese werden zuerst etwas aufwéndig eingefiihrt.

Wir schreiben |I| = § — « fiir die Lénge eines beschrénkten Intervalls I mit
Infimum o« und Supremum F. Wir erinnern auch an die Schreibweise || f|l« =
SUD,c(q |f ()] aus Definition 4.38 in Analysis 1.

DEFINITION 1.1. Es sei f : [a,b] — R. Fine markierte Zerlegung Z von [a,b] ist
eine Menge der Form
Z:{(to,tl,...,tn),(Tl,...,Tn) |t0:a<t1 < ... <tn:b,
€ I, = [kZ = [tk717tk] f’lM“ alle k € {1, .. ,n}}
fir ein n € N. Wir schreiben dafir kurz Z = {ty, 7|k < n}. Die Zahlen ty
heiffen Zerlegungstellen und die 1, Markierungen. Die Feinheit von Z ist |Z| =
max{ty —tx_1 | kK € {1,...,n}}. Die Menge aller markierten Zerleqgungen von |a, b|

bezeichnen wir mit Z,(a,b).
Die Riemann-Summe von f fir Z € Z,(a,b) ist durch

S(f,Z) = En: F(m)(tr — te1)
k=1

gegeben. Fir [a,a] setzen wir Z.-(a,a) = {Z,} mit Z, = {to = a = t1,70 = a} und
definieren analog die (triviale) Riemann-Summe S(f,Z,) = f(a)(a —a) = 0.

Wir fithren nun die Klasse der Funktionen ein, fiir die wir eine Integrationstheorie
entwickeln wollen.

DEFINITION 1.2. Eine Funktion [ : [a,b] — R heifit stiickweise stetig, wenn
es einen Index N € N und Zahlen a = 0y < 61 < ... < Ox = b so gibt, dass fir
jedes j € {1,...,N} die Einschrankung f|p : I? := (0,.1,0;) — R;  — f(x),

stetig ist und fir x — 9}_1 und x — 0; einen Grenzwert besitzt. Die Menge dieser
Funktionen wird mit PC([a,b]) bezeichnet.
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BEMERKUNG 1.3. a) Es sei f wie in Definition 1.2. Dann hat f|; eine stetige
J

Fortsetzung f; : [#;_1,6;] = R. Nach Theorem 4.24 in Analysis 1 sind dann alle
Funktionen f;, und damit auch f, beschrankt.

b) Es gilt C([a,b]) C PC([a,b]). Fiir ein Intervall I C [a, b] liegt 1; in PC([a, b]).

c) Es seien f,g € PC([a,b]) und @ € R. Dann sind auch af, f + g, fg und |f|
Elemente von PC(]a, b]).

BEWEIS. Seien 9; und 67 die Zwischenstellen fiir f und g geméaf Definition 1.2.
Wir bilden ihre Vereinigung {6y,...,0.} :== {6],...,04,} U{#?,...6%}. Nach Vor-
aussetzung sind f und g stetig auf (6,_;, ;) und konvergieren fiir x — 6;", und
x — 0, . Gema$ der Sétze 4.12 und 4.6 in Analysis 1 tibertragen sich diese Eigen-
schaften auf die Funktionen f + g und fg. Also liegen diese in PC/([a,b]). Analog
behandelt man af und |f|. O

Der folgende Hauptsatz wird auf Cauchys Definition des Integrals fiihren.

THEOREM 1.4. Sei f € PC([a,b]). Dann gibt es so eine Zahl J € R, dass fir jede
Folge (Z,,)n in Z.(a,b) mit |Z,| — 0 fir n — oo die Riemann-Summen S(f, Z,)
gegen J konvergieren. Dabei hingt J nicht von den Funktionswerten f(6;) aus
Definition 1.2 ab.

BeEwEIS. Wir betrachten zuerst stetige Funktionen f und isolieren dafiir zu-
nachst den Hauptschritt des Beweises, bevor wir die Aussage herleiten. Danach
untersuchen wir f aus PC([a,b]) in einem zweiten Teil.

1) Sei f € C([a,b]). Nach Theorem 4.19 in Analysis 1 ist f gleichméBig stetig.
Sei € > 0. Dann gibt es also einen Abstand d. > 0 mit

Va,y€la,b) mit |z —y| <d.: |f(zx)— fly)] <Le. (1.1)

a) Gegeben seien markierte Zerlegungen Z = {t;, 7|k < n} und W =
{sj,o;]7 < m} in Z.(a,b), die der Abschatzung |Z|,|W| < §./2 geniigen. Um
die Differenz S(f, Z) — S(f, W) abzuschétzen, missen wir die Zuwéchse ¢ — tg_1
und s; — s;_; zueinander passend aufspalten. Dazu verwenden wir die verfeinerten
Zerlegungsstellen R = {ro,...,1,} == {to,..., ta} U {50, .., 5m}

Sei [ € {1,...,p}. Dann existiert genau ein Index k = k() € {1,...,n} mit
IR .= [r_y,m] C IZ. Wir definieren 7/ := 7. Entsprechend gibt es genau ein
jo=j) e {1,...,m} mit I} C I', und wir setzen o] := ;. Somit gelten
77 —0]=m—oc;jund I} C IZ N I]W. Insbesondere iiberlappen sich IZ und IJW,
woraus die Ungleichung |7 — 07| = |7, — 0| < 20./2 = . folgt. Aussage (1.1) liefert
also die Abschatzung

1f(7) = flo))| <&,
die die Kleinheit von S(f, Z) — S(f, W) sichern wird.

Umgekehrt gibt es fir jedes k& € {0,1,...,n} genau einen Index [(k) €
{0,1,...,p} mit ¢, = 7). Fir £ > 1 kénnen wir somit

be — Tt = Tik) — Tik)=1 T T1R)=1 — -+ — TU—1)41 + TI(k—1)+1 — T1(k—1)
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schreiben. Dabei gelten passend 7, = 7)3,) = -+ = 7j;_1y,, sowie [(0) = 0 <
[(1) < ... <l(n) = p. Genauso gehen wir bei den Zuwéchsen s; — s;_; und den
Markierungen o; vor. Mittels dieser Uberlegungen berechnen wir

< 6i(rl —r_1) =¢(b—a).

b) Wir betrachten nun markierte Zerlegungen Z,, € Z,(a,b) mit |Z,| — 0 fir
n — 0o. Dann gibt es so einen Index N, € N, dass |Z,| < §./2 fir alle n > N, gilt.
Schritt a) zeigt nun die Ungleichung

1S(f, Zn) = S(f, Zm)| < e(b—a)
fiur alle n,m > N.. Damit ist (S(f, Z,)), eine Cauchyfolge und hat nach Theo-
rem 2.27 in Analysis 1 einen Grenzwert J.
c) Seien W, € 2, (a,b) weitere markierte Zerlegungen mit |W,| — 0 fiir n — oo.
Nach b) konvergiert auch die Folge (S(f, W,)), gegen eine Zahl J. Wir kénnen

so einen Index N, > N, wihlen, dass |W,| < 0./2 fiir alle n > N. erfiillt ist. Aus
Teil a) folgt somit die Abschétzung

|S(f,Zn)—S(f,Wn)| Sg(b_a)

fir alle n > N.. Diese Ungleichung liefert |.J — J| < e(b — a) im Limes n — oco. Es
folgt J = J, da € > 0 beliebig ist. Die erste Aussage ist fiir stetige f bewiesen.

2) Sei f € PC([a,b]) mit den Punkten 0y = a < 61 < --- < 0y = b wie in
Definition 1.2 und den Funktionen f; € C([#;-1,0;]) aus Bemerkung 1.3.

a) Gegeben seien Z,, = {typn, Tkn | k£ < Np} in Z.(a,b) mit |Z,| — 0 fir n — .
Firn € Nund j € {1,..., M} definieren wir eine Zerlegung Z7 € Z.(6,_1,6;). Ihre
Zerlegungstellen sind alle ¢, € [0;_1,0,], sowie §;_; und ;. Wenn I/ C [0;_1,0,]
ist, behalten wir die Markierung 7 ,,. Nur wenn 6; bzw. 6;_; ungleich allen ¢, . ist,
entsteht in Z7 ein neues Teilinterval gegeniiber Z,,. Fiir dieses wéihlen wir 6; bzw.
6;_1 als Markierung. Da |Z| < |Z,|, streben die Riemann-Summen S(f;, Z7) fir
n — 0o gegen eine Zahl J; laut Schritt 1). Weil die Funktionen f; unabhéngig von
den Werten f(6;) sind, gilt dies auch fiir die Grenzwerte J; und fir J := Ji+.. .+ Jj.

b) Andererseits unterscheiden sich S(f, Z,) und S(fi, Z}) + ... + S(fur, ZM)
hichstens bei den Summanden, in denen 6; ein Intervall /" (echt) zerteilt. In der
Differenz der Terme gibt es davon fiir jedes n maximal 3(M — 1) Stiick, die jeweils
kleiner gleich || f]|s |Zn| sind. Also konvergiert

S(f, Z0) = (S(fr, Zn)++ -+ S(far, ZYN < 3M =D flloo | Za] —> 0, 1 — oo,
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und somit S(f, Z,) — J.

c¢) Gegeben seien auch W, € Z,(a,b) mit |W,| — 0 fiir n — co. Wir definieren
wie oben die Zerlegungen W7 € Z.(0;_1,0;) fur j € {1,..., M}. Nach den Schrit-
ten 1) und 2a) konvergieren die Riemann-Summen S(f;, W) gegen J; fir n — oo.
Andererseits gilt die abgesetzte Ungleichung in 2b) auch mit W,, und W statt Z,
und Z7, sodass auch S(f,W,) gegen J strebt. O

Wir kénnen nun das Integral definieren. In unserem Rahmen stammt die Defi-
nition von Cauchy (1823). Wie in Bemerkung 1.7 angedeutet, hat Riemann den
Integralbegriff 1854 auf eine grofiere Funktionenklasse erweitert. Fiir unsere Zwecke
reichen stiickweise stetige Funktionen aber vollig aus.

DEFINITION 1.5. Sei f € PC([a,b]). Die Zahl J aus Theorem 1.4 heifst (Rie-

mann-—)Integral von f und man schreibt

b b a b a

J= / F(t)dt = / fdt, sowie / F(t)dt = —/ F(6)dt und / F(t)dt = 0.
a a b a a

Fir jedes Z € Z;(a,b) und r € R erhalt man S(rlj, Z) = (b — a). Somit gilt

/brdt:r(b—a). (1.2)

Weniger triviale Beispiele werden wir spater behandeln, wenn wir mehr Theorie
zur Verfiigung haben.

Im néchsten Satz sammeln wir die grundlegenden Eigenschaften des Integrals.
Im Folgenden werden (fast) immer diese Eigenschaften und nicht Definition 1.5
verwendet. Man beachte dabei, dass nach Bemerkung 1.3 alle im Satz vorkommenden
Funktionen in PC([a,b]) liegen. Wir bezeichnen ferner die Einschrénkung von
f € PC([a,b]) auf ein Teilintervall ebenfalls mit f.

SATZ 1.6. Es seien f,g € PC([a,b]), a, f € R, ¢,d,e € [a,b] und I C [a,b] ein
Intervall mit x = inf I und y = sup I. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) [P1(t)dt = |I| und speziell [’ 14 (t)dt = 0.

b) [P(af(t) + Bgt)dt = a [P f(t)dt + B [P g(t) dt. (Linearitét)

¢) [P F)de = £ FOyde+ [P eyt [ (0 F(0)dt = 2 F(2) dt.

d) Sei f(t) < g(t) fir allet € [a,b]. Dann ist [° f(t)dt < [P g(t)dt. (Monotonie)

e) [Jrfydt| < 210 dt < (b—a) | fll,.  (Standardabschitzung)

£ [EF@) At + [¢ f()dt = [ f(t) dt. (Additivitat in den Integralgrenzen)

BEWEIS. Den ersten Teil von ¢) haben wir in Schritt 2) des Beweises von
Theorem 1.4 gezeigt (sogar fiir endlich viele Zwischenstellen). Der zweite Teil folgt
dann aus der Beobachtung

/abﬂl(t)f(t)dt:/jo‘f(t)dtﬂL/xyl-f(t)dt+/yb0-f(t)dt:/ny(t)dt,
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wobei das Beispiel (1.2) mit » = 0 verwendet wurde. Behauptung a) ergibt sich aus
c¢) mit f = I, kombiniert mit (1.2) fiir r = 1.

Fur Teil b) seien Z,, = {tg.n, Tkn | k < m,} markierte Zerlegungen in Z,(a, b) mit
|Z,| — 0 fiir n — oo. Wir berechnen

mn

S(af +Bg, Zn) = > _(af (Thn) + Bg(Tn)) (thn — thorn)

k=1

= Z f(Tkm)(tk,n - tk—l,n) + 6 Z g(Tk’,n)(tk:,n - tk’—l,n)
k=1 k=1

= aS(f, Zn) + BS(g, Zn).
Nach Theorem 1.4 oben und Satz 2.7 in Analysis 1 konvergiert diese Gleichung fiir
n — oo gegen die in b) behauptete Identitét.
Aussage d) zeigt man ahnlich wie b). Die erste Abschétzung in e) beweisen wir
entsprechend durch

/ab £(t)dt| = lim ‘Zl FTen) (b — trot)

< lim S(fl, Z.) /|f (1)]dt,

n—oo

wobei Satz 2.9 in Analysis 1 und die Dreiecksungleichung eingehen. Der zweite Teil
ergibt sich aus Behaupung d) und der Relation |f(¢)| < ||f|le fir t € [a, b].

Aussage f) ist eine direkte Konsequenz von c), wenn ¢ < d < e gilt. Sei etwa
¢ < e < d. Dann folgern wir aus Aussage c) die Gleichung

/Cdf(t)dt:/:f(t)dtJr/edf(t)dt:/:f(t)dt—/def(t)dt

und daraus die Behauptung. Die anderen Félle in f) behandelt man analog. O

BEMERKUNG 1.7. Beschrénkte Funktionen f : [a,b] — R heiflen Riemann-
integrierbar, wenn sie den Aussagen von Theorem 1.4 gentigen. Fir sie gilt Satz 1.6
analog. (Siche etwa Abschnitt 18 in [4].) Die Funktion f = Lgn, ist nicht Riemann-
integrierbar, da S(f,Z) = 0 ist, falls 7, ¢ Q fiir alle & gilt, und S(f, Z) = 1, falls
T € Q fir alle k. O

1.2. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Der Hauptsatz besagt grob gesprochen, dass das Integrieren die Umkehroperation
zum Ableiten ist. Auf diesem fundamentalen Zusammenhang beruhen insbesondere
die Methoden, mit denen Integrale berechnet werden.

DEFINITION 1.8. Es sei f : [a,b] — R. Eine Funktion F : [a,b] — R heifit
Stammfunktion von f, wenn F differenzierbar ist und F'(x) = f(x) fir alle
x € [a,b] gilt. Man schreibt dann F = [ f = [ f(t)dt oder F = f!

Wenn F' eine Stammfunktion von f ist, dann gilt das auch fir F'+cl, und jedes
feste ¢ € R. Das néichste Lemma liefert uns Stammfunktionen mittels Integration,
indem es zeigt, dass die Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze gerade
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der Integrand ist, wenn er stetig ist. Das ist der Schliissel zum Hauptsatz. Das
einfache, aber zentrale Argument im Beweis zeigt, wie das Integral einen singuldren
Nenner kontrollieren kann.

LEMMA 1.9. Sei f € PC([a,b]) in x¢ € [a,b] stetig. Dann ist das unbestimmte
Integral Fy : [a,b] — R; Fy(x) = [ f(t)dt, in zo differenzierbar mit Ableitung
Fo(wo) = [f(xo)-

BEWEIS. Sei z € [a,b] \ {0} mit © — 2. Aus Satz 1.6 und der Stetigkeit von
f bei xq folgern wir die behauptete Konvergenz

FO(x:Z:ai)(xO) —f(xo)‘ - ‘x—lw()(/:f(t)dt_/axo f(t)dt_/xjf(xo)dtﬂ

S RUURSEOIEY

T — T Jxo

|z — w0

< sup  |f(t) = f(zo)|] — 0, x— x0.0
|2 — @o| [t—zo|<|z—wo]

Im oben angekiindigten Hauptsatz zeigen wir zunéchst, dass jede Stammfunktion
F bis auf eine Konstante durch das unbestimmte Integral gegeben ist. Wenn man
eine Stammfunktion kennt, erhélt man so eine Formel fiir [ f(¢) d¢. Teil b) klért
zuammen mit Lemma 1.9 das Verhédltnis von Ableitung und Integration. Das
Theorem folgt leicht aus dem Lemma und der Tatsache, dass (auf einem Intervall)
nur Konstanten eine verschwindende Ableitung haben. Aber natiirlich steckt die
Arbeit in Theorem 1.4, welches das unbestimmte Integral bereitstellt.

THEOREM 1.10. a) Sei f € C([a,b]). Dann ist jede Stammfunktion F' von f
durch die Gleichung

F(z) = Fla) +/If(t) dt
fir alle x € |a,b] gegeben. Speziell erhalten wir
b
/ F(t)dt = F(b) — F(a) =: F
b) Sei g € C'([a,b]). Dann gilt

[0yt = o) - ga).

BEWEIS. Lemma 1.9 liefert die Stammfunktion Fy von f, da f stetig ist. Sei F'
eine weitere Stammfunktion. Dann verschwindet die Ableitung (F—Fy) = f—f =0
auf [a,b], sodass nach Satz 5.22 in Analysis 1 die Funktion I’ — F konstant ist,
also F'(z) — Fy(z) = F(a) — Fo(a) = F(a) fir alle z € [a, ] gilt. Wir haben damit
die Behauptung a) gezeigt, woraus b) mit f := ¢’ und F' := g folgt. O

Es sei betont, dass man in vielen Féllen keine ‘geschlossene Formel’ fiir die
Stammfunktion F' finden kann. Ein bekanntes und wichtiges Beispiel ist f(x) =
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e, Fiir gewisse Klassen unstetiger Funktionen f oder ¢’ gelten Varianten des
Hauptsatzes, die aber deutlich komplizierter sind.

Wir diskutieren einige Beispiele, in denen man eine Stammfunktion direkt ange-
ben kann. Beim Integrieren empfiehlt es sich tibrigens besser einen Zwischenschritt
mehr aufzuschreiben, da leicht Fliichtigkeitsfehler auftreten. Wir verwenden im
Folgenden die in Analysis 1 (samt der Ubungen) berechneten Ableitungen meist
ohne weitere Kommentare.

BEeISPIEL 1.11. a) Wir wollen den Flicheninhalt A zwischen dem Graphen der
Funktionen f : [0,7] — R; f(z) = €, und ¢ : [0,7] = R; g(z) = 2* — 7z,
bestimmen. Man sieht leicht, dass f(z) > 0 > g(x) fir alle 0 < z < 7 gilt. Wir
definieren in dieser Situation A = [ (f — ¢) dz. Der Hauptsatz liefert nun

_ [T 2 oz _ 1.3 1 2|7 _ o« 1.3 0
A—/O(e -z —|—7rx)d:1:—[e — 3T +§7T£L'L]—e i 4 im® — (e — 0)

:e”+%7r3—1.

b) Es sei f(z) = (1 —2?)"/2 fir 0 <2 <1 und f(z) = (cosz)~? fiir £ <z < 1.
Dann erhalten wir

d B 1/2 x X 1/2 1

/0 T = / m " (3082 = arcsin x’o + tan x‘1/2

= arcsm§ —arcsin(0 4 tan1 — tan% =5 ttanl — tan%,

da sin ¥ = 1 nach (4.19) in Analysis 1 gilt.

c) Die Wechselspannung U(t) = Upsin(wt) verrichtet am Widerstand R die
momentane Leistung P(t) = £U ()%, wobei R, Uy, w > 0 Konstanten sind und ¢t > 0
die Zeit ist. Die Spannung U hat dann die Periodendauer 7' = <= und die mittlere

Leistung ist
1& kT
dtN— P —=—->) Pl—

Dabei liegen diese Riemann-Summen mit ¢y, = 7, = kT'/n fiir grofie n nahe am
Integral, und sie liefern mit dem Faktor 1/7" einen Mittelwert der Funktionswerte.
Um P zu berechnen, verwenden wir die Formel

cos(2wt) = cos(wt + wt) = cos?(wt) — sin*(wt) = 1 — 2sin’(wt),
sin®(wt) = 1(1 — cos(2wt))

aus einer Ubung in Analysis 1. Nun folgen mit dem Hauptsatz die Gleichungen

p=U at=2o [ a
BT SlIl 2(wt)dt = SRT (1 — cos(2wt)) dt
Ug 1 . T U0 sin(4m) Ug
- t— — sin(2wt)| = T o) =20
2RT[ 2, )| 2RT( 2 O) 2R 0
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Wir folgern nun aus dem Hauptsatz die beiden wichtigsten Integrationsregeln,
die der Produkt- bzw. der Kettenregel der Differentialrechnung entsprechen.

SATz 1.12 (Partielle Integration). Fiir f,g € C*([a,b]) gilt die Gleichung

[ F@g@) =~ [ 1a)g @) de+ (7o)

BEWEIS. Theorem 1.10 und Satz 5.5 in Analysis 1 implizieren die Identitdten

FB90) ~ F@gla) = [ (GoYwyar= [ Fwgtyae+ [ fogBae O

Wir diskutieren typische Beispiele fiir die partielle Integration. Dafiir muss man
einen Faktor im Integranden mit bekannter Stammfunktion und einen mit nicht zu
schwieriger Ableitung so identifizieren, dass man das Produkt aus Stammfunktion
und Ableitung handhaben kann. Man beachte dabei, dass Polynome und der
Logarithmus sich beim Ableiten vereinfachen, wahrend exp, sin und cos sich nicht
bzw. wenig andern. Beim Rechnen sollte man sehr auf Vorzeichen achten.

BEISPIEL 1.13. a) Mit g(x) := z und f'(x) := sinx liefert Satz 1.12

us us /2
/2 xsinxdr = —/2 1-(—cosx)dr + z(— Cosx)lo/
0 0
b) In manchen Fallen hilft es mehrfach partiell zu integrieren, bzw. die rechte
mit der linken Seite zu verrechnen. Fir € R erhalten wir so mit f’ := exp und

g :=sin, bzw. g := cos, die Gleichungen

) /2
:smx‘o +0-—-0=1.

/ elsintdt = / et costdt + €' smt‘
0

—/ (—sint) dt — €' cost‘ +e*sinx — 0,
2/ e'sintdt = —(e” cosz — 1) + e” sin x,

1 1
/ e'sintdt = —e”(sinx — cosz) + =.
0 2° 2

¢) Wenn man nur eine Stammfunktion F' sucht, lasst man oft zuerst die Integra-
tionsgrenzen weg und fiigt dann beim Auswerten einer Stammfunktion die freie
Variable (z.B. z) als obere Grenze ein. Die untere Grenze entspricht nur einer
additiven Konstante, die wir hier gleich 0 setzen. Man muss dabei aufpassen, dass
das Integrationsintervall im Definitionsbereich des Integranden enthalten ist. Im
folgenden Beispiel integriert man in R, und wéihlt x > 0, sowie f' =1 und g = In.

1
/lntdt:/1-lntdt:—/t;dt—l—xlnx:—m—l—xlnm. O

Im néchsten Satz liefert partielle Integration die Integraldarstellung des Tay-
lorrestgliedes (siche Definition 5.34 in Analysis 1). Diese ist oft angenehmer zu
verwenden als die Restgliedformel aus Theorem 5.36 in Analysis 1.
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SATz 1.14. Seien f € C"((a,b)), n € Ny und xo € (a,b). Dann gilt

F@) = Taof(a) = [ =)' 00y dt fiir € (a0)

0

BEwEISs. Wir fithren den Beweis induktiv. Fiir n = 0 ist die Behauptung
f(@) = Towof (@) = () = flzo) = [ fi(0)at
xo

gerade der Hauptsatz Theorem 1.10. Die Aussage gelte fiir ein n € Ny und f gehore
zu C""%((a,b)). Daraus und aus Satz 1.12 folgt

£@) = T @) = [0 =740 )

1 —(ZE' _ t)n+1 (nt2) (l’ _ t)n+1 T
= [ e g — L (g
_ 1 ’ n+1 £(n+2) (x — o)™ (n+1)
B (n+1)!/:ro<x_t) S dey (n+1)! S o)
fir = € (a,b). Die Behauptung ergibt sich dann aus der Gleichung
f(n+1) (CL’(]) n
Toiraof (@) = Thwo f () + m (z — @)™ 0

Wir zeigen die zweite oben angekiindigte Integrationsregel.

SATZ 1.15 (Substitutionsregel). Es seien ¢ € C'([a,b]), J = ¢([a,b]) und
f € C(J). Dann gilt die Gleichung

B(b)

[ fons@rds= [ ) dy

BEWwWEIS. Nach dem Zwischenwertsatz 4.27 in Analys1s 1ist J ein Intervall. Seien
Y, Y0 € Jund x € [a,b]. Wir wollen aus f(¢(x))¢’(x) die Ableitung ‘rausziechen’, um
dann den Hauptsatz anzuwenden. Dazu verwenden wir das unbestimmte Integral
F(y) = [, f(t)dt. Da f stetig ist, besitzt F' nach Lemma 1.9 die Ableitung f. Die
Kettenregel (Satz 5.7 in Analysis 1) liefert dann die Identitéat

(Fo¢)(x) = F(¢(x)¢'(x) = f(o(x))d (z), x € [a,b].

Aus Theorem 1.10 und Satz 1.6 schlieffen wir nun

[ o)z = Flow) - Fo@) = [ ras— [ sty ay
— [ fw)aw 0
¢(a)

Im folgenden verwenden wir die Substitutionsregel sowohl von links nach rechts
(wobei man die Funktionen f, ¢ und ¢’ in den Integranden ‘hineinlesen’ muss und
eine Stammfunktion von f benétigt), als auch von rechts nach links (wobei man so
ein ¢ finden muss, dass man eine Stammfunktion fir (f o ¢)¢’ kennt.).
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BEISPIEL 1.16. a) Wir wollen f02 ze~*" dz berechnen. Partielle Integration versagt
hier, da man e~ ableiten muss und ingesamt einen ‘schlechteren’ Integranden
—z3e¢™*" erhielte. Man sieht aber, dass x fast die Ableitung von —a? ist und man
kennt die Stammfunktion von exp. Deswegen wihlen wir y = ¢(x) = —2? und
f(y) =Y. Es gelten ¢'(z) = —2x, ¢(0) = 0 und ¢(2) = —4. Satz 1.15 liefert

1 1—e?

2 e 1 2 1 /0
[eedo = =3 [Co@f@a)de =3 [ fway=; [ eray=-—

b) Sei @ > 0. Das Integral [;? (cosz)®sinz da konnte man &hnlich wie in Bei-
spiel 1.13b) mit partieller Integration bestimmen (wenn « # 1). Es bietet sich
aber auch die Substitutionsregel an, da die innere Ableitung von cos® gerade — sin
ist und wir die Stammfunktion von y® kennen. Wir fithren hier eine hilfreiche
Kurz-Schreibweise ein.

Wir substituieren y = ¢(x) = cosx, sodass g—g = ¢/(z) = —sinzx gilt, was wir
formal als sinzdx = —dy schreiben. Weiter sind y(0) = 1 und y(7/2) = 0.
Satz 1.15 impliziert dann

T a+1 1 1

T 0 1 y
Cosa:o‘sin:pdx:—/ *d :/ Ydy = = .
/0( ) yidy = ytdy =) = o

Wenn man nur bis b € (0,7/2) integriert, kann man analog fir alle @ € R rechnen.
Fiir b = 7/2 lasst mittels der Theorie des Abschnitts 1.3 auch der Fall a € (—1,0)
wie oben behandeln, obwohl cos® z dann fir x — /2 divergiert.

c) Es seien a < b, f € R, « € R\ {0}, J das abgeschlossene Intervall mit den

Randpunkten aa + § und ab + 3, sowie f € C(J). Mit der affinen Substitution
y = ax + [ (die auf dy = adz fithrt) folgt die Gleichung

b 1 jab+B
| fla+pyde == [ f(y)ay.

a Jaa+p

d) Wir wollen eine Stammfunktion von arctan berechnen. Hier nutzen wir aus,
dass seine Ableitung gleich (1 4 ¢?)~! ist und dass die Einsfunktion 1 die Stamm-
funktion ¢ hat. Das Produkt ¢/(1 + ¢*) passt dann zur Substitutionsregel.

Sei x € R. Partielle Integration (mit f’ := 1 und g := arctan) liefert zunéchst

x T x t T
/ arctantdt:/ 1-arctantdt:—/ 7dt+tarctant‘ .
0 0 0o 1+1¢2 0
Dann substituieren wir s = ¢*, wobei §¢ = 2t (also tdt = }ds), s(0) = 0 und
s(x) = 2% gelten, und erhalten
1 2 1
2Jo 1+s

/ arctant dt = ds +zarctanz — 0
0

2

1 x 1
= _§IH(1 +5)|, +rarctanz = warctanz — §1n(1 + 2?).
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e) Es sei A die Fliche der Kreisscheibe B(0,7) in R? fiir ein 7 > 0. Diese ist die
Menge aller Punkte (s,t) € R? mit s* + t* < r?, was dquivalent zu den Relationen

s € [—r,r] und —v/r? — 2 <t < /r? — s? ist. Somit gﬂt
A= / V2 — g2 — (— r2—52)> ds =2 \/fsts

vergleiche Beispiel 1.11a). Um die Substitutlonsregel anzuwenden setzen wir
f(s) = vr?2—s?fir s € [—r,r] und s = ¢(x) = rsinz fir x € [-F, §]. Dies liefert
vielversprechend f(s) = rv/1 —sin?z = rcosz (da hier cosz > 0 ist). Es gelten

= ¢'(x) = rcosw, also ds = rcoswdr, und ¢([—7, 5]) = [-r,7]. Satz 1.15 (von
rechts nach links) zeigt dann

w/2
A=2 f ds—2/ f(o dx—2/ \/72 — r2sin® x r cos x dx

w/2

/2 w/2
= 27"2/ cos® v dx = 7‘2/ (14 cos(2x)) dzx
—7/2

—m/2

=r2[z+1 sin(Zx)r/Q/Q = (3-0- (-3 -0)) =m"

—T

Ahnlich wie in Beispiel 1.11 haben wir dabei die Formel 2cos?z = 1 + cos(2z)
verwendet. O

Im néchsten Beispiel skizzieren wir, wie man fiir rationale Funktionen eine
Stammfunktion findet, wenn die Nullstellen des Nennerpolynoms bekannt sind.

BEISPIEL 1.17. Es sei f = p/q fur reelle, gekiirzte Polynome p und ¢ # 0. Der
Koeffizient hochster Ordnung von ¢ sei 1. Die Berechnung einer Stammfunktion
von f vollzieht sich in mehreren Schritten.

1) Polynomdivision liefert Polynome r und pg mit grad py < gradgund f =r+ %0.
(Siehe Satz 1.8.15 in [1], grad ¢ ist die hochste vorkommende Potenz.) Es folgt

fr-fe

und die Stammfunktion von r kennen wir.

2) Geméaf des Fundamentalsatzes der Algebra (siehe die Abschnitte 4.2 und 7.6
in [5]) gibt es eindeutig bestimmte z1, ..., 2, € C und my, ..., m, € N derart, dass
qg(x) = (x — 21)™ - ... (x — 2,)™ fiir alle z € R gilt, wobei z; # z; fiir i # j ist.

3) Die komplexe Partialbruchzerlegung liefert solche eindeutig bestimmte Zahlen
cir € C, dass

po(l’) C11 Cim, Cn1 Cnm
= — + + —_—

@ —at e bt e n T Y ey 9

Hier wie auch sonst sind die Literaturverweise nur Zusatzinformationen, um die Korrektheit
der Aussagen zu belegen. Sie werden im Rest der Vorlesung nicht bendtigt.
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fur alle x € R\ {21,..., 2z, } gilt. Dabei ist ¢;;, reell, wenn z; es ist. Falls z; ¢ R,
gibt es einen Index ! mit z; = Z; und ¢, = ¢jj. (Siehe Satz VI.5.8 und Bemerkung
VL5.10 in [2].)

4) a) Wenn z; und damit c;;, reell sind, kann der entsprechende Summand in

(1.3) integriert werden.
b) Sei z; =z=a+if ¢ Rund ¢j; =c=a+1b ¢ R fir a, $,a,b € R. Dann gilt

c c cx — CZ+Cr —C2 2ax — 2(cva + Bb)

x—z+x—2—x2—(2+§)x+|z|2 22 —2ax +a? + B2

(Der Nenner wird bei 5 = « minimal und ist somit groBer gleich 5* > 0.) Der
reelle Bruch kann integriert werden, siehe die Ubungen.

¢) Der komplexe Fall mit Potenz k > 1 wird hier nicht behandelt. (Siehe
Bemerkung VI.5.10 in [2].)

Als Beispiel behandeln wir f: R\ {a, 8} = R; f(z) = ((z — a)(x — 8))7! fir
feste Zahlen o, f € R mit o # 3. Dabei zeigen wir eine Moglichkeit, wie man die
Koeffizienten der Partialbruchzerlegung hier (im einfachsten Fall) berechnet. Nach
(1.3) gibt es Zahlen ¢;, ¢y € C mit

. 1 o C1 Co
I = =9 "2-a 25
Wir multiplizieren mit dem Nenner und erhalten
1 =ci(x = B) + 2w — ), (1.4)

sogar fiir alle x € R nach stetiger Fortsetzung. Wenn wir hier x+ = o« und x =
einsetzen, ergeben sich 1 = ¢;(a — ) und 1 = (5 — a). Daraus folgt

1 1 1
f(@) = a—5<a:—a_:£—6>'
(Alternativ liefert ein Koeffizientenvergleich in (1.4) die Gleichungen ¢; + ¢ = 0
und ¢18 + coar = —1, vergleiche Korollar 5.33 in Analysis 1.) Wir berechnen damit

1 dt dt 1
Jiwa= ([ =a-[i25) = a0j tule —al - mlz - 8)
_ 1 1n\:v—a|
a—f  |e—p

Damit kann man nun [ f(¢) dt bestimmen, wenn a und # nicht in [a, b] liegen. ¢
Ferner erlaubt es der Hauptsatz Potenzreihen gliedweise zu integrieren.

SATZ 1.18. Sei f(x) = Y,50 anx™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0.

Dann hat F(z) = 550 14 2™ den Konvergenzradius p. Weiter ist F : (—p, p) —

R; z +— F(z), die Stammfunktion von f : (—p,p) = R; x — f(z), mit F(0) = 0.

BEWEIS. Der erste Behauptung zeigt man wie im Beweis von Korollar 5.32 in
Analysis 1. Dieses Korollar impliziert auch, dass F' die Ableitung F" = f hat. 0O
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Wir konnen nun die Potenzreihe einer weiteren klassischen Funktion bestimmen.

BEISPIEL 1.19. Beispiele 5.13 und 3.2 aus Analysis 1 implizieren die Gleichungen

1 oo
arctan’(z) = =Y (—1)"a*"
1+22 =

fir alle x € (—1,1). Aus Satz 1.18 und arctan 0 = 0 folgern wir dann die Reihen-
darstellung

o~ (=" onp1
tanz =3 L a? iy g€ (—1,1).
arctan x 2 o0 T ur z € ( ) O

Abschlielend wollen wir Integral und Grenzwerte vertauschen. Das néachste
Beispiel zeigt, dass dies nicht ohne weiteres moglich ist.

BEISPIEL 1.20. Sei n € N mit n > 2. Wir definieren f, : [0,1] — R;

n’x, 0<z< %,
falz) ={2n—n’z, L<az<?2,
0, <<l

Dann konvergiert (f,) punktweise gegen f = 0 fir n — oco. Es gilt nattirlich
3 f(z)da = 0. Mit der Substitution y = 2 — g erhalten wir andererseits

1 1/n 2/n 1/n
/ fn(x)dx:nQ/ xdx—i—n2/ (%—x)dx:2n2/ zdr=1 — 0. ¢
0 0 1

/n 0

Im Falle gleichmé&Biger Konvergenz (siehe Definition 4.38 in Analysis 1) erhélt man
jedoch einen einfachen Grenzwertsatz. Wir vertiefen dieses Thema in Analysis 3.

SATZ 1.21. Es seien f,, f € PC([a,b]) firn € N und (f,) konvergiere gleichmd-
Big fiir n — oo gegen f. Dann gilt

b b b
nh_)n()lo/a folz)de = /a dim f(z) do = /a f(z)dx.
BEWEIS. Satz 1.6 und die Annahme liefern fiir n — oo den gewiinschten Limes
b b b
[ @ o= [ i@ da] = | [(@) - fu@) da] < G-l f = fillw — 0. 0

Der gleichméflige Limes f einer Folge in PC([a,b]) muss nicht notwendig in
PC(][a,b]) liegen, da f unendlich viele Sprungstellen besitzen kann.

1.3. Uneigentliche Riemann-Integrale

Wir erweitern nun den Begriff des Integrals auf beliebige Integrationsintervalle
I, wobei wir uns auf Beispiele konzentrieren. Die Grundidee ist es, zunéchst auf
Teilintervallen [a, f] zu integrieren und dann zu priifen, ob diese Integrale fur
B — sup I bzw. a — inf I konvergieren.
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DEFINITION 1.22. a) Es seien —oc0 < a < b < 400 und f : [a,b) — R so,
dass die Einschrinkung flj.g fir jedes 8 € (a,b) zu PC([a, 3]) gehdrt. Falls der

Grenzwert
b

lim Bf(:c)dx ::/ f(z)de

B—b" Ja a
in R existiert, heifit f uneigentlich (Riemann-)integrierbar auf [a,b). Entsprechend
wird das Intervall (a,b] fiir —oo < a < b < oo behandelt.

b) Es seien —o00 < a < b < +oo und f € (a,b) — R so, dass die Einschrinkung
flia,g fiir alle a < o < < b zu PC([or, B]) gehort. Wihle c € (a,b). Wenn fl(a,q
und f|.p uneigentlich integrierbar sind, dann heifst f uneigentlich (Riemann-)
integrierbar auf (a,b) und man setzt

b c b
/ f(z)dx = / f(x)dx +/ f(x)dx.
Wir notieren grundlegende Eigenschaften dieser Begriffe.

BEMERKUNG 1.23. a) Definition 1.22b) héngt nicht von der Wahl der Zwischen-
stelle ¢ € (a,b) ab. Um dies einzusehen, seien etwa a < o < ¢ < d < 3 < b gegeben.
Dann liefert Satz 1.6 die Gleichung

ch(x)dx+/cﬂf(x)dx:/:f(x)der/cdf(x)da:jL/dﬁf(x)dx
:/adf(x)dx—i—/dﬁf(x)dx.

Die Grenzwerte fiir @« — a (bzw. 8 — b) auf der linken und rechten Seite sind dann
gleichwertig und liefern den gleichen Limes.

b) Die Aussagen von Satz 1.6b), ¢), d) und e) gelten entsprechend fiir uneigentlich
integrierbare Funktionen f, g und |f| (bis auf die zweite Ungleichung in e)). Satz 1.6
liefert diese Eigenschaften zuerst etwa auf dem Intervall [a, 5], woraus die Aussagen
auf [a,b) mittels der Rechenregeln fir den Grenzwert § — b folgen. Beziiglich |f|
verweisen wir auch auf Satz 1.25 und Beispiel 1.26.

c) Seien etwa —00 < a < c<d <b < +oound f : [a,b) = Ry mit fl,5 €
PC([a, p]) fur jedes B € (a,b). Mittels Satz 1.6 folgt

d c d c
/ flz)de = / f(z) de +/ f(z)dz > / f(z) da.
Fir f > 0 oder f <0 ist also die Konvergenz in Definition 1.22a) monoton. O

Wir beginnen mit einigen einfachen (aber zentralen) Beispielen, bei denen man
die uneigentliche Integrale direkt ausrechnen kann. In Teil b) sieht man, wie schnell
eine positive Funktion f bei oo fallen muss, um uneigentlich integrierbar zu sein,
und dass dies im Falle einer Singularitat von f bei z.B. a € R gerade umgekehrt ist.
Den Effekt von Vorzeichenwechsel der Integranden illustrieren wir in Beispiel 1.26.
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BEISPIEL 1.24. a) Sei a > 0. Es existiert [;°e " dz = 1, da
b 1 b 1—e o 1
/ e dr=—e =—— — —, b — o0.
0 Q 0 o o
b) Sei a € R. Genau fiir a < 1 existiert [} 2~ *dx = . Genau fir o > 1
existiert [ 27 dz = —L<. Somit existiert [;° 2™ dz fiir kein o € R.

BEWEIS. Fir b > a > 0 berechnen wir

1 —a|b _ 1 —a —a
/bx_adx: m‘rl ’a_m(bl _al )7 Oé#l,
a Inz|’=Inb—Ina, a=1.

Seien b =1 und a — 0". Dann konvergiert das obige Integral genau fir a < 1 und

dann gegen ﬁ Seien @ = 1 und b — oo. Nun konvergiert das Integral genau fiir

a > 1 und zwar gegen ﬁ O

c¢) Das Integral [;°sinz dz existiert nicht, da etwa die Folge

0, k € N gerade,

2

km L
/ sinxdr = —cosz| =1—cos(knm) =
0 0 , k€ N ungerade,

fir k — oo divergiert.

d) Es existiert [*; \/ld_z? = 7. Dazu beachte man, dass

/b dx ) )b b T
——— =—arcsinz| = arcsinb — —
0 v1— 22 0 2

fiir b — 1 konvergiert. Ahnlich zeigt man die Gleichung [°, % = 7/2.

Vi-22
e) Fiir b € (0, %) konvergiert Jb tanzder = —In(cosb) + In(cos(—b)) = 0 fiir
b — %, obwohl Jtan  dz = In(cos b) fiir b — 7 divergiert. Es ist also wichtig, in
Definition 1.22b) die Integrationsgrenzen getrennt zu betrachten. O

Die Existenz uneigentlicher Integrale wird oft durch das Majorantenkriterium fir
Integrale gesichert. Es ist samt Beweis analog zu dem fiir Reihen aus Analysis 1.

SATZ 1.25. Seien —oco < a < b < +o0 und f,g:[a,b) = R mit f,g € PC(|a,c])
fir alle ¢ € (a,b).

a) Es gelte |f(x)| < g(x) fir alle x € [a,b) und g sei auf [a,b) uneigentlich
integrierbar. Dann sind f und |f| auf |a,b) uneigentlich integrierbar und erfiillen

/abf(x)da: S/ab!f(wﬂdxﬁ/abg(x)dx_

b) Es gelte f(z) > g(x) > 0 fir alle x € [a,b) und g sei auf [a,b) nicht
uneigentlich integrierbar. Dann ist auch f auf [a,b) nicht uneigentlich integrierbar.
Entsprechende Aussagen erhdlt man fir Intervalle (a,b] und (a,b).
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BEWEIS. Sei € > 0. Nach Satz 4.5 und Bemerkung 4.7 in Analysis 1 gibt es so
eine Zahl c. € (a,b), dass fiir alle ¢. < ¢ < d < b die Ungleichungen

5>/ dx—/ dx>/ dx—/ (:c)dx:/cdg(x)dxzo

gelten, wobei wir auch Bemerkung 1.23 ¢) und Satz 1.6 verwendet haben. Daraus
und aus der Annahme folgt wieder mit diesem Satz die Abschétzung

/adf(x)dx_/acf(x)dx /f )dz| < /|f |dx</ z)dx <e.

Seien nun 3, € [a,b) mit 5, — b fir n — oo gewahlt. Wegen der abgesetzten
Ungleichung ist ( ff " f(z)dz), eine Cauchyfolge und hat also einen Grenzwert .J.
Es konvergiere auch 3, — b~. Wir erhalten ebenso den Limes J' von ([ f(z) dz),.
Die abgesetzte Ungleichung impliziert dann

0<

/

Br
|J—J| = lim ’/ dx—/ flz)dz| <e

fir alle n € N mit 3,, 5, > c.. Da € > 0 beliebig war, erhalten wir J = J', sodass
das Integral [° f(x)dz = J existiert.

Genauso zeigt man die uneigentliche Integrierbarkeit von |f|. Mit Satz 1.6
schlielen wir weiter

[ #(wyar

Teil b) folgt per Negation. Die Falle (a,b] und (a,b) behandelt man analog. O

[ r@ae| < i [M@lar = [ ar

= lim
B—b

Wir kombinieren wir nun das Majorantenkriterium mit Beispiel 1.24. In Teil b)
wird dabei das Vorgehen mit Hilfe partieller Integration verfeinert. Diese Techniken
sind von grofler Bedeutung fiir die weitere Entwicklung der Analysis.

BEISPIEL 1.26. a) Es seien @ € Rund f : Ry — R; f(z) = 2% *. Auf (0, 1]
liegt ™ in [é, 1] und sollte deswegen keine Rolle fiir die Existenz des Integrals
spielen. Bei oo sollte e™ jedoch die Potenzfunktion dominieren. Wir behaupten
demgeméaf, dass f genau fiir a > —1 uneigentlich integrierbar ist.

BEWEIS. 1) Sei a < —1. Es gilt f(z) > 2%/e =: g(x) fur alle z € (0,1]. Nach
Beispiel 1.24 ist g auf (0, 1] nicht uneigentlich integrierbar, sodass dies gemaf
Satz 1.25 auch fur f folgt.

2) Sei « > —1. Fir z € (0,1] ist f(z) kleiner gleich 2, und damit ist f nach
Beispiel 1.24 und Satz 1.25 auf (0, 1] uneigentlich integrierbar.

Wir betrachten nun x > 1. Wahle n € N mit n > a. Dann gilt z* < x". Eine
Variante von Beispiel 5.29 in Analysis 1 zeigt, dass die Funktion o(z) = 2"e™%/
fiir x — oo gegen 0 strebt. Wie in einer Ubung aus Analysis 1 liefert der Satz vom
Maximum, dass ¢ auf [1,00) durch eine Konstante ¢ > 0 beschrankt ist. Somit gilt
die Abschétzung

0 < f(a:) — xnefx/Zefxﬂ < Cefx/2
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fir > 1. Da die rechte Seite laut Beispiel 1.24 auf [1, 0c0) uneigentlich integrierbar
ist, liefert Satz 1.25 die Behauptung. O

b) Essei a > 0 und f : [1,00) = R; f(z) = S“;# Dann ist f uneigentlich
integrierbar. (Fiir v = 0 ist dies laut Beispiel 1.24 ¢) falsch.)

BEWEIS. Die schlichte Abschéatzung |f(z)| < = fihrt nur fir o > 1 zum Ziel,
siehe Beispiel 1.24. Wir miissen stattdessen den Vorzeichenwechsel durch den Sinus
ausnutzen. Dies geschieht indirekt durch eine partielle Integration. Die Stammfunk-
tion — cos von sin ist beschrankt (das beruht auf dem Vorzeichenwechsel), und wir

gewinnen die entscheidende Potenz, indem wir = ableiten. Wir berechnen somit

b

b b b
/ flz)dx = / r sinzdr = —/ (—a)z™* (= cosx)dz + 27 %(— cos x)‘l
1 1 1
b
= —a/ 2 ' coszdr +cos1 — b “cosb
1

fiir b > 1 mittels Satz 1.12. Der letzte Integrand ist im Betrag kleiner gleich der

a—1

(nach Beispiel 1.24) uneigentlich integrierbaren Funktion g(z) = z=*~! auf [1, 00).
Satz 1.25 sichert also fiir das letzten Integral die Existenz des Limes fiir b — oo.
Der letzte Term ist im Betrag durch 6=* beschrankt und strebt somit gegen 0. [

c¢) Die Funktion f : [1,00) = R; f(x) = % ist nicht uneigentlich integrierbar.
(Das zeigt klar die Bedeutung des Vorzeichenwechsels in Teil b).)

BEWEIS. Aus Satz 4.49 und (4.19) in Analysis 1 folgt, dass |sin| 7m-periodisch ist
und sint > 1/4/2 fiir t € [x/4,37/4] gilt. So ergibt sich die untere Schranke

1 11 1 3
) > {\/5:1: > V3 w(kt3) mk+g) <z <mk+7), kEN,

4
0, sonst,

fir z > 1. Da f > 0 ist, erhalten wir
k+2) 1 1 n 1

7r(n+)
/1 ;/H V2 m(k+3 ) 22\/_ (k+3 )>,€§1m

fiir n € N. Nach Beispiel 3.2 aus Analysis 1 wéchst die rechte Reihe fiir n — oo
gegen oo, woraus die Behauptung folgt. U

Man kann (uneigentliche) Integrale auch verwenden, um die Konvergenz von
Reihen nachzuweisen.

BEISPIEL 1.27. Essei « > 1 und s, = > 7 1 k7 flir n € N. Da k7 < 27 fiir
x € [k — 1, k] gilt, folgern wir aus Satz 1.6 und Beispiel 1.24 die Ungleichungen

1
a—1’

n k n 00
snzl—l—z kdz <1+ z % <1+ z % dxr =1+
— Jk—1 1 1

fir alle n € N mit n > 2. Also ist (s,), beschrédnkt, und somit existiert Y3, k¢
nach Satz 3.4 in Analysis 1. (Vergleiche Beispiel 3.13 in Analysis 1.) O
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Die wichtige Gammafunktion wird durch ein parameterabhéngiges uneigentliches
Integral definiert. Sie ist ein kontinuierliches Analogon der Fakultét.

BEISPIEL 1.28. Sei x > 0. Nach Beispiel 1.26 existiert
[(x) = / t* et dt.
0

Dabei gelten I'(x + 1) = 2I'(z) und I'(n + 1) = n! fiir alle z > 0 und n € Ny.
BEWEIS. Partielle Integration impliziert die Gleichungen

b b
Pz+1)= lim fre7tdt = lim <—/ a:t:”‘l(—e_t)dt+t$(_e_t)‘::a>

a—01,b—oc0 Jag a—01,b—oo

b
= lim (ZB/ t* e tdt + a%e ™ — b“’e_b>

a—01,b—oo

— aT(a),

wobei die Limiten a — 0% und b — oo getrennt betrachtet werden. Wie im Beweis
von Beispiel 1.26 a) sehen wir dabei, dass b®e™" fiir b — oo verschwindet. Wegen
['(1) = 1 laut Beispiel 1.24, folgt die zweite Behauptung dann per Induktion. [

1.4. Skalare Differentialgleichungen erster Ordnung

Wir diskutieren nun eine Anwendung der Integralrechnung auf einfache Diffe-
rentialgleichungen, mit denen etwa Wachstumsprozesse einer einzelnen Spezies
beschrieben werden. Die Interaktion mehrerer Spezies oder z.B. Schwingungsglei-
chungen (bei denen auch zweite Ableitungen auftreten) konnen mit dem folgenden
Ansatz nicht behandelt werden. Im letzten Kapitel diskutieren wir manche solcher
Probleme ein wenig und fithren in die dafiir nétige Theorie ein.

BEISPIEL 1.29. Es soll ein Anfangskapital ug > 0 zu einen Zinssatz a > 0
(fiir eine Zeiteinheit) fiir einen Zeitraum ¢ > 0 so angelegt werden, dass zu dem
Zeitpunkten kL fir jedes k € {1,...,n} und einem n € N die Zinsen fiir den
Zeitraum [(k —1)£ kL] dem Kapital hinzugefiigt werden. Es sei u;, das Kapital zur

Zeit kt/n. Dann gelten
Uy :u0+%tu0 = (1+%t)uo, U =U1+%tu1 = (1+%t)2u0>

Induktiv sieht man, dass das Kapital zur Zeit ¢ durch u, = (1 + %)"u, gegeben
ist. Gemaf} einer Ubung in Analysis 1 (siehe auch Beispiel 2.16 dort) konvergiert
die Folge (u,) fir n — oo gegen u(t) = e™ugy, was das Kapital zur Zeit ¢ bei
‘instantaner’ Verzinsung angibt.

Dabei ist ¢ — e'uq die einzige Losung in C'(Rsg) des ‘Anfangswertproblems’

u'(t) = au(t), t>0, u(0) = up. (1.5)

BEWEIS. Es ist nur die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu v € C*

(Rzo) eine
weitere Losung von (1.5). Sei t > 0. Setze w(s) = e*=*)%(s) fiir s € [0,

t|. Diese
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Funktion hat die Ableitung
w'(s) = e (—a)v(s) + 7%/ (5) = 0, s € 10,1,

da v'(s) = av(s) gilt. Nach Satz 5.22 aus Analysis 1 ist w konstant, sodass die
Behauptung v(t) = w(t) = w(0) = e"ug aus v(0) = ug folgt. O

Es sei u(t) die Groe einer Spezies zur Zeit ¢ > 0 mit Anfangsgrofie ug > 0 fiir

% gegeben. In
(1.5) ist dieser Bruch konstant gleich a, was fiir @ > 0 zu unbeschranktem und sehr
schnellem Wachstum fiihrt. Dies ist z.B. bei biologischen Modellen offenbar Unfug.

Verhulst hat 1837 das folgende Modell gedampften Wachstums vorgeschlagen.

t = 0. Dann ist die relative momentane Anderung von u(t) durch

BEISPIEL 1.30. Die Grofie u(t) besitze die relative momentane Anderung % =

)\(1 - Z(—;)) fir alle £ > 0 und gegebene Konstanten A, u,,ug > 0. Daraus erhalten
wir das Anfangswertproblem

t
(1) = A(l _ u<))u(t), £>0,  u(0)=up. (1.6)
Man beachte, dass fiir ug = 0 bzw. ug = us die konstanten Funktionen u = 0 bzw.
U = Uy das Problem (1.6) 1ésen. Sei nun ug > 0 mit uy # ts. Wir nehmen an,
dass es eine Losung u € C1([0,5]) von (1.6) gebe. Mittels Satz 4.15 in Analysis 1
finden wir dann so eine Zeit ¢; > 0, dass u(t) > 0 und u(t) # us fir alle t € [0, 4]
gelten. Aus (1.6) folgt dann fiir alle s € [0,¢;] die Identitat
u'(s) A
(oo —u(s))uls) oo

Wir integrieren nun tiber s € [0,¢] mit ¢ < ¢; und substituieren z = wu(s). Mit
Beispiel 1.17 erhalten wir dann die Gleichungen

A t ' (s) ut)  dp 1 iz )
t—:/ ds = — ——=—h—]
Uso  J0 (Uso — u(s))u(s) up T(T — Us)  Uso |T — Uso| lug
t
In 711( ) =AM +1In U ,
|u(t) — too] |to — Uoo
u(t) _ U oAt
u(t) = too|  |uo — U

Da u([0,¢]) ein Intervall ist, das u., nicht enthélt, sind entweder w(t) und u(0) = ug
beide grofler als u,, oder beide kleiner als ... Somit kénnen wir in der obigen
Formel die Betriage weglassen. Mittels einer Rechnung ergibt sich dann die Identitat
UoUeo

t) = .

u(?) g + (oo — tig)e™ N
Eine Probe zeigt, dass diese Funktion das Problem (1.6) fiir alle ¢ > 0 16st. Weiter
konvergiert u(t) — uq, fiir t — 0o exponentiell. O
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Ahnlich behandeln wir nun ein allgemeineres Problem. Es seien —0o < a < b <
+oo, f € C((a,b)), g € C(Rsp) und ug € (a,b) gegeben. Wir suchen eine Endzeit
t € (0,00] und eine Lisung u € C*([0,%)) mit u(t) € (a,b) fir ¢t € [0,7) und

u'(t) = g(t)f(u(t)), te€]0,1), u(0) = up. (1.7)
Zuerst bemerken wir, dass die konstante Funktion u = ug im Falle f(ug) = 0 das
Problem (1.7) l6st. (Es kann noch mehr Losungen geben, siche Beispiel 1.32¢).)
Sei also im Folgenden f(ug) # 0. Da f stetig ist, gilt f(x) # 0 fir z € (ug —
d,up+9) C (a,b) und ein § > 0. Sei I das groBte Interval in (a, b), das ug und keine
Nullstelle von f enthélt. Wir definieren nun

t
Hilor Hy) = -3 GiRy—R G = [ gts)as.
uo f(2) = 0

Da f(I) ein Intervall ist (siche Korollar 4.29 in Analysis 1), haben wir entweder
f(z) > 0 fir alle z € I oder f(z) < 0 fir alle x € I. Gemafl des Hauptsatzes
ist weiter H'(xz) = 1/f(x). Satz 5.22 in Analysis 1 impliziert also, dass H auf I
strikt wichst oder strikt fillt. Insbesondere existiert die Umkehrfunktion H~! :
J := H(I) — I. Hierbei ist J ein Intervall mit 0 = H(uo) € J, und 0 ist wegen
der strikten Monotonie kein Randpunkt von J. Da ferner G(0) = 0 und G stetig
ist, gibt es Zeiten ¢ > 0 mit G([0,¢]) C J. Damit gilt auch G([0,7)) C J fir das
Supremum ¢ € (0, oo] dieser ¢.

Das Vorgehen in Beispiel 1.30 heifit Trennung der Variablen. Der folgende Satz
beschreibt die Aussagen, die man damit gewinnen kann.

SATZ 1.31. Unter den obigen Voraussetzungen (insbesondere f(ug) # 0) und
Bezeichnungen lost u = H™ ' o G € C([0,%)) das Problem (1.7). Dabei gilt
u(t) d:c t _
Hu@)= [ 22 :/ g(s)ds = G(t), 0<t<L (1.8)
uo f(x) 0
Sei auch v € CY([0,t1)) ein Lisung von (1.7) fiir eine Zeit t; > 0. Setze t; =
min{ty,t}. Fir alle t € [0,1,) gilt dann f(v(t)) # 0 und u(t) = v(t). Also ist u die
einzige Losung von (1.7) auf [0,1).

BEWEIS. 1) Fiir u= H oG liefern Ketten- und Umkehrregel und der Hauptsatz

t
W) = (Y (GO)G0) = s = alt) f(u(o)
fir ¢ € [0,7). Weiter gilt u(0) = H~(0) = u.

2) Sei v wie in der Behauptung. Da f(v(0)) # 0 und f o v stetig ist, gibt
es eine Zeit ty € [0,t1) mit f(v(s)) # 0 fir alle s € [0,¢o] (also ist v(s) € I).
Sei 0 < s <t < ty. Wie in Beispiel 1.30 erhalten wir g(s) = v'(s)/f(v(s)) fiir
0 < s <t <t;. Mit Integration und der Substitution x = v(s) folgern wir

o) dz

= t s)as = t U/(S> S = —_— = [
Gty = [ ats)ds = [ oo ds= [ s = H(),
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wobei auch v(0) = ug eingeht. Wegen v(t) € I liegt G(t) in J, sodass ¢y < t und
v(t) = u(t) folgen. Mittels Supremum tiber solche ty ergibt sich die Behauptung. O

Wir besprechen noch das Verhalten der Lésung u im Falle £ < oo und (a,b) = R.
Dann konvergiert zumindest eine Folge (G(t,,)) fur t,, — ¢ gegen einen Randpunkt yq
von J oder gegen 400 (wenn J unbeschrénkt ist). Somit strebt u(t,) = H Y(G(t,))
gegen einen Randpunkt zy von [ oder gegen 4+oco bzw. Foo. Im letzten Fall
‘explodiert’ u in endlicher Zeit, siche Beispiel 1.32a). Im ersten Fall gilt f(zo) = 0.
Hier ist es moglich, dass u zwar als Losung fortgesetzt werden kann, aber dabei die
Eindeutigkeit verliert, siehe Beispiel 1.32c¢). Vergleiche auch Abschnitt 5.2.

Mit (1.8) haben wir eine (ntitzliche) implizite Gleichung fir die Losung gezeigt.
Fiir eine explizite Formel muss man die Integrale (vor allem H) berechnen und H
invertieren. Wir diskutieren einfache Beispiele, in denen das gelingt und die die
eben angedeuteten Phiénomene illustrieren.

—1 _
BEISPIEL 1.32. a) Sei ug > 0. Die Funktion u(t) = (L —t) mit0<t< L =7
ist die einzige Losung von

u'(t) = ut)?, t>0, u(0) = uo, (1.9)

auf [0,%). Hier gilt u(t) — oo fir t — ¢ .
BEWEIS. Wir berechnen zuerst mit der Methode der Trennung der Variablen
die Losungsformel, bevor wir Satz 1.31 selbst anwenden, um die Eindeutigkeit und
% =1 zu zeigen.
Hier gelten g(t) = 1 und f(x) = 22. Sei u € C'([0,1]) eine Losung mit u(t) > 0
fur t € [0,¢;]. Nach (1.8) gilt dann
ut) dx 1

t=G = [ - =

o X2 T

u(t) = <u10 - t)_l

fir 0 <t < t;. Man sieht nun direkt (mittels einer Probe), dass diese Funktion
(1.9) auf [0,1/uy) l6st.

Wegen ug > 0, ist I = R, in Satz 1.31. Weiter liefert die obige Rechnung
H:Rsy— R; H(y) = uio — i, woraus J = H(R;) = (—o0, leo) und somit 1710 =1

folgen. Satz 1.31 liefert nun die Behauptung.
b) Es sei a € C(Rsg) und uy € R. Dann ist u(t) = exp(fy a(s) ds)uqy die einzige
Losung auf R>( von
u'(t) = a(t)u(t), t>0, u(0) = up. (1.10)

BewEIs. Wir haben f(x) = z und ¢(t) = a(t). Sei z.B. vy > 0. Wieder ist
I =R, . Wir berechnen

w1 1

w  ug  u(t)’

v d
& =Iny — In uy,
x

HiRs— R Hy) = [

uo
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sodass sich H(R;) = R ergibt. Also ist £ = oo und Satz 1.31 liefert die eindeutige
Losung u auf R von (1.10) durch

t u(t) d
/ a(s)ds = / e u(t) — Inwy,
0 u

0 T

u(t) = exp (ln up + /Ota(s) ds) = exp </0t a(s) ds)uo.

Den Fall ug < 0 behandelt man wie ug > 0. (Man sieht auch direkt, dass die obige
Funktion auch hier eine Losung ist.) Fur ug = 0 16st v = 0 das Problem. Die
Eindeutigkeit zeigt man ahnlich wie in Beispiel 1.29. Siehe auch Beispiel 5.11. [J

c¢) Das Problem
u'(t) = /|u(t)], t>0, u(0) =0, (1.11)

hat die Losung v = 0. Wenn wir andererseits (1.8) fiir die Startzeit @ > 0 und
u > 0 anwenden, erhalten wir

t w(t) do

t— /a 1ds /u(a) NG 2/ | 2\/u(t) 2\/u(oz)

fir t > . Sei nun u(a) — 0 fiir @« — 0. Dann ergibt sich die Funktion u : R>y — R;
u(t) = 3t*. Ein Probe zeigt, dass auch diese Funktion auf R, das Problem (1.11)
16st. Ferner konnen wir oben u(«) = 0 setzen und die resultierende Funktion u,
mit 0 auf [0, o fortsetzen. Fiir jedes o > 0 liefert dies eine weitere Losung

)

u
u(a

0, 0<t<a,

Uy : Rog = R, uy(t) =
=0 ®) {i(t—a)z, t> a.

Also sind die Losungen nicht eindeutig bestimmt, wobei f(uy) = f(0) = 0 gilt.
Wir? betrachten nun (1.11) auf dem Zeitintervall [—1,00) mit Anfangswert
1

i(—1) = ;. Hier konnen wir die obigen Lésungen zu

—4t2, —-1<t<0,
) 0<t<a
(t—a)? t>a.

fo: [1,00) S R g (t) =

= O

fortsetzen, wobei o > 0 ist. Ferner 10st

2 1 <t<0
Uoo : [—1,00) = R; 1, (t) = 477 st<b
0, t>0.

das Problem auf [—1, 00). Somit verzweigt sich ¢ — —1t* bei @(0) = 0 in unendlich
viele Losungen. O

Dieser Teil wurde gegeniiber der Vorlesung etwas korrigiert.



KAPITEL 2

Konvergenz und Stetigkeit

Im ersten Kapitel verallgemeinern wir die Theorie der Grenzwerte und der
Stetigkeit, die wir in Analysis 1 in R und C beziiglich des Betrags entwickelt haben,
auf sogenannte normierte Vektorrdume und metrische Raume. Diese Strukturen
bilden die Grundlage fiir Konvergenzbetrachtungen in groffen Teilen der Mathematik.
Wir diskutieren in diesem Kontext auch eine Reihe von Begriffen und Resultaten,
die im ersten Semester nicht behandelt worden sind. Durchweg sei K € {R, C}.

2.1. Normierte Vektorraume und metrische Raume

Wir schreiben X fiir einen Vektorraum (X, +,-,0) iiber K und nehmen stets
X # {0} an. In der folgenden Definition kombinieren wir diese algebraische Struktur
mit einem Begriff, der es uns erlaubt Konvergenz in X zu erkldren. Dieses neue
Konzept der Norm besitzt gerade die wesentlichen Eigenschaften des Betrags, durch
die die folgende Grenzwertdefinition mit der linearen Struktur verbunden wird. Wir
definieren Folgen in Mengen M wie in K als Abbildungen der Form ¢ : N — M;
¢(n) = x,, und schreiben (x,),>1 = (z,) statt ¢.

DEFINITION 2.1. Sei X ein Vektorraum dber K. Fine Norm auf X ist eine
Abbildung N : X — R; N(x) = |||, die fir alle v,y € X und a € K den
Figenschaften

(N1) |z]| =0 <= =0 (Definitheit),
(N2) oz || = |af [|]] (Homogenitét),
(N3) lz +yll < [lz]| + [yl (Dreiecksungleichung)

gentigt. Dann heifit (X, ||-]|) normierter Vektorraum, wobei wir ||| statt N schreiben.
Eine Folge (x,)n>1 in X konvergiert (in X) gegen einen Grenzwert x € X, wenn

die Aussage
Ve>0 dN.eN Vn>N.: |a,—z||<c¢e (2.1)

gilt. Man schreibt dann = = lim, .z, oder xz, — x (n — o0). Ferner
verwendet man die Symbole X statt (X, ||-||), wenn die Norm durch den Kontext
eindeutig bestimmt ist; sowie |z||x statt ||x||, wenn dies nicht der Fall ist.

Da der Nullvektor 0 in X gleich 0 -0 ist (mit 0 € K), folgt aus (N2) schon
die Teilaussage [|0|| = 0]|0|| = 0 von (N1). Diese Tatsache wird in den folgenden
Beispielen verwendet.

23
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Man interpretiert ||z|| als ‘Lange’ des Vektors x und ||z — y|| als ‘Abstand’ von
x und y, vergleiche Beispiel 2.3. Man beachte, dass (z,) genau dann fiir n — oo
gegen z konvergiert, wenn die reelle Folge (||z,, — x||), gegen 0 strebt.

Wir zeigen zunéchst einige einfache Eigenschaften der Norm und der konvergenten
Folgen. Diese gleichen den entsprechenden Aussagen aus Analysis 1. Allerdings
besitzt X im allgemeinen keine Ordnungsstruktur wie R, und die Multiplikation
im Korper K muss durch die Skalarmultiplikation in X ersetzt werden.

SATZ 2.2. Seien X ein normierter Vektorraum, o, 3 € K, sowie x,,x,Yn,y € X
firn € N mit x,, — x und y, — y fiir n — oo. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Die Norm ist nichtnegativ; d.h., ||z|| > 0, und erfillt die umgekehrte Drei-
ecksungleichung ||lx — y|| > ‘ lz|| — ||yl ‘

b) Die Folge (x,,)n,>1 hat keinen weiteren Grenzwert.

¢) Die Folge (z,,)n>1 ist beschrankt; d.h., es gilt sup,cy ||zs| < 00.

d) Es konvergiert ax, + Py, — ax + fy  fir n — oo.

BeEWwEIs. Die Aussagen b) und c¢) werden in Satz 2.16 in einem allgemeineren
Rahmen gezeigt. Der zweite Teil von a) ergibt sich aus (N3) genauso wie beim
Betrag in R oder C. Weiter schlieflen wir aus (N1)—(N3) auf die Abschéatzung

0 =10l = [l + (=2)I| < [l«]| + [(=1)z|[ = 2]|

fiur jedes x € X, sodass auch der erste Teil von a) gilt. Wir beweisen ferner
Aussage d) mit den gleichen Argumenten wie in Satz 2.7 von Analysis 1. Sei dazu
e > 0. Nach (2.1) gibt es solche Indizes N, , und N., aus N, dass die Aussagen

Vn>N.,: |o,—zf <e und Vn>N,: |yn—vyl <e
erfillt sind. Es folgt dann mit (N3) und (N2) die Ungleichung
oz, + Byn — (x + By)|| < lla(zn — )| + 180y — )| < (o] +[5])e
fur alle n > N, := max{N.,, N.,}, und damit die Behauptung d). O
Wir diskutieren zunéchst die fiir uns zentralen endlichdimensionalen Beispiele.

BEISPIEL 2.3. a) (K, |-]) ist ein normierter Vektorraum. Dies folgt sofort aus den
Satzen 1.6 und 1.31 in Analysis 1. Wir versehen K stets mit dieser Norm, sofern
nicht anderes gesagt wird.

1
b)Sei X = K™ fireimm e N.Firz=| : | = (21 -+ 2,)7 € K" setzt man
:L‘m
m 1
— p\? —
||, = (; |2k ), falls 1 < p < o0, und z|, = pmax |k .

Man spricht dann von der p-Norm bzw. der Maximumsnorm. Wir schreiben auch
(x1,...,2m) € K™ In der geometrischen Interpretation von R™ fiir m € {2, 3} ist
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|z|» gerade die euklidische Lange. Auf R? entspricht |(z,)]> gerade dem Betrag
auf C. Fiir beliebige m dient der R™ auch zur Beschreibung von Systemen, deren
Zustinde man mit m Zahlen bestimmen kann. Ein Beispiel ist eine chemische
Reaktion mit m Spezies, bei der rdumliche Variationen, Temperatur usw. keine
Rolle spielen. Hier beinhaltet der Vektor v = (uq,...,u,;) € R™ die Stoffmengen
ug > 0 der m Spezies. Somit ist |u|; die gesamte Stoffmenge und |u| die maximale.

Seien nun p € [1,00|, @ € K und z,y € K. Zunéchst ist Bedingung (N1) erfillt,
da offenbar aus |z|, = 0 schon = = 0 folgt. Ferner gelten die Gleichungen

m 1
jaaly = (S lal o )" = laljal, i p < ox,
k=1

sl = s falloa] = ol b,
sodass | - |, auch die Eigenschaft (N2) besitzt. Da |zy + yi| < || + |y| fiir jedes
ke {1,...,m} ist, erhalten wir ferner (N3) fir p € {1, 00}. Somit sind | - |; und
| + |oo Normen auf K™. Die verbleibenden Fille werden unten diskutiert. O

Sei p € [1, 00]. Wir setzen

p = Ll € (1,00) fir 1 <p < oo, sowie 1':=o00 und oo’ :=1.

Dabei heif3it p' zu p konjugierter Exzponent. Es sei ferner é = 0. Ein wenig Bruch-

rechnung zeigt dann die wichtigen Aussagen
1 1 /! / / /
LTy =l PEm P2 p=% psg = d<p (2.2)

fir alle 1 < p,q < oco. Im néchsten Satz beweisen wir im einfachsten Fall zwei

Ungleichungen, die von grundlegender Bedeutung fiir die Analysis sind.

SATZ 2.4. Seien p € [1,00| und x,y € K™. Dann ist (K™, |- |,) ein normierter
Vektorraum, und es gelten die Ungleichungen

a) > aryk| < |zry] < |95|p |y’p/ (Holder),
k=1 k=1

b) |z +yl, < lz|, +1yl, (Minkowski).

BEwEIS. Im Hinblick auf Beispiel 2.3 bleibt nur noch Behauptung a), sowie
b) fiir p € (1,00) zu zeigen. Die erste behauptete Abschitzung in a) folgt direkt
aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag. Auflerdem ergibt sich die Hoéldersche
Ungleichung fiir p € {1,000} leicht aus den Definitionen. Seien also p und p’ =
p/(p—1) aus (1, 00), sowie z und y aus K™\ {0}. (Wenn einer der Vektoren gleich
0 ist, dann gelten offenbar a) und b).)
a) Fur Zahlen a,b > 0 haben wir in Beispiel 5.27 von Analysis 1 die Youngsche
Ungleichung
a? W
ab < —+ —
p p
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bewiesen. Wir setzen hier a = |zg|/|x|, und b = |y|/|y|y fur & € {1,...,m} ein
und erhalten die Abschétzungen
B2 wxl” Jyel”
[zl |yl Tl p !y|p 7
|[zkyx| < |2k + |yk‘p =1,
B & S 2

was die Holdersche Ungleichung nach sich zieht.
b) Mittels der Dreiecksungleichung fiir den Betrag und Teil a) berechnen wir

o4yl =3 loe + el lon +welP <D0 ol loe + w4 D Jynl lox + w7
k=1 k=1 k=1
p—1

m m p=1
—1)-P_ —1)-P_
< ol (X b+ el 0T Tyl (X fo V)
k=1 k=1

= (lzlp + lylp) Iz + gl
Wenn x + y # 0 ist, folgt die Minkowski-Ungleichung per Division; andernfalls gilt
sie trivialerweise. O

Der folgende Begriff erlaubt es (z.B. in der linearen Algebra) Winkel zu erkléren.
BEMERKUNG 2.5. Sei p = 2 (und somit p’ = 2). Man definiert das Skalarprodukt

(zly) = Z TkYk

fir z,y € K™. Es induziert die euklzdzsche Norm | - |2 geméB der Gleichung

m

(ala) =D |zal” = a5

k=1
In diesem Fall nennt man die Holdersche Ungleichung

(@l < D lowye] < Jaly lyl, -
k=1

auch Cauchy-Schwarz-Ungleichung. O

In Beispiel 2.3 haben wir auf dem K™ eine unendliche Familie von Normen
eingefiihrt. Die nachsten Konzepte ermoglichen es, solche Normen zu vergleichen.

DEFINITION 2.6. Sei X ein normierter Vektorraum, sowie ||-|| und |||-|| Normen
auf X. Die Norm ||-|| heifst feiner oder starker als ||| (und ||-|| grober als |||-||),
wenn es so eine Konstante C > 0 gibt, dass ||z|| < C'|||z||| fir alle x € X gilt. Die
beiden Normen heiflen dquivalent, wenn es solche Konstanten c¢,C > 0 gibt, dass

cllzlll < flell < ¢l
fir alle x € X erfullt ist. Man schreibt dann ||-|| ~ |||-|||-
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In (X I

) d
Bx(z,7) = B(z,r) ={y € X|[lz =yl <r}  (offene Kugel),
Bx(z,r) = B(z,r) ={ye X |||z —y|| <r} (abgeschlossene Kugel),
Sx(@,r) = S(@,r) = {y € X| |z —yl =r}  (Sphdre)
Im Hinblick auf (2.1) beachte man die Aquivalenz

definiert man fiir x € X und r > 0 die Mengen

|z —yl|<e <= ye€ B(x,e). (2:3)

In R? ist die Einheitskugel B(0, 1) fiir |- | die Kreisscheibe der Elementargeometrie,
fur | - |; die Raute mit Ecken (£1 0)T und (0 4 1)T und fiir | - | das Quadrat mit
den Ecken (£1 1)T und (£1 —1)7. Fur den Betrag in R gilt B(z,r) = (x —r,x + 7).

Wir zeigen nun, dass dquivalente Normen die gleichen Grenzwertaussagen nach
sich ziehen. Dabei ist B j(z,r) die Kugel beziiglich der Norm ||-|.

SATZ 2.7. Seien ||-|| und ||-|| Normen auf einem normierten Vektorraum X.
Dann sind die folgenden Aussagen gleichwertiq.
a) Die Normen ||-|| und ||-|| sind dquivalent.

b) Es gibt solche Konstanten C,c > 0, dass fir alle x € X und r > 0 die
Inklusionen Bm m( ) - B” H(l‘ 7“) - Bm m( ) gelten.
c¢) Fir alle x € X und Folgen (x,) in X konvergiert T, — x genau dann fir ||-||

fir n — oo, wenn x,, — x fiur |||-|| konvergiert.
d) X hat beziiglich der Normen ||-|| und |||-|| die gleichen Nullfolgen.

BEWEIS. Es gelte Aussage a) mit den Konstanten C' und ¢ aus Definition 2.6.
Seien x € X, r > 0 und y € By (z,r). Aus a) folgt dann die Ungleichung
lz —yll < e o —yl| < r/e, sodass y in Byy(z, =) liegt. Also gilt die zweite
Inklusion in b). Die erste zeigt man analog.

Die Implikation von b) nach c) folgt aus der Definition (2.1) und der Aquivalenz
(2.3); die von ¢) nach d) ist klar.

Wir zeigen die verbleibende Implikation von d) nach a), indem wir aus —a) auf
die Aussage —d) schlieBen. Wenn a) falsch ist, dann gibt es fur jedes n € N einen
Vektor x,, € X, fur den ||z,|| > n||z,| oder ||z,| > n||x,|| gilt. Es sei etwa der
erste Fall fiir eine Teilfolge (z,,;); erfiillt. (Die andere Alternative behandelt man

entsprechend.) Wir setzen y,,, = |2y, |||_1xnj fiur j € N. Damit gelten die Gleichung
|y, Il = 1 fiir jedes j € N und die Konvergenz

[, o a2
[y, | = 37— < —=——0
llzn, I Mza - my
fir j — oco. Damit ist auch die Aussage d) falsch. O

Wie zeigen nun die Aquivalenz der p-Normen auf K™ mit expliziten, z.T. von m
abhéngigen Konstanten. Die erste Ungleichung wird im Falle 1 = (1,...,1) € K™

zur Gleichung, da 1], = m%, und die zweite fir z = e; = (1,0,...,0) € K™
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SATZ 2.8. Seien 1 < p < q < oo und x € K™. Dann gelten die Ungleichungen

al, <miTilal,  und o, <al,.

BEWEIS. Fiir p = ¢ sind die Behauptungen klar. Es seien also 1 < p < ¢ < 0.
1) Wir beginnen mit der ersten Ungleichung. Da |zx| < |z] ist, folgt zunéchst
2|, < mY/?|z|., aus der Definition der p-Norm. Sei nun ¢ < oo. Mit den Exponenten

q/p € (1,00) und
<Q>’: b4
p -1 q-p

impliziert die Holdersche Ungleichung die Abschéatzung

m U q o U 9 B b
P q q q _b
ol = Y Ul < (Y175 ) T (S lanl )" =l
k=1 k=1

k=1
was die erste Behauptung nach sich zieht.
2) Die zweite Aussage ist klar, wenn z = 0 ist. Die Definition der p-Norm liefert
sie flir ¢ = 00. Seien nun x # 0 und ¢ < oco. Wir setzen y = |$|;1 x. Daraus ergibt
sich zuerst |yx| < |yl, = ||, " [z, = 1 und damit die Ungleichung

|z S q . = » ’ 2
Tzl =yl = Z Y| < Z |Yx| =lylp = 1.
k=1 k=1

|z

Diese zeigt die gewiinschte Relation |z|, < [z|,. d

In R? erhalten wir etwa B\, (0,1) C B,(0,1) € B},_(0,1) C B},(0,2), wobei
wir diese Kugeln oben beschrieben haben.

Gemaf des néchsten Satzes sind die Grenzwerte in K™ beziiglich einer p-Norm
gerade durch die komponentenweise Konvergenz gegeben.

SATzZ 2.9. Seien 1 < p < 00, v, = (Tp1,-- -, Tom) € K™ fir n € N und
v=(x1,...,2m) € K™ Dann gilt fiir n — oo die Aquivalenz

v, = v beziiglich | -|, <= x,; = x; nK firjedesj e {l,...,m}.

BeEwEIs. Die Implikation ‘=" folgt aus der Konvergenzdefinition und der Un-
gleichung |v,, —v|, > |z,; — ;| fiir allen € Nund j € {1,...,m}. Es gelte nun die
komponentenweise Konvergenz. Sei ¢ > 0. Fiir jedes j € {1,...,m} existiert dann
so ein Index N.; € N, dass fiir alle n > N, ; die Ungleichung |z,; — z;| < ¢ gilt.
Fiir jedes n > N, := max{N.1,..., N.,,} erhalten wir dann die Abschitzung

m
Uy, — U|p <|vn — U|1 = Z |xnj - mj| < me,
j=1

wobel wir auch Satz 2.8 verwendet haben. |
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Zum Beispiel konvergieren die Vektoren v,, = (e!/" 2n/(1+n)) in (R2,|-|,) gegen
(1,2) fiir n — oo, wihrend die Folge ((e¥/",n)), divergiert. Wir behandeln nun
(unendlichdimensionale) Funktionenrédume, die wir schon aus Analysis 1 kennen.
Eine Variante des ersten Beispieles wird im letzten Kapitel eine wichtige Rolle
spielen. Funktionenrdume werden vertieft in spateren Vorlesungen untersucht.

BEISPIEL 2.10. a) Sei E = C([a, b)) fir a < b. Wir wissen aus Analysis 1, dass F
ein Vektorraum ist. Er ist unendlichdimensional, da die Polynome p,, : [a,b] — R;
pn(s) = s, in E liegen und linear unabhéngig sind. Fir f € E setzt man

Ifllo = sup |f(s)] = max [[(s)]  (Supremumsnorm),

s€la,b] s€la
b
£ = [ 1f)l s (1-Norm).

Um diese Ausdriicke zu interpretieren, sei f(s) > 0 fur alle s € [a,b] und f(s)
sei die Konzentration eines Stoffes an der Stelle s. Dann ist || f||« die maximale
Konzentration und || f||; die Gesamtmenge des Stoffes. Fiir zwei Funktionen f und
g in Eist ||f — g|lco der maximale Abstand zwischen f(s) und g(s). AuBlerdem
strebt || fn — flleo genau dann fir n — oo gegen 0, wenn f, gegen f gleichméafig
konvergiert. Hingegen ist ||f — g||; die Flache zwischen den Graphen von f und g.
Im Falle von || f, — f]|1 — 0 spricht man von der Konvergenz im Mittel.

Wir behaupten, dass [|-||., und ||-||; Normen auf E sind, dass |||, feiner als [-||;
ist und dass diese Normen nicht dquivalent sind.

BEWEIS. Seien f,g € F und a € K. Offenbar folgt aus || f||cc = 0 schon f = 0.
Die entsprechende Aussage fiir die 1-Norm wurde in einer Ubung gezeigt. Weiter
gilt jeweils (N2) wegen

lecflloc = sup laf|f(s)] = laf |/l

s€la,b]
b
ey :/a laf [f(s)[ds = |e || f]1 -

wobei wir Satz 2.31 in Analysis 1, bzw. die Linearitiat des Integrals benutzt haben.
Wir verwenden weiter die Dreiecksungleichung in K, Bemerkung 1.15f) in Analysis 1
und Satz 1.6, um (N3) mittels

1f + gl = sup [f(s) +g(s)| < sup (|f(s)[+[g(s)]) < [ flloc + llglloe

s€la,b] s€la,b]
b ' bb
1F gl = [ 1£) +g)lds < [ ()] + g dt = £+ gl

zu zeigen. Satz 1.6 liefert ferner die Abschétzung

171 = [ 1F(s)lds < (b~ ) 17
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der Normen. Die Aquivalenz der Normen gilt nicht. Dazu betrachten wir die
Funktion f, : [a,b] = R; f,.(s) = (b—a) (s —a)", die den Gleichungen || f,||oc = 1

und ||fulli = (b—a)/(n + 1) fir jedes n € N gentigt. O
b) Sei E = PC([a,b)). Fiir f € E setze || f||, = [’ |f(t)| dt. Dies ist keine Norm,
da etwa ||Ig|li = 0, aber 14 # 0 ist. O

In Analysis 1 beruhten z.B. viele Konvergenzkriterien fiir Reihen oder die Kon-
struktion des Integrals auf der Tatsache, dass in K jede Cauchyfolge einen Grenzwert
besitzt. Ganz entsprechend kann man nur in normierten Vektorrdumen mit dieser
Eigenschaft erfolgreich Analysis betreiben.

DEFINITION 2.11. Sei (X, ||-||) ein normierter Vektorraum. FEine Folge (x,)n>1
in X ist eine Cauchyfolge, wenn die Aussage

Ve>0 dAN.eN Vnm>N.: |z,—zn] <e (2.4)
gilt. Wenn jede Cauchyfolge in (X, ||-]|) einen Grenzwert besitzt, dann heiffen (X, ||-]|)
und ||-|| vollstandig und (X, ||||) ein Banachraum.

Wir notieren einige einfache Eigenschaften dieser Begriffe.

BEMERKUNG 2.12. Sei X ein normierter Vektorraum. Dann gelten die folgenden
Aussagen.
a) Nach Theorem 2.27 in Analysis 1 ist (K, |- |) ein Banachraum.

b) Wenn zwei Normen auf X &quivalent sind und eine der beiden Normen
vollstandig ist, dann ist es auch die andere. Diese Tatsache beweist man wie
Satz 2.7.

c) Wie in Satz 2.2 zeigt man, dass eine Cauchyfolge in X beschrénkt ist und
dass mit (x,) und (y,) auch (az, + By,) eine Cauchyfolge in X ist, wobei o und /3
in K liegen.

d) Die Definitionen implizieren, dass eine in X konvergente Folge eine Cauchyfolge
in X ist. (Vergleiche Theorem 2.27 in Analysis 1 oder Satz 2.16 unten.) O

Wir behandeln nun die beiden fiir uns wichtigsten Beispiele.

SaTz 2.13. a) (K™, |- |,) ist fir jedes p € [1,00] ein Banachraum.
b) (C(la,b]),||-]|.) ist ein Banachraum, (C([a,b]),||||;) ist kein Banachraum.

BEWwEIS. Nach Satz 2.4 bzw. Beispiel 2.10 liegen in a) und b) normierte Vek-
torrdume vor, sodass wir nur ihre Vollstdndigkeit zu diskutieren haben.

a) Sei (Vn)n = ((Tp1, - - -, Tnm))n eine Cauchyfolge in (K™, |- |,). Die Ungleichung
v, — Uglp > |Tn; — xk;| impliziert, dass (z,;), fur jedes j € {1,...,m} eine
Cauchyfolge in K ist. Diese hat gemafl Bemerkung 2.12 eine Grenzwert z; in K.
Aus Satz 2.9 schliefen wir dann die Konvergenz von (v,,), gegen v = (21, ..., %)
in (K™, |-|,), sodass dieser Raum vollstandig ist.

b) Sei (fn)n eine Cauchyfolge in (C'([a, b)), |[-||c)- Da [[fo=fmlloo = |fn(s) = fin(s)]
fir alle s € [a,b] und n,m € N gilt, ist (f,(s)), fir jedes s € [a, b] eine Cauchyfolge
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in K. Diese besitzt einen Grenzwert f(s) in K. Sei weiter € > 0 und N, € N der
Index aus (2.4) fur (f,). Aus der Aussage (2.4) folgt dann fir alle s € [a,b] und
n > N, die Ungleichung

Fals) = F(s) = Tim_ [fu(s) — fuls)| < <.

Also konvergiert (f,) gleichméfig gegen f. Theorem 4.41 aus Analysis 1 besagt
nun, dass f stetig ist. Somit streben die Funktionen f, in (C([a, b)), ||-||..) gegen f,
was den ersten Teil von b) zeigt.

Fir n € N mit n > 2/(b — a) definieren wir die stetigen Funktionen

1, a<s< el
fa(s) = —ns+ 14 nstt oo g<otby 1
0, oy lcs<h

Da diese Funktionen Werte im Intervall [0, 1] annehmen, gilt die Ungleichung
a+b +i

b Tt 1
1o = frlli = / | fu(8) = fm(s)|ds = [Fas) = fn(s)]ds < —

2
far alle n > m > 2/(b — a). Also ist (f,) eine Cauchyfolge in (C([a, b)), ||-||;). Wir
nehmen an, dass diese Folge einen Grenzwert f in diesem Raum besédfle. Daraus
folgt zundchst die Konvergenz

a+b a+b

0< [T —tlds= [

a a

a+b
2

b
1£(5) = fuls)|ds < / £(s) = fuls)|dt —s 0

fiir n — oo, und somit

a

[ s -1as—o,

Nach einer Ubung ist die stetige Funktion f auf [a, (a + b)/2] gleich 1. Analog sieht
man aber auch die Gleichung f = 0 auf [0 + (a +b)/2,b] fiir jedes § € (0, (b—a)/2)
ein. Dieser Widerspruch impliziert die letzte Behauptung. O

Die Norm des Banachraums (K™, | - |) ist nach Bemerkung 2.5 durch ein Skalar-
produkt gegeben. Solche Banachraume heiflen Hilbertraume.

Im einem normierten Vektorraum werden Konvergenzbetrachtungen mit der
algebraischen Struktur verbunden. Diese enge Verbindung ist aber fiir eine Theorie
der Grenzwerte und Stetigkeit unnotig, und schon die Untersuchung von Limiten auf
Teilmengen eines normierten Vektorraum verlafit den Rahmen der linearen Struktur.
Die Konvergenzdefinition (2.1) bendtigt jedoch statt der Norm der Vektoren nur
ihren Abstand. Mit wenigen Eigenschaften fiihren wir nun einen Abstandsbegriff
ein, der eine weitreichende Theorie ermoglicht.

DEFINITION 2.14. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Abbildung d : M x M — R
heifst Metrik, wenn die Aussagen

(M1) d(z,y) =0 <= z=y (Definitheit),
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(M2)  d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie),
(M3)  d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2) (Dreiecksungleichung)
fir alle x,y,z € M gelten. Man nennt (M,d) (oder M) einen metrischen Raum.
FEine Folge (x,,) in M konvergiert in (M,d) gegen einen Grenzwert x € M, falls
Ve>0 dN.eN Vn>N.: d(z,,z)<ce (2.5)

erfullt ist. Man schreibt dann x = lim,_ o x, oder z, — x (n — o). Eine
Folge (x,,) in M heifst Cauchyfolge, falls sie der Bedingung
Ve>0 dN.eN Vnm>N.: d(zp,x,) <c¢ (2.6)

gentigt. Ein metrischer Raum ist vollstandig, wenn in ihm jede Cauchyfolge kon-
vergiert.

In einem metrischen Raum M gilt d(x,y) > 0 fur alle z,y € M, da die Eigen-
schaften (M1)—(M3) die Ungleichung

0=d(x,z) <d(z,y) +d(y,z) = 2d(x,y) (2.7)

implizieren. Ferner konvergiert eine Folge (z,,) in M genau dann gegen ein x, wenn
(d(xy, x)), eine reelle Nullfolge ist. Fiir € M und r > 0 schreiben wir wieder

By(z,r) = B(x,r) ={y e M |d(y,z) <r} (offene Kugel),
By(z,7) = B(x,r) ={y € M|d(y,x) <r} (abgeschlossene Kugel),
Sy(x,r)=8S(x,r)={y e M|d(y,z) =r} (Sphdre).

Wir diskutieren einige typische Beispiele fiir diese Begriffe. Nur das erste wird
uns in dieser Vorlesung weiter beschéftigen. Eine Beschrankung auf diese Situation
wiirde aber die folgende Darstellung nicht vereinfachen. Das letzte Beispiel ist
ein Prototyp fiir ein Klasse von metrischen Rdumen, die in fortgeschritteneren
Analysisvorlesungen eine Rolle spielt.

BEISPIEL 2.15. a) Sei (X, ||]|) ein normierter Vektorraum und ) # M C X.
Dann definiert d(z,y) = ||z — y|| fir z,y € M eine Metrik auf M. Es gilt ferner

By(z,r)={y e M|d(y,z) = |ly — x| <r} = Bx(z,r)N M.
BEWEIS. Seien z,y,z € X. Dann implizieren (N1), (N2) bzw. (N3) die Aussagen
O=d(@y)=lz-y| <= 2-y=0 = z=y,
d(z,y) = [z —yll = [(=D(y — 2)[ = lly — 2|l = d(y, ),
d(@,2) =llz —y+y— 2| < [lv —yll + |y — 2l| = d(z,y) + d(y, 2).
Die letzte Behauptung ist klar. U
b) Sei M # (). Dann ist die diskrete Metrik auf M durch

d(z,y) = {

0, ==y,
L, xz#y,
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gegeben. In der Tat, gelten (M1) und (M2) per Definition. Die Eigenschaft (M3)
ist klar, wenn « = z und somit d(z, z) = 0 ist. Fur  # 2z haben wir d(z, z) = 1,
sowie z # y oder y # z, sodass auch hier (M3) erfiillt ist. In diesem Raum gibt es
nur die trivialen abgeschlossenen Kugeln B(x,r) = {x} fir r < 1 und B(z,r) = M
fir r > 1. Also konvergieren nur Folgen, die ab einem Index konstant sind. Ahnlich
folgt die Vollstandigkeit dieser Metrik.

¢) Sei M die Einheitssphére in R?. Die Linge des kleineren Grofikreises durch x
und y liefert eine vollsténdige Metrik in M. Diese Aussage wird hier nicht bewiesen.
Solche Beispiele werden in der Differentialgeometrie diskutiert.

d) Seien (M, d;) und (Ms, dy) metrische Rdume. Wir setzen

d((2,y), (u,v)) = di(z,u) + da(y,v)

fir (z,y), (u,v) € My x Ms. Aus den den Eigenschaften (M1)—(M3) und (2.7) fir
d; und ds folgt leicht, dass das obige d eine Metrik auf M; x M, ist. Eine Folge
((n, yn)) konvergiert genau dann beziiglich d gegen (x,y) in M; x My, wenn (z,,)
in M; gegen x und (y,) in M, gegen y streben. (Dies zeigt man wie Satz 2.9.)

e) Sei M = {z = (z;) : N - K} die Menge aller Folgen. Dann definiert

o0

Sz — il
dlz,y)=>» 27/ ——>—
(@) ; 1+ |z; — yj
fir z,y € M eine vollstdndige Metrik auf M. Eine Folge (v,,), = ((2n;);)n konver-
giert genau dann in M gegen v = (xj)j, wenn jede Komponentenfolge (x,;), fur
n — oo in K gegen x; konvergiert.

BEWEIS. Man beachte, dass die Abbildung ¢ : Rsog — R; ¢(t) = t/(1 + t),
strikt wichst (da ¢'(t) = (1 +¢)72 > 0 ist), sowie das Bild [0,1) und die einzige
Nullstelle 0 besitzt. Zunachst konvergiert deswegen die Reihe in der Behauptung.
Seien z,y,z € M.

1) Es gilt genau dann d(z,y) = 0, wenn jeder Summand in der Summe verschwin-
det, was zur Gleichheit von = und y dquivalent ist. Somit ist (M1) erfillt, wéhrend
(M2) direkt aus der Definition folgt. Da ¢ wéchst, liefert die >Dreiecksungleichung
in K die Abschéitzung

o-i |5 =Y +y; — 2l
T 4T -yt — ol

M

d(z, 2)

<.
Il

o-i 1T =yl + |y; — 2]
] 1+|$j—yj|+|yj—2j|

IN
M8

<.
I

o o ’-75] - Iy] ZJ‘
S 2 J + J

jz_:l 1+|$] ; Z L+ |y; — 2]
=d(z,y) +d(y, )

Also ist d eine Metrik auf M.
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2a) Die Folge (vy,)n = ((@n;);)n konvergiere in M gegen v = (z;);. Sei j € N fest
gewéahlt. Seien € > 0 gegeben und N, der zugehorige Index aus (2.5). Fir allen > N,
erhalten wir die Ungleichung & > d(v,,,v) > 277 ¢(|zn; — x4|) sodass (¢(|2n; — ;]))n
eine Nullfolge ist. Da ¢ strikt wéchst, existiert die stetige Umkehrfunktion =1
Also streben auch die Differenzen |z,,; — ;| = ¢ (¢(|2n; — x;])) fiir n — oo gegen
0; d.h., (z;), hat in K den Grenzwert x;.

2b) Nun strebe fiir jedes j € N die Komponentenfolge (z,;), fiir n — co gegen
xj. Sei € > 0. Dann gibt es eine nattirliche Zahl J. mit

Y 27 <e,
J:JE+1
da die geometrische Reihe konvergiert. Fir jedes j € {1,..., J.} finden wir ferner
so einen Index N, ; € N, dass fiir alle n > N, ; die Ungleichung |z,; — z;| < ¢ gilt.
Fir alle n > N, := max{N.1,..., N .} erhalten wir nun die Abschitzung

Je 00
d(vy,v) = Z2‘j—|x"j — ol + > 2‘j—|$”j — 7

Lt fony — 25l ;5700 1+ |2 —

7=1

Je ) oo )
<> 27 g — x|+ Y 27

j=1 Jj=Je+1

o
<ed 277 +e< 2.
j=1

Also strebt (v,,), in (M,d) gegen v.

3) Sei (vn)n = ((zn;);)n eine Cauchyfolge in M. Wie in Teil 2a) sieht man, dass
dann auch (x,;), fiir jedes j € N eine Cauchyfolge in K ist. Somit hat sie einen
Grenzwert z; in K. Wir setzen v = (z;); € M. Nach Schritt 2b) konvergiert (v,,),,
gegen v bzgl. d. O

Wir zeigen nun einige einfache Eigenschaften konvergenter Folgen in metri-
schen Rdumen. Man beachte, dass die Beweise denen der entsprechenden Satze in
Analysis 1 sehr dhneln und dass gegentiber Satz 2.2 die Linearitdt wegfallt.

SATZ 2.16. Seien (M,d) ein metrischer Raum und (x,) eine Folge in M. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

a) Die Folge (x,) hat hichstens einen Grenzwert in (M, d).

b) Wenn (x,) konvergiert, dann ist sie eine Cauchyfolge.

c¢) Cauchyfolgen (x,,) sind beschrankt; d.h., es gibt so ein Element x € M und
einen Radius R > 0, dass alle z,, in B(z, R) liegen.

BeEweis. a) Es konvergiere (z,) gegen z und y in M. Sei ¢ > 0. Dann gibt
es solche Indizes N., und N,, in N, dass fir alle n > N.,, bazw. n > N, ,,
die Ungleichungen d(z,,z) < ¢, bzw. d(z,,y) < ¢, gelten. Fir den Index n :=
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max{N;;, N, } erhalten wir dann die Abschétzung
d(z,y) < d(z,z,) + d(z,,y) < 2e.

Da e > 0 beliebig ist, folgt die Gleichung d(z,y) = 0 und somit = = y geméaf (M1).
b) Es gelte z, — x. Seien ¢ > 0 und N, € N wie in (2.5). Fir alle Indizes
n,m > N. folgern wir dann

d(n, Tm) < d(xy, ) + d(z, 2,,) < 265

d.h., (x,) ist eine Cauchyfolge.

c) Sei (z,) eine Cauchyfolge. Wir haben den Index N := N; aus (2.6) fur
¢ = 1. Also gilt die Ungleichung d(x,,zy) < 1 fir alle n > N. Wir setzen R =
max{l,d(xy,zy),...,d(xn_1,2N)}. So ergibt sich die Ungleichung d(z,,zy) < R
fir alle n € N. t

2.2. Topologische Grundbegriffe

Wir diskutieren nun eine Reihe von Begriffen, die wesentliche Eigenschaften
von Teilmengen metrischer Rdume im Kontext von Konvergenzbetrachtungen
beschreiben und die iiberall in der Analysis verwendet werden.

DEFINITION 2.17. Sei M ein metrischer Raum.

a) Eine Teilmenge O C M heifst offen (in M), wenn es fir jeden Punkt x € O
so einen Radius r = r(z) > 0 gibt, dass B(z,r) in O enthalten ist.

b) Sei x € M. FEine Teilmenge U C M heiffit Umgebung (in M) von x, wenn es
so ein r > 0 gibt, dass B(x,r) C U yilt.

c¢) Eine Teilmenge A C M heifst abgeschlossen (in M), wenn ihr Komplement
M\ A in M offen ist.

Man beachte, dass fiir offene O C M das Komplement M \ O abgeschlossen ist,
da O =M\ (M \ O) gilt. Die obige Definition besagt, dass eine geniigend kleine
Storung eines Elementes einer offenen Menge noch in ihr liegt. Ferner impliziert
sie, dass eine offene Menge O eine Umgebung jedes Punktes x € O ist.

Wir charakterisieren im nachsten Satz abgeschlossene und offene Mengen mit-
tels konvergenter Folgen: Punkte in offenen Mengen kann man von auflen nicht
approximieren. Abgeschlossene Mengen sind diejenigen, aus denen kein Grenzwert
herausfithrt. (Dies war gerade die Definition der Abgeschlossenheit in Analysis 1.)

SaTz 2.18. Seien M ein metrischer Raum und A,O C M. Dann gelten die
folgenden Aquivalenzen.

a) Die Menge A ist genau dann abgeschlossen in M, wenn fir alle Folgen (x,,)
in A mit einem Grenzwert x in M stets x in A liegt.

b) Die Menge O ist genau dann offen in M, wenn es fir kein x € O eine Folge
(yn) in M\ O gibt, die gegen x konvergiert.

BEWEIS. b) Sei O offen. Wihle einen Punkt x € O. Nach Definition 2.17 gibt
es einen Radius r > 0 mit B(x,r) C O. Sei nun (z,) eine Folge, die in M gegen z
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konvergiert. Dann liegen alle Folgenglieder ab einem Index in B(z,r) und somit in
0. Also gilt die Folgenbedingung in b).

Sei nun O nicht offen. Durch Verneinung liefert Definition 2.17 dann einen Punkt
xo € O und Punkte y,, € B(zo,1/n) N (M \ O) fir jedes n € N. Also streben die
Elemente y,, gegen xy und die Folgenbedingung in b) ist verletzt. Damit haben wir
Aussage b) gezeigt.

a) Die Menge A ist definitionsgemafl genau dann abgeschlossen, wenn M \ A offen
ist. Nach Teil b) ist dies gleichbedeutend dazu, dass es keinen Punkt y € M \ A
gibt, der Grenzwert einer Folge (z,) in M \ (M \ A) = A ist. Dies ist gerade die
Folgenbedingung in Behauptung a). U

Wir diskutieren diese Begriffe mit einigen grundlegenden Beispielen, bei denen
wir die obigen Eigenschaften direkt nachrechnen. Wir lernen spéter in Satz 2.32 eine
elegantere Methode zum Nachweis der Offenheit oder Abgeschlossenheit kennen.

BEISPIEL 2.19. Seien M ein metrischer Raum, zqg € M und r > 0. Dann gelten
die folgenden Aussagen.

a) B(xo,r) ist offen.

BEWEIS. Sei x € B(xg,r). Setze r(z) =r — d(z,z9) > 0. Sei nun y € B(x,r(z)).
Dann liefert die Dreiecksungleichung die Abschétzung

d(l’o, y) < d(x0,$) + d(x>y) < d(l’o, 'CI;) +r— d(il?, :CO) =T
Also liegt y in B(z,7) und somit ist B(x,r(x)) in B(xzo,r) enthalten. O

b) B(zo,r) ist abgeschlossen und eine Umgebung von jedem x € B(xg,r).

BEWEIS. Gegeben seien Punkte z,, in B(zg,r) mit z, — x in M fiir n — oo.
Sei € > 0. Dann gibt es einen Index N € N mit d(zy,z) < . Wir folgern aus der
Dreiecksungleichung die Abschitzung

d(z,z0) < d(z,zn) + d(zN,20) < €+

Da hier £ > 0 beliebig ist, gilt d(x, z) < r und der Grenzwert x liegt in B(x, 7).
Satz 2.18 zeigt nun die erste Behauptung. Die zweite folgt aus der Offenheit von
B(z,r(z)) C B(xg,r) fur x € B(xg,r), siche Teil a). O

c) Es ist klar, dass die Menge M selbst offen und (wegen Satz 2.18) abgeschlossen
ist. Somit ist auch ihr Komplement () offen und abgeschlossen.

d) InRist J = (0, 1] weder offen noch abgeschlossen, aber (0, 1] ist eine Umgebung
von 3.

BEWEIS. Die erste Behauptung folgt aus Satz 2.18, da die Zahlen % € J gegen
0¢ Jundy, =1+= ¢ J gegen 1 € J konvergieren. Nach a) ist (1/4,3/4) offen,
und es gilt 1/2 € (1/4,3/4) C J. Dies zeigt die zweite Behauptung. O

e) Z ist abgeschlossen in R.

BeEwEIs. Wenn eine Folge (z,,) aus Z in R gegen ein x konvergiert, dann ist sie
eine Cauchyfolge. Deswegen liegen ab einem N € N alle Glieder x,, im Intervall
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[eny — 5, 2N + 3] Also muss x,, = zy fiir alle n > N und damit © = zy € Z gelten.
Somit folgt die Behauptung wieder aus Satz 2.18. U

f) Sei £ = C([0,1]) versehen mit der Supremumsnorm. Dann sind F' = {f €
E| f(0) = 0} abgeschlossen und D = {f € E'|Vt € [0,1] : f(t) > 0} offen in E.

BEWEIS. Die Folge (f,) aus F konvergiere in E gegen eine Funktion f. Dann
strebt f,,(0) = 0 gegen f(0), sodass f(0) = 0 ist und auch f in F liegt. Satz 2.18
zeigt nun die Abgeschlossenheit von F'.

Sei f € D. Nach Korollar 4.25 aus Analysis 1 ist minscjo1) f(¢) =: 7 > 0 positiv.
Sei g € B(f,r). Es gilt also ||f — g||cc < 7. Wir erhalten damit die Ungleichung

g(t) = f({t) +9() = f(t) 27— [lg = flla >0
fur alle ¢t € [0, 1]. Also liegt g in D und somit ist B(f,r) in D enthalten; d.h., D
ist offen. O

Im néchsten Satz klaren wir, wie sich die obigen Begriffe sich mit mengentheore-
tischen Operationen (neben der Komplementbildung) vertragen.

SATZ 2.20. Sei M ein metrischer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Die Vereinigung beliebig vieler offener Teilmengen und der Durchschnitt
endlich vieler offener Teilmengen von M sind wieder offen in M.

b) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Teilmengen und die Vereini-

gung endlich vieler abgeschlossener Teilmengen von M sind wieder abgeschlossen
i M.

BEWEIS. a) 1) Sei O eine Menge offener Teilmengen O von M. Wahle
xEV::UOEOO::{yGMEIéEO: y € O}.

Es gibt also eine Menge O € O mit « € O und somit, wegen der Offenheit von O,
einen Radius r > 0 mit B(x,7) € O. Da O in V liegt, folgt die Offenheit von V.

2) Seien Oy, ..., O, offene Teilmengen von M. Wéhle z € D := O;N---NO,.
Dann gibt es fur jedes k € {1,...,n} einen Radius ry > 0 mit B(z,7x) C Oy. Setze
p=min{ry,...,7,} > 0. Damit erhalten wir die Inklusionen

B(I,p) gB(I‘,Tl)ﬂmB(fL’,T”) gD

und damit die Offenheit von D.

b) Sei A eine Menge abgeschlossener Teilmengen A von M. Sei O die Menge der
Komplemente O = M \ A fiir ein A aus A. Diese Komplemente sind offen. Weiter
schlieflen wir

B::ﬂAeAA::{:EGMWAGA: r e A}
—{reM|VOEO: xgéO}:M\(UOGOO).

GeméB Teil a) ist somit die Menge B abgeschlossen. Den zweiten Teil von Behaup-
tung b) zeigt man ahnlich. O
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Im obigen Satz kann man auf das Adjektiv ‘endlich’ nicht verzichten. So ist etwa
die Menge O, = (0,1 + 1) fiir jedes n € N offen in R, aber N,y O, = (0,1] ist
es nicht. Ebenso sind alle 4,, = [0,1 — 1] abgeschlossen, aber U, oy A, = [0, 1) ist
nicht abgeschlossen. (Siehe Beispiel 2.19.)

Im Kontext von z.B. R? mit der 2-Norm suggerieren die Beispiele 2.19a) und b),
dass eine offene Menge keinen ‘Randpunkt’ besitzt und der ‘Rand’ stets Teil einer
abgeschlossenen Menge ist. Tatséchlich lassen sich diese Vermutungen in einem
metrischen Raum zeigen, wenn man nur die richtigen Konzepte einfithrt. Diese
liefern uns ferner zu einer gegebenen Menge N eine offene Teilmenge und eine
abgeschlossene Obermenge, die moglichst ‘wenig’ von N ‘abweichen’.

DEFINITION 2.21. Seien M ein metrischer Raum und N eine nichtleere Teilmenge
von M. Wir definieren

a) das Innere von N durch N° =U{O C N|O offen in M},

b) den Abschluss von N durch N = N{AC M|N C A, A abgeschlossen in M},

¢) den Rand von N durch ON =N\ N°=NnN(M\ N°).

Wenn N = M ist, so heifit N dicht in M. Ein Element x € N° ist ein innerer
Punkt von N, und x € N nennt man Berithrpunkt von N. Weiter ist x € M ein
Héufungspunkt von N, wenn es Punkte x,, aus N \ {z} mit x, — x firn — oo
gibt. Ein Element x € N, das kein Haufungspunkt von N ist, heifst isoliert (in N).

Offenbar gelten N° C N C N. Im obigen Rahmen ist # € N genau dann isoliert
in N, wenn es einen Radius 79 > 0 mit B(z,79) N N = {x} gibt. (Vergleiche
Bemerkung 4.2 in Analysis 1.)

Wir charakterisieren nun die obigen, etwas unhandlichen Begriffe z.B. mittels
Folgenkonvergenz. Fiir Teilmengen A, B C M mit AN B = () schreiben wir auch
AU B statt AU B.

SATZ 2.22. Seien M ein metrischer Raum und ) # N C M. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

a) N° ist die grofste in M offene Teilmenge von N. Die Menge N ist genau dann
in M offen, wenn N = N° ist. Weiter gelten die Gleichungen

Ne={xe M|3r >0 mit Blxz,r) C N} =1 N,
={r e M|} (x,) in M\ N mit z,, =z (n = o0)} =: Ns.
b) N ist die kleinste in M abgeschlossene Obermenge von N. Die Menge N ist
genau dann in M abgeschlossen, wenn N =N ist. Wir haben N = N°UJON,
N={reM|3z, €N mit x, =z (n — 00)} =: Ns.
c) ON st abgeschlossen in M und
ON ={xe M|3x, € Ny, € M\ N mit z, - x und y, - x (n — 00)}.

d) N genau dann dicht in M, wenn es fir jedes x € M eine Folge (x,) in N
gibt, die fiir n — oo gegen x konvergiert.
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BEWEIS. a) Die Menge N° ist nach ihrer Definition 2.21 und Satz 2.20 offen.
Geméf dieser Definition ist N° in N enthalten und jedes offene O C N liegt in N°.
Insbesondere ist N genau dann offen, wenn N = N° ist.

Um die beiden Gleichungen in a) zu zeigen, wéhlen wir zunéchst einen Punkt
x € Nj. Es gibt also einen Radius » > 0 mit B(z,r) C N. Nach dem bisher
Gesagten liegen B(z,r) und somit auch x in N°. Es folgt die Inklusion N; C N°.
Sei nun x € N°. Aufgrund von Definition 2.21 ist dann z ein Element einer offenen
Menge O C N. Satz 2.18 impliziert somit, dass x in Ny und damit N° in N,
enthalten sind. Sei schliefilich ¢ N;. Dann finden wir fiir jedes n € N einen Punkt
xn, € (M \ N)N B(z,1/n). Also konvergiert (z,,) gegen = und somit liegt = auch
nicht in Ny. Wir haben Teil a) gezeigt.

b) Die ersten beiden Teilaussagen beweist man wie in Behauptung a). Die dritte
folgt direkt aus der Definition 2.21 des Randes. Die Gleichungen in Teil a) liefern
ferner die Identitdt N3 = M \ (M \ N)°. Folglich ist N3 abgeschlossen. Weiter
liegt offenbar N in N3. Aus der ersten Teilaussage ergibt sich damit die Inklusion
N C Ns. Sei ferner z € N3. Dann gibt es eine Folge (z,,) in N, die gegen z strebt.
Aus Satz 2.18 schliefen wir nun, dass z in jeder abgeschlossenen Obermenge A von
N liegt. Wegen Definition 2.21 muss also z in N enthalten sein. Demnach gilt b).

Die Aussagen c¢) und d) folgen aus der Definition des Randes, Satz 2.20 und den
Teilen a) und b). O

Wir illustrieren die obigen Begriffe wieder mit einigen typischen Beispielen.

BEISPIEL 2.23. a) Seien X ein normierter Vektorraum, x € X und r > 0. Dann
gelten die Gleichungen

B(x,r) = B(z,r), B(z,r)°= B(x,r) und 0B(x,r)=0B(z,r) = S(x,r).

Also ist S(z,7)° leer, B(z,r) ist offen und nicht abgeschlossen und die Mengen

B(x,r) und S(z,r) sind abgeschlossen und nicht offen.
BEWEIS. Satz 2.22 sowie die Beispiele 2.19a) und b) liefern die Relationen

B(z,r)U0B(x,r) = B(x,r) C B(xz,r).

Wihle nun ein Element y aus S(z,r) = B(z,r) \ B(x,r). Dann liegt die Vektoren
Yp = Y — %(y —x) in B(z,r) (da ||y, — z|| = (1 — %) |ly — || < r ist) und
konvergieren gegen y fiir n — oo. Entsprechend sind die Punkte z, :=y + %(y — )
keine Elemente von B(z,r) und B(z,r), und sie streben auch gegen y. Mittels
Satz 2.22 schliefen wir zunéchst, dass y in OB(x,r) enthalten ist. Daraus folgt die
Inklusion B(x,r) C B(x,7)UdB(z,r). Mit der oben abgesetzten Formel erhalten
wir dann die erste Behauptung. Ferner sehen wir, dass y nicht im Innern von B(z,r)
liegt, sodass dieses eine Teilmenge von B(x,r) sein muss. Somit gilt die zweite
Behauptung wegen Satz 2.22a). Die dritte Aussage ergibt sich schliefllich aus den
ersten beiden und der Definition 2.21 des Randes. U
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b) In R gelten die Beziehungen (0,1]° = (0,1) und (0,1] = [0, 1] auf Grund
der jeweils ersten Aussagen in Satz 2.22a) bzw. b) sowie Beispiel 2.19d). Diese
Gleichungen implizieren dann die Relation 9(0, 1] = {0, 1}.

c) Nach Beispiel 2.19 ist Z in R abgeschlossen, woraus die Gleichung Z = Z folgt.
Da Bgr(k,1) NZ = {k} fir jedes k € Z gilt, ist jeder Punkt von Z isoliert. Damit
ist Z° leer und Z gleich seinem Rand.

Wir versehen Z mit der Metrik d(k,1) = |k — [|. Dann ergeben sich
Man beachte den Gegensatz zur Vektorraumsituation in Teil a). Im tibrigen kon-
vergieren in Z nur irgendwann konstante Folgen.

d) Nach Beispiel 3.18 in Analysis 1 gibt es fir jede reelle Zahl x Briiche ¢, die
gegen x streben. Somit ist Q dicht in R. Ferner liegen fiir jeden Bruch ¢ die Zahlen
¢ + v/2/n nicht in Q und konvergieren gegen q. Also ist Q° leer, sodass der Rand
0Q gleich der ‘viel grofleren” Menge R ist.

e) Sei M = [0,1) U (2, 3] versehen mit d(z,y) = |z — y|. Nach Satz 2.18 sind die
Teilmengen [0, 1) und (2, 3] in M abgeschlossen und somit als Komplemente auch
offen in M. Insbesondere gilt [0,1) = [0,1)° = [0, 1) in M — natiirlich nicht in R!

f)In E = (C([0,1]), ||-]|,,) hat F = {f € E|Vt € [0,1] : f(¢t) > 0} den Abschluss
F={feE|Vtel0,1]: f(t)>0}=G.

BEWEIS. Die Folge (f,) aus F' konvergiere in E gegen eine Funktion f. Dann
streben fur jedes ¢ € [0,1] die Zahlen f,(t) > 0 fir n — oo gegen f(t), sodass f(¢)
nichtnegativ ist und somit f in G liegt. Satz 2.22b) impliziert nun die Inklusion
F C G. Sei umgekehrt g € G. Die Funktionen f, = g + %Il liegen dann in F' und

konvergieren gegen ¢ in E. Also sind g und damit G in F enthalten. U

In Analysis 1 hatten wir oft Funktionen betrachtet, die nur auf Teilmengen D
von K definiert sind. Solchen Situationen werden wir auch zukiinftig begegnen und
benotigen dann die folgenden Begriffe.

DEFINITION 2.24. Seien (M,d) ein metrischer Raum und ) # N C M. Man
definiert die Teilraummetrik auf N durch dy(z,y) = d(z,y) fir z,y € N.

Seien (X, ||-||) ein normierter Vektorraum und {0} #Y C X ein Untervektor-
raum. Die Teilraumnorm auf Y ist dann durch ||y||y = ||y|| fir y € Y gegeben.

Die Eigenschaften in Definitionen 2.14 und 2.1 iibertragen sich unmittelbar
auf Teilmengen bzw. Untervektorrdume, sodass (/N,dy) ein metrischer Raum
bzw. (Y,||-]y) ein normierter Vektorraum ist. Wenn B C N in (N,dy) offen
(abgeschlossen) ist, dann heifit B relativ offen (relativ abgeschlossen). Entsprechend
geht man bei anderen Begriffen vor. In (V,dy) kann sich viel dndern; z.B. ist
die Menge N nach Beispiel 2.19¢) stets relativ offen und abgeschlossen, ganz
unabhéngig von ihren Eigenschaften in (M, d). Siehe auch Beispiel 2.23 ¢) und e).
Die folgenden einfachen Eigenschaften dieser Begriffe verwenden wir gelegentlich.
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BEMERKUNG 2.25. Seien (M, d) ein metrischer Raum und () # N C M.
a) Fir x € N und r > 0 gilt

By(z,7) ={y € N |dn(z,y) = d(z,y) < r} = By(xz,7) N N.

b) Eine Teilmenge D von N ist genau dann relativ offen (abgeschlossen), wenn
es so eine in M offene (abgeschlossene) Menge B gibt, dass D = BN N ist.
BEWEIS. Sei D relativ offen. Fiir alle z € D gibt es dann nach a) so einen Radius
ry > 0, dass By(x,r,) = By(z,7,) NN in D enthalten ist. Nach Satz 2.20 ist die
Menge B := Uep Bu(z,7,) offen in M, und es folgt BAN = U,ep By (2,7.) = D.
Sei nun D = BN N fiir eine in M offene Menge B. Wahle ein Element x aus D.
Da dann x in B liegt, gibt es einen Radius r > 0 mit By (z,r) C B. Also gelten
die Inklusionen By (z,7) = By(z,7) NN € BN N = D, und D ist relativ offen.
Eine Menge D C N ist genau in N abgeschlossen, wenn N \ D relativ offen ist.
Nach dem bisher Gezeigten ist diese Eigenschaft dquivalent zur Existenz einer in
M offenen Menge B mit N\ D = N N B. Diese Gleichung ist gleichwertig zur
Identitat D = NN (M \ B), woraus die Behauptung zur Abgeschlossenheit folgt. [

c) Die Menge N ist genau dann offen in M, wenn fir alle D C N die Offenheit
von D in (M, d) aquivalent zu der in (V,dy) ist.

BEWEIS. Indem man D gleich der in (N, dy) offenen Menge N setzt, sieht man,
dass die obige Bedingung die Offenheit von N in M impliziert.

Sei nun N offen in M und D C N. Wenn D relativ offen ist, dann gibt es nach
Teil b) eine in M offene Menge B mit D = N N B, sodass D auch in M offen ist.
Wenn D in M offen ist, wahlt man B = D, und D ist nach b) relativ offen. O

d) Die Menge N ist genau dann abgeschlossen in M, wenn fiir alle B C N die
Abgeschlossenheit von B in (M, d) dquivalent zu der in (IV,dy) ist. Diese Aussage
zeigt man genauso wie Behauptung c). O

Also dndert sich Offenheit (zumindest fiir manche Teilmengen von N) beim
Ubergang von M zu N C M, aufler wenn N selbst offen ist. Entsprechendes gilt
fiir Abgeschlossenheit. Wir illustrieren dies wieder mit einfachen Beispielen.

BEISPIEL 2.26. a) Der erste Quadrant Q = {(z,y) € R?|z,y > 0} trage die
Teilraummetrik dg(z,y) = |z — yl,. Nach Satz 2.18 ist @ in R? abgeschlossen, da
der Grenzwert (z,y) einer Folge ((z,,y,)) in @ auch nichtnegative Komponenten
hat. Der Viertelkreis

B0,1)NQ = {(z,y) e R*|2* +¢* < 1, 2,y > 0}

ist in @ offen gemaf Bemerkung 2.25b), aber nicht in R? (da etwa Q Z (—=1/n,0) —
(0,0) gilt). Hingegen ist B(0,1) N Q in @ und R? abgeschlossen. Andererseits ist
die (in @ enthaltene) Kugel B((3,3), 1) in @ und in R? offen.

b) Die rechte Halbebene H = {(x,y) |z > 0} ist offen in R?, da B((z,y),z)
fiur jedes (x,y) € H in H liegt. Deswegen ist der Kreisbogen K = H N .S(0,1)

offen in S(0,1). Er ist nicht abgeschlossen in S(1,0) oder R? da z.B. die Punkte
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(L,4/1 =) in K gegen (0,1) € S(0,1) \ K konvergieren. Aufierdem besitzt K wie
S(0,1) in R? keine inneren Punkte, ist also dort nicht offen. O

Der nachste Satz erlaubt es oft Vollstandigkeit nachzuweisen.

SATZ 2.27. a) Seien (M,d) ein vollstandiger metrischer Raum und N eine
nichtleere abgeschlossene Teilmenge von M. Dann ist (N, dy) vollstandig.

b) Seien (X, ||]]) ein Banachraum undY # {0} ein abgeschlossener Untervek-
torraum. Dann ist (Y,||-||y-) ein Banachraum.

BEWEIS. Sei (z,,) eine Cauchyfolge in (N,dy). Da dy (2, Zm) = d(zp, 2,,) gilt,
ist (x,) auch eine Cauchyfolge in (M, d) und besitzt somit eine Grenzwert x in
M. Nach Satz 2.18 liefert die Abgeschlossenheit von N, dass z in N liegt, und
somit strebt dy(x,,x) = d(z,,z) gegen 0 fir n — oo. Also ist (NN, dy) vollsténdig.
Behauptung b) folgt direkt aus a). O

Das folgende Beispiel beinhaltet eine einfache, aber typische Anwendung des
obigen Satzes.

BEISPIEL 2.28. Der Untervektorraum F' = {f € C([0,1])| f(0) = 0} von C([0, 1])
ist nach Beispiel 2.19 abgeschlossen und somit ein Banachraum fiir ||-|| .. O

2.3. Stetigkeit

Wie in Analysis 1 untersuchen wir in diesem Abschnitt Funktionen, die Grenz-
werte respektieren, und nennen sie wieder stetig.

Zunachst fithren einige Standard-Operationen fiir Abbildungen ein. Seien dazu
M, N und P nichtleere Mengen mit nichtleeren Teilmengen A C M und B C N,
sowie f: M — N und h : N — P Abbildungen. Dann definieren wir

die Komposition von hund f durch ho f: M — P; (ho f)(x) = h(f(z)),

das Bild von A unter f durch f(A)={ye N|Jzec A: y= f(x)

das Urbild von B unter f durch f~(B)={r e M|3ye B: f(z) =y},

die Einschrinkung von f auf A durch fila: A —= N; fla(z) = f(x).
Seien Y ein Vektorraum, o« € Kund f, g : M — Y. Dann erklaren wir (punktweise)
die Abbildungen

fHg:M=Y; (f+9)(x) = flz) +g(2),
af : M —=Y; (af)(z) = af(x).

Man beachte, dass mit diesen Verkniipfungen die Menge aller f : M — Y zu einem
Vektorraum wird. Wenn speziell Y = K gilt, so setzen wir

fo=f-9: M=K (fg)(x) = f(z)g(z),

1 1 1
7 {reM|f(x)#0} =K ?(x):m

Sei Y = R. Dann schreiben wir f < g, wenn fiir alle x € M die Ungleichung
f(z) < g(x) gilt. Entsprechend definiert man die Relationen f < g oder f > 0.
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In den Spezialfillen M = {1,...,m} bzw. M = N decken wir damit auch
Vektoren y = (y1,...,Ym) € N™ und Folgen (y,) in N ab (wobei y,, = f(n)).
Wir verallgemeinern Definitionen 4.3 und 4.8 aus Analysis 1 auf metrische Rdume.

DEFINITION 2.29. Fiir metrische Riume M und N fihren wir die folgenden
Begriffe ein.

a) Seien D C M, f: D — N, zg € M ein Hiufungspunkt von D und yo € N.
Wir sagen, dass f(z) fir x — xy gegen den Grenzwert yo in N konvergiert, wenn
fir jede Folge (x,,) in D\ {xo} mit x, — xo in M fiir n — oo die Bildfolge (f(z,))
in N gegen yo strebt. Man schreibt dann

yo= lim f(x) oder f(z)—=yo (x— w0).

b) Seien f: M — N und xq € M. Die Funktion f ist bei xq stetig, wenn fiir
jede Folge (x,,) in M \ {xo}, die in M gegen xq strebt, die Bildfolge (f(x,)) in
N den Grenzwert f(xg) besitzt. Wenn x¢ auch ein Haufungspunkt von M ist, so
bedeutet dies gerade, dass die Aussage

3 lim f(x) = f(z0)

Tr—xTQ

gilt. Wenn f bei jedem xo € M stetig ist, so heifit [ stetig (auf M). Man setzt
C(M,N)={f:M — N|f stetig}.

Wir verstehen Teil b) so, dass f in isolierten Punkten x( stets stetig ist. Man
kann in Teil b) gleichwertig alle Folgen (z,,) in M mit z,, — x¢ betrachten. (Fur
Ty, = 2o gilt ja sowieso f(zn;) = f(z0).)

Wir zeigen zunéachst die natiirlichen Permanenzeigenschaften der Stetigkeit.
Ahnlich wie in Satz 4.6 von Analysis 1 kann man auch entsprechende Sitze fiir
Grenzwerte zeigen, was wir aber nicht ausfiihren.

SATzZ 2.30. Es seien M, N und P metrische Riume und xo € M.

a) Seien f: M — N bei xg stetig und h : N — P bei f(xo) stetig. Dann ist auch
hof: M — P beixy stetig.

b) Set D C M und xog € D. Wenn [ bei xo stetig ist, so ist dies auch die
Einschrinkung fip. Die Umkehrung gilt, wenn D offen ist.

c) Seien'Y ein normierter Vektorraum, o, B € K und f,g: M — Y bei xq stetig.
Dann ist auch af + Bg: M —Y bei xg stetig. Also ist C(M,Y") ein Vektorraum.

d) In Teil ¢) sei zusdtzlich Y =K. Dann sind fg: M — K und, falls f(zq) # 0,
Filr e M| f(z) #0} — K bei xg stetig.

BEWEIS. a) Es strebe (x,) in M gegen z, fiir n — oco. Nach Voraussetzung
konvergieren dann auch die Bilder f(z,) gegen f(z¢) und somit auch A(f(z,))
gegen h(f(xg)). Also ist h o f bei xy stetig.

b) Die Definition impliziert direkt, dass aus der Stetigkeit von f bei o diejenige
von fip folgt. Sei nun D offen und fp stetig. Wenn (x,,) in M gegen x, strebt, so
liegt auf Grund der Offenheit von D die Folge ab einem Index in D und konvergiert
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dann dort gegen xy. Somit ergibt sich f(z,) — f(zo) flr n — oo, und auch f ist
bei z( stetig.

Die Aussage c¢) folgt dhnlich wie a), wobei wir Satz 2.2 benutzen. Teil d) zeigt
man wie in Satz 4.12 von Analysis 1 unter Verwendung von Satz 2.32 unten. [J

In Teil b) benotigt man die Offenheit von D, wie das Beispiel f = 14 : R - R
mit D = [0, 1] zeigt. Hier ist f bei xy = 0 unstetig, aber fip ist auf D stetig.

Nach allgemeinen Beispielen, diskutieren wir unten konkrete Funktionen f : R* —
R. Hier kann man sich den Graphen (als Fliche iiber Teilmengen des R?) noch gut
veranschaulichen. Das wird schon bei Abbildungen f : R? — R? deutlich schwieriger
(siehe etwa Beispiel 3.16), aber auch die jetzige Situation ist deutlich komplizierter
als in Analysis 1 und sie erfordert oft ein gewisses Geschick. Hier beschranken wir
uns auf einfache Vorgehensweisen, mehr findet man in den Ubungen.

BEISPIEL 2.31. a) Sei X ein normierter Vektorraum. Dann ist die Norm N :
X = R; N(x) = ||z, stetig.

Beweis. Die Folge (x,,) strebe in X gegen x. Die umgekehrte Dreiecksungleichung
aus Satz 2.2 impliziert dann die gewiinschte Konvergenz

]l = [l | < [l =2l — 0, n = o0 O

b) Es seien M, N; und Ny metrische Rdume, xqg € M und f = (f1, f2) : M —
N1 X N,. Genau dann ist f bei xq stetig, wenn f; : M — Ny und fo : M — Ny
beide bei xq stetig sind. Diese Aussage gilt entsprechend fiir endliche kartesische
Produkte und somit fiir Funktionen f : M — K™.

BEWEIS. Es gelte z,, — xo in M. Nach Beispiel 2.15d) konvergiert (f(z,)) genau
dann in Ny x Ny, wenn (fi(z,)) in Ny und (f2(x,)) in Ny konvergieren. Also gilt
der erste Teil. Der zweite wird genauso bewiesen. U

c) Sei M ein metrischer Raum. Dann ist die Metrik d : M x M — R; (z,y) —
d(z,y), stetig.

BeEweis. Es konvergiere x, — = und y, — y in M fiir n — oo. Mittels der
Dreiecksungleichung (M3) berechnen wir

d(n, yn) — d(z,y) < d(xp, x) + d(z,yn) — d(z,y)
< d(zp, x) +d(z,y) + d(y, yu) — d(z,y)
=d(zp,x) +d(y,yn) — 0,

d(z,y) — d(@n, yn) < d(z, 20) + d(@0, Yn) + Ay, y) — AT, Yn)
= d(

xaxn)"i_d(ymy) — Oa

sodass |d(zn, yn) — d(z,y)| fiir n — oo gegen 0 strebt. O
d) Die Funktionen f, g : R? — R seien durch

[ ey erR0.0) [ (@) €RA{(0,0))
o { 0. (=) =(0.0) ey { 0, (5,y) = (0,0)
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gegeben. Dann ist g stetig und f nur bei (x,y) € R*\ {(0,0)}. Der Grenzwert
von f(x,y) fur (x,y) — (0,0) existiert nicht. Die folgenden Schaubilder zeigen das
Verhalten der Funktionen f und g auf [—1,1]%

o
S
R

—~
>

- &
TS, e &
) e NG
>

oSS oSS
SO OSSSSSSSN

<
'0'0%""':':::.“

BEWEIS. 1) Wir beginnen mit den Punkten (z,y) # (0,0), die leicht mit allge-
meiner Theorie behandelt werden kénnen. Wir setzen hy : R? — R; hy(x,y) = .
Aus (2, yn) — (z,y) in R? folgt die Konvergenz hy(x,,y,) = x,, — x fiir n — oo.
Also ist h; stetig. Ebenso zeigt man die Stetigkeit von hy : R? — R; ho(x,y) = y.
Nach Satz 2.30¢) und d) ist dann die Funktion

fy— uhe
P 03+ b3

stetig, was die Stetigkeit von f fiir alle (z,y) € R?\ {(0,0)} impliziert (siche
Satz 2.30Db)). Die Abbildung g behandelt man auf R? \ {(0,0)} entsprechend.

2) Sei nun (z,y) — (0,0). Bei g stellt man fest, dass der Zahler quadratisch in
2,y ist und der Nenner nur linear. Da der Zahler schneller gegen 0 strebt, kann man
Konvergenz von f gegen 0 erwarten. Fiir den Beweis verwenden wir die Youngsche
Ungleichung (Beispiel 5.27 in Analysis 1 mit p = 2 = p’), um den Zahler durch eine
Funktion in |(x,y)|2 abzuschétzen, sodass er mit dem singulédren Nenner verrechnet
werden kann. Wir erhalten damit

:D:=R*\{(0,0)} - R

|zy| i T
M%w:¢ﬁ??§%@¢?:2ﬁﬁw2—*a

und folglich ist g auch bei (0,0) stetig.

Hingegen ist f im Zahler und Nenner quadratisch in x, y, sodass die Stetigkeit erst
einmal unklar ist. Hier sehen wir, dass f auf Ursprungsgeraden y = ax konstant ist,
genauer gesagt gilt f(z,ax) = a(l + a?)~! =: ¢, fiir alle z € R und (feste) a € R.
Diese Funktionswerte konvergieren also fiir z — 0 gegen c,, was eine beliebige Zahl

11

in [—3, 5] ist. Deswegen divergiert f(z,y) fir (z,y) — (0,0). O

e) Wir geben etwas kompliziertere Varianten der obigen Uberlegungen an. Sei
f =1g:R? = R fiir die Spirale S = {v(s) = (1—s)(cos(27s),sin(27s)) | s € [0,1)}.
Hier gilt |v(s)]o =1 —s, v(0) = (1,0), v(s) — (0,0) fiir s — 1 und v windet sich
einmal um (0,0). Damit ist die Funktion f = 1 bei (0,0) unstetig (da f(v(s)) =1
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fir s € [0,1) und f(0,0) = 0). Aber auf Ursprungshalbgeraden y = acx mit = > 0
ist f(x,ax) bis auf ein z, > 0 konstant gleich 0, konvergiert also gegen 0.

In R kann man sich einem Punkt nur von links und rechts anndhern, in R?
hingegen in unendlich vielfdltiger Weise auf Geraden, Spiralen usw.!

Wir betrachten ferner die Funktion

9(z,y) = {Sl‘i‘fi‘f% (z,4) € B2\ {(0.0)}.

0, (x,y) = (070)7

Ohne den Sinus wére der Zahler kubisch in z,y, der Nenner ist (hochstens) qua-
dratisch. Um den Sinus zu beseitigen, verwenden wir die Ungleichung [sinr| < |r|
fur » € R. Wegen —sinr = sin(—r), reicht es sie fiir r > 0 zu zeigen. Die Funktion
o(r) = r —sinr auf Ry erfiillt ¢(0) = 0 und wichst wegen ¢'(r) = 1 — cosr > 0.
Also gilt die Ungleichung.

Sei nun (x,y) — (0,0). Wir kénnen annnehmen, dass |z|, |y| < 1 ist. Wir nutzen
nun die Youngsche Ungleichung fiir p = 3 und p/ = 3/2 (mit 3 + 2 = 1), sowie
Satz 2.8. Damit folgt

2 1,..3 2,3 3
|2x|y § 3I2+3;y S |<.T,y)|3 S (-T,y)b N 0.
2+lyl T 2+t T (@)l
f) Auf £ = C([a,b]) mit der Supremumsnorm ist Q : £ — E; Qu = u?, stetig.
BEWEIS. Zunichst ist Q wohldefiniert, da mit u auch u? stetig ist. Die Folge (u,,)
konvergiere in F gegen die Funktion u. Satz 2.2 liefert dann die Beschrénktheit der
Folge, sodass ¢ := sup,,cy ||tn /o endlich ist. Wir schlieen nun

||Q<un) - Q(U)Hoo = ||ui — UpU + UpU — u2||oo < ||un(un - U)Hoo + ||(Un - U)UHOO

< Jnlloo [[tn = ulloo + llun = ulloo [Julloe < (¢ + fJulloe) lun — ullo

l9(z,y)| <

fiir alle n € N, woraus die Behauptung folgt. O

Im néchsten Satz erweitern wir die e-6-Charakterisierung der Stetigkeit aus
Analysis 1 auf metrische Rdume und zu einer globalen Aussage: Stetigkeit bedeutet,
dass jede offene Menge im Bildraum eine offene Urbildmenge unter f besitzt.

SATZ 2.32. Es seien M und N metrische Raume, sowie f : M — N.
a) Sei xg € M. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
1) Die Abbildung f ist stetig bei xq.
2) Fiir jedes € > 0 gibt es so einen Radius § = 0.4, > 0, dass fir alle x in der
Kugel By(zo,9) die Ungleichung dy(f(x), f(x0)) < € gilt.
3) Wenn'V eine Umgebung von f(xg) in N ist, dann ist f=*(V) eine Umgebung
von xg tn M.

b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1) Die Abbildung f ist stetig.
2) Wenn O C N in N offen ist, dann ist das Urbild f~*(O) offen in M.
8) Wenn A C N in N abgeschlossen ist, dann ist f~1(A) abgeschlossen in M.
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BEWEIS. a) Es gelte die Aussage —3). Dann gibt es also so eine Umgebung V;
von f(xg) in N, dass f~'(Vj) keine Umgebung von zy in M ist. Damit existieren
Punkte z,, mit f(z,) ¢ Vp, die in M fiir n — oo gegen zq konvergieren. Andererseits
haben wir einen Radius » > 0 mit B(f(x),r) C Vj. Deswegen kann die Folge
(f(x,)) nicht gegen f(x) streben, sodass f bei xy nicht stetig ist und 1) falsch ist.
Damit haben wir die Implikation ‘1)=-3)" gezeigt.

Wir nehmen, dass die Eigenschaft 3) erfiillt ist. Sei ¢ > 0. Fir die Umgebung
V := B(f(x0),€) von f(zo) liefert 3), dass auch f~!(V) eine Umgebung von zy ist.
Somit gibt es einen Radius § > 0 mit B(zg,d) C f~1(V). Fiir z € B(xg,d) liegt
also f(z) in V, sodass d(f(z), f(zo)) < € gilt. Aussage 2) ist somit erfiillt.

Schliellich sei 2) wahr. Die Folge (x,) konvergiere in M gegen xy. Sei 6 =
dezy > 0 die Zahl aus 2). Dann gibt es so einen Index N. € N, dass fur alle
n > N, die Ungleichung d(z,,z) < §/2 < § gilt. Mit 2) folgt nun die Relation
d(f(xn), f(xg)) < €, sodass die Bilder f(x,) fiir n — oo gegen f(z) streben. Damit
ist die Eigenschaft 1) gezeigt.

b) Es gelte Aussage 1). Sei A C N abgeschlossen. Wihle Punkte z,, € f~(A),
die gegen ein = in M konvergieren. Da f geméifl 1) stetig ist, streben die Bilder
f(zn) € Agegen f(z). Auf Grund der Abgeschlossenheit von A liegt dann auch f(x)
in A, siehe Satz 2.18. Dies heifit gerade, dass x in f~!(A) enthalten ist. Deswegen
ist nach Satz 2.18 die Menge f~!(A) abgeschlossen, und 3) gilt.

Es sei nun 3) erfiillt. Sei O C N offen. Dann ist A := N \ O abgeschlossen. Laut
3) gilt dies auch fiir das Urbild f~*(A). Somit ist die Menge

fHO)={zeM|f(x) eO=N\A}={ze M|f(z) ¢ A} =M\ f7}(4)

offen. Also haben wir die Eigenschaft 2) gezeigt.

Wir nehmen schlie8lich an, dass Aussage 2) gilt. Sei zp € M und V' eine Umgebung
von f(zo) in N. Dann gibt es einen Radius r > 0 mit B(f(zo),r) C V. Nach 2)
ist auch U := f~Y(B(f(z),r)) offen in M. Da ferner x( in U liegt, ist fiir eine
Zahl p > 0 die Kugel B(zg,p) in U C f~1(V) enthalten. Somit ist f~'(V) eine
Umgebung von zy. Behauptung a) liefert dann die Stetigkeit von f bei xy. Da
xg € M beliebig ist, ist f auf ganz M stetig. Folglich ist auch Aussage 1) wahr. [

Man beachte, dass eine konstante (und damit stetige) Funktion mit Bildraum R
jede nichtleere offene Menge auf eine nicht offene Menge abbildet.

Wir werden den obigen, sehr flexiblen Satz héufig verwenden. Das nachste Beispiel
zeigt, wie man mit ihm offene oder abgeschlossene Mengen erkennt. Dabei nutzt
man aus, dass man Stetigkeit oft leicht nachweisen kann.

BEISPIEL 2.33. Die Halbellipse D = {(z,y) € R?| % + % < 1 und y > 0} ist
offen in R?, und B = {(x, y) € R? %2 + % <lundy > O} ist abgeschlossen.

BEWEIS. Wie in Beispiel 2.31d) sieht man, dass die Funktionen f : R? — R;

flz,y) = éxz - iyZ, und g : R? — R; g(z,y) = y, stetig sind. Wegen der Offenheit
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der Mengen (—o0,1) und R, = (0, 00), ist auch D = f~((—o00,1))Ng (R, ) gemiB
der Sétze 2.32 und 2.20 offen. Die zweite Behauptung zeigt man genauso. O

Wir fithren zwei wichtige Unterklassen stetiger Funktionen ein. Bei der ersten
fordert man (wie in Analysis 1 im Falle M = N = K), dass der Radius ¢ in
Satze 2.32a2) unabhingig von zo € M gewéhlt werden kann.

DEFINITION 2.34. Es seien M und N metrische Riume und f: M — N.
a) Die Funktion [ heifit gleichméBig stetig, wenn

Ve>0 3. >0 Va,ye M mitdy(z,y) <o.: dy(f(z), f(y)) <e.  (2.8)
b) Die Funktion f heifit Lipschitz stetig mit Konstante L > 0, wenn

fiir alle x,y € M gilt.

Wir grenzen diese Begriffe voneinander ab.

BEMERKUNG 2.35. a) Eine Lipschitz stetige Funktion ist auch gleichméfig
stetig. (Wahle 0. = ¢/L in (2.8).) Wegen Satz 2.32 folgt die Stetigkeit aus der
gleichméaBigen Stetigkeit.

b) Die Funktion f : [0,1] — R; f(x) = /=, ist gleichmé&Big stetig (nach Theo-
rem 4.19 in Analysis 1), aber nicht Lipschitz stetig, da

ve01] |z —0] 2e(01] VT

c) Die Funktionen f : (0,1] — R; f(z) = %, und g : R — R;g(x) = 22, sind
stetig, aber nicht gleichméBig stetig. (Siehe Beispiel 4.17 in Analysis 1.)

d) Auf einem normierten Vektorraum X ist die Abbildung N : X — R; N(z) =
|z||, ist Lipschitz stetig mit L = 1, denn es gilt | ||| — ||y||| < ||= — y|| nach der
umgekehrten Dreiecksungleichung in Satz 2.2.

e) Seien (M,d) ein metrischer Raum und A C M. Dann ist die Funktion
da: M — R; da(z) = infuea d(z, a), Lipschitz stetig mit Konstante L = 1. (Sie
gibt den Abstand von x zu A an.) Sei A abgeschlossen. Dann liegt = genau dann in
A, wenn da(x) = 0.

BEWEIS. Seien z,y € M. Wir konnen annehmen, dass d4(z) > da(y) ist. (Sonst
vertausche z und y.) Wir erinnern zuerst an Beispiel 2.31¢). Fir a € A gilt dhnlich
wie dort

d(ZE, CL) - d(yv a) < d((L’, y) + d(y7 a) - d(y> a) < d(l‘, y)
Die rechte Seite hat schon die gewtinschte Form, aber links konnen wir nur im ersten
Term direkt zum Infimum iiber a € A {ibergehen, beim zweiten verhindert dies das
Minus. Sei dazu € > 0. Dann existiert ein Punkt a € A mit da(y) > d(y,a) — ¢.
Die obige Rechnung impliziert nun

|da(z) — da(y)| = da(z) — da(y) < d(z,a) —d(y,a) + ¢ < d(z,y) +e.
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Da € > 0 beliebig ist folgt die erste Behauptung.

Fur x € A gilt natiirlich d4(z) = 0 (nehme @ = z). Sei nun A abgeschlossen und
da(xz) = 0. Dann gibt es Punkte a,, € A mit d(z,a,) — 0 fir n — oco. Wegen der
Abgeschlossenheit liegt somit der Grenzwert x auch in A. U

Eine wichtige Klasse Lipschitz stetiger Funktionen sind lineare Abbildungen auf
endlichdimensionalen Vektorrdumen. Wir wiederholen zunéchst einige grundlegende
Begriffe und einfache Eigenschaften aus der linearen Algebra, ohne Zitate anzugeben.
Fir Vektorraume V und W tber K definiert man den Vektorraum der linearen
Abbildungen

L(V,W)={T:V — W|T linear}
versehen mit der {iblichen Summe und skalaren Multiplikation von vektorwertigen
Funktionen, wobei L(V,V) =: L(V) ist. Abbildungen zwischen normierten Vek-
torrdumen nennt man auch Operatoren. Man schreibt hier Tz statt T'(x) und ST
statt SoT fir T' € L(V,W), S € L(W,Z), x € V und einem Vektorraum Z. Es
gilt T0 = 0.

Esseie,=(0---010 ---0)T € K™ der k-te Einheitsvektor mit einer 1 an der
k-ten Stelle. Fiir T € L(K™ K!), 5 € {1,...,1} und k € {1,...,m} setzen wir
ajr = [Tek]j fir die j-te Komponente von Tey. Fir x = (1 -+ x,,)7 € K™ folgen
dann r = 161 + ... + z,,€,, und

Txr = Z zip e, = (Z ajkxk> .
j=1,..l

k=1 k=1

=1,...

Auf diese Weise identifizieren wir meist T € L(K™ K!) mit der | x m-Matrix

[ai] j=1... € K™ Die lineare Abbildung 7 ist genau dann bijektiv, wenn
k=1,....m

m = | und die Matrix [a;;] invertierbar ist, es also eine m x m Matrix R mit

lajx] R = Rla;x] = I gibt. Dabei ist I = I,,, die m x m Einheitsmatrix. Die inverse

Abbildung 77! wird dann durch R dargestellt. Wir schreiben auch T statt [a;x]

und 77! statt R.

Wir fithren nun auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum eine Norm ein.

BEMERKUNG 2.36. Sei V' ein Vektorraum der Dimension m € N mit Ba-

sis {b1,...,by}. Fir jedes x € V existieren also eindeutig bestimmte Zahlen
T1,..., T, € K fur die x = x1b; + ... + x,,b,, gilt. Dabei ist die Abbildung
O=Py VK™ v—(x; - xp)7,

bijektiv und linear. Ein Operator T' € L(V, W) fir einen zweiten Vektorraum W
mit dim W = [, induziert dann die dhnliche Abbildung & T®;" : K™ — K!, die
man mit den obigen Bemerkungen als [ x m Matrix darstellen kann.

Wir definieren die Zahl ||z|| = |®z|, fir € V. Dies liefert eine Norm auf V', da
wegen (N1)—(N3) fiir | - |; sowie der Injektivitat und Linearitdt von ® die Aussagen

[lz]| =0 <= P2 =0 < z =0,
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lloz|l = la®z]y = |af |®zfy = |af [|=]],
Il +yll = [Pz + Pyly < [Pxfy + [Pyly = [llz]] + [lyll
fir alle z,y € V und a € K gelten. Wir zeigen die Vollstandigkeit dieser Norm. Sei
(vy,) eine Cauchyfolge in (V|| - [||). Dann ist (®wv,,) eine Cauchyfolge in (K™, |-|;) und
konvergiert dort also nach Satz 2.13 gegen einen Vektor y. Wir setzen v = @~y € V.
Dann strebt ||v, —v|| = [®(v, — v)]1 = [Pv,, — y|1 fiir n — oo gegen 0. O
Fiir endlichdimensionalen Vektorraume V' und W kénnen wir nun L(V, W) mit

einer kanonischen Norm versehen, die wir im Folgenden verwenden werden, solange
nichts anderes gesagt wird.

SATZ 2.37. Seien V., W, Z endlichdimensionale Vektorraume mit Normen ||-||y =
|- || usw., T'€ L(V,W) und S € L(W,Z). Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) T ist Lipschitz stetig mit der (endlichen) Konstante

[Ty
17 = 1T = sup :
HET ey Nl
Also gilt || Tz||y, < ||T|[ ||zl fir alle x € V. (||| ,v.wy heift Operatornorm.)

b) IST|| < ||S||IT|| und ||I||=1 fir die Identitit I :V — V; x +— .
c) L(V,W) ist ein Banachraum beziglich der Operatornorm.

(2.10)

BeEwEIS. Wir lassen die Indizes bei den Normen weg.

a) Seien {by,...,b,,} eine Basis von V, x und y Elemente von V', sowie x; € K
mit xr = x1b; + - - - + 2,,b,,,. Dann gilt
1Tl = || > @xTbel) < D laul Tl < max [T [z]| < £Cl]].
el =1 ke{l,...m}

Hierbei schreiben wir £ > 0 fiir das obige Maximum und verwenden die Norm aus
Bemerkung 2.36 sowie Satz 2.54 unten, nach dem alle Normen auf endlichdimensio-
nalen Vektorrdumen #quivalent sind.® Damit ist die Operatornorm ||T'|| endlich,
was die zweite Behauptung in a) impliziert.

Aus der Linearitdt von T folgt dann die Lipschitz Stetigkeit

[T =Tyl = T (z = y)l < I [l =yl
b) Fir z € V' \ {0} liefert Behauptung a) die gewtnschte Abschatzung durch
1 1
] ]

1
ISTz|| < = ISTIT =] < Tl ST ]l = WS-

Die zweite Aussage ist klar.
c) Seien T, R € L(V,W), a, f € Kund x € V. Die Definition der Operatornorm
und (N1)-(N3) fiir die Norm auf W implizieren dann

IT|=0 <= VYo #0: ||Tz| =0 < T =0,

3Der Beweis von Satz 2.54 ist natiirlich unabhéngig von Satz 2.37 und den folgenden Anwen-
dungen seiner Aussagen.
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T T
la7ll = sup 1972 ) gup 1720 g 1y
el el
Rx+Tx Rx Tx
4 = sup 1Ly (AL Ty oy g,
el S U

wobei auch Bemerkung 1.15f) und Satz 2.31 in Analysis 1 zum Supremum einging.
Also ist die Operatornorm eine Norm auf L(V,W). Weil dieser Raum endlichdi-
mensional ist, folgt seine Vollstiandigkeit aus Satz 2.54 unten. U

Wir diskutieren nun die Operatornorm anhand von Beispielen.

BEISPIEL 2.38. Der Operator T € L(K™ K!) besitze die Darstellungsmatrix
[a;i], die Réume K™ und K' seien mit der p-Norm versehen und x sei aus K™.
Weiter trage E = C([0, 1]) die Supremumsnorm.

a) Fiir p = 2 geniigt T' den Abschiatzungen

.....

wobei [|T']| ;4 Hilbert-Schmidt-Norm heifit. Die zweite Abschatzung ist klar. Die
erste zeigt man mittels der Holderschen Ungleichung mit p = 2 = p’ durch

l m 9\ 1/2 l m /2, m 1/272 1/2
2 2
o= (X[ anaf ) < (S [(Slenk) (S ) )
j=1 " Nk=1 k=1
=Tl gs Il

j=1" k=1

fir € K™. Schon fiir die Einheitsmatrix I € L(K?) ist ||I|| = 1 < 2 = ||I||zs-
Wir erhalten ferner ||T'|| ;4 > |aji| fiir alle j und & und somit ||7']| ;¢ > max; |akl.
Weiter ist ||T']| ;¢ gerade die 2-Norm der a;j, als Vektor in K™ .

b) In den Ubungen werden die Operatornormen in L(K™,K')

!
firp=1: ||T| = . %ax }Z laje] = |75 (Spaltensummennorm),
€l,....om
k) k) ]:1
firp=oo: |T|= max > |au|=:|T|, (Zeilensummennorm)
L

bewiesen. Es gelten max;j |ajx| < ||T||s < lmax; |a;,| und Analoges fiir [|T']| ;. Da
auf L(K™,K!) alle Normen &quivalent sind (siche Satz 2.54 im néchsten Abschnitt).
implizieren diese Ungleichungen, dass in L(K™, K') die Konvergenz in der Norm
und die komponentenweise Konvergenz gleichwertig sind. (Vergleiche Satz 2.9.)

c¢) Fir die Matrizen T'= ({}) und S = (§9) gilt ST = 0 und somit ||ST||s =
0<1=|Ss||T||s- Vergleiche Satz 2.37c).

d) Es sei F''= C'([0,1]) mit der Norm || - ||« versehen. Dann ist die Abbildung
D :F — E;Df = f linear und unstetig. Fiir f,(z) = n~'/%sin(nx) gilt etwa
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fn— 0in F fir n — oo, aber || f/ || > |/ (0)| = v/n fiir n — oco. Insbesondere hat
D (in diesem Rahmen) eine unendliche Operatornorm || D|| = sup 4 || D f|loo /|| f]oo-

e) Sei f € E. Durch Tf(t) = [{ f(s)ds fiir t € [0,1] definiert man eine lineare
und Lipschitz stetige Abbildung T': E — E, da Tf € E und

[ = o) ds] < swp [1765) = g ds < 17 ~ gl

|Tf—Tglloc = sup
tef0,1] /0O

t€[0,1]

fiir f,g € F gelten. Der Hauptsatz Theorem 1.10 impliziert weiter, dass T'f in F
liegt und DT f = f gilt. Somit ist T injektiv, aber nicht surjektiv. O

Die Beispiele d) und e) zeigen frappante Unterschiede zwischen endlich- und
unendlichdimensionalen normierten Vektorrdumen, die wir aber hier nicht vertiefen.

Seien X ein Banachraum und z,; € X fir £ € Ny. Setze s, = Y p_, 2y fir
n € Ny. Fir die Konvergenz der Reihe (s,)n>0 in X zeigen wir mittels eines
Magorantenkriteriums wie in Satz 3.12 aus Analysis 1. Dazu gelte ||zg|| < by fir
jedes k € Ny und eine Folge (by) mit endlicher Reihe 5 := Y72, by < oco. Fiir alle
Indizes n > m > 0 erhalten wir dann

> m

k=m+1

n n
< D> fall € D> bk — 0, m — 00.
k=m+1 k=m+1

“Sn - SmH =

Also ist (s,) eine Cauchyfolge in X und hat somit den Grenzwert
[e.e] n
2 o= lim sn = lim D
k=0 k=0

in X. Dabei ist die Norm der Reihe 72 ; xj kleiner oder gleich 3.

Mittels der Neumannsche Reihe zeigen wir nun, dass Invertierbarkeit unter kleinen
Stérungen erhalten bleibt. Das triviale Beispiel T'= 1 € L(V) mit ||[I7'|| = 1 und
S =—1¢ L(V)mit |-I|| =1 zeigt, dass die Normschranke im Satz scharf ist.

SATZ 2.39. Seien V' ein endlichdimensionaler Banachraum und T € L(V') bijektiv.
Der Operator S € L(V) erfille ||S|| < 1/||TY|. Dann ist auch T + S € L(V)
bijektiv mit der Inversen

(T+9)'t=T1" fj(—ST—l)k = R.

Also ist die Menge der invertierbaren Matrizen in L(V') offen. Aus ||S|| < a/ || T}
fiir ein a € (0,1) folgt ferner die Abschitzung ||(T + S)7'|| < |T7Y|/(1 — a).

BEWEIS. Wir setzen ¢ = ||T7!||||S|| < 1. Satz 2.37 impliziert die Abschitzung
I(=ST=H| < (ISIIT7HD* < ¢* fiir alle k€ No. Da ¥32,¢" = 1/(1 = q)
ist (siche Beispiel 3.2 in Analysis 1), folgt die Konvergenz in L(V) der Reihe
TR in der Behauptung aus dem oben erlauterten Majorantenkriterium. Im Falle
S]] < a/ ||IT7Y| gilt ¢ < a, und die Reihe erfiillt |TR|| < S2,a" < (1 —a)™L.
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Mit der Stetigkeit von ST~! schliefilen wir weiter

n n n

(T+S)R = (1+8T) Jim S (=ST )" = Ji | S2(-ST) = 32 (=5T)
= Jlim_ [i(_ST_l)k - %(—ST*)Z} = lim (1 - (—ST-)+1) = I,

wegen ||(—ST~1)" | < ¢"*!' — 0 fiir n — oo. Also ist T+ .S surjektiv. Nach einem
wichtigen Resultat der linearen Algebra (siehe z.B. Korollar 3 in Abschnitt 2.2 von
[3]) ist T'+ S somit bijektiv mit der Inversen R. Die letzte Behauptung folgt dann
aus der oben gezeigten Ungleichung | TR| < (1 —a)™!. O

Der folgende Banachsche Fizpunktsatz ist ein zentrales Hilfsmittel der Analysis.

THEOREM 2.40. Seien M ein vollstindiger metrischer Raum und f: M — M
eine strikte Kontraktion; d.h., es gebe ein g € [0,1) mit d(f(x), f(y)) < gd(z,y)
fir alle x,y € M. Dann existiert genau ein Element x, € M mit f(x,) = z,.

BEWEIS. Sei xp € M ein beliebiger Startwert. Wir setzen rekursiv x,.; =
f(z,) € M fir n € Ny. Sei k > j + 2 in Ny. Die Voraussetzung impliziert nun

d(zp, we—1) = d(f(2e-1), f(e2)) < qd(@po1, Tp-2) < -+ < ¢ d(zg41, 25).
Fiir n > m liefern die Dreiecksungleichung und die obige Abschétzung

d(mrw xm) S d(xnu xnfl) + d(xnflv xn72) +-+ d(merla xm)

1
< (qn—m—l + qn—m—2 ot 1)d(q;m+1, xm) < 17—(] d(xm-l-la xm)

< 1q7d(:c1,xo) — 0, m — oo.
—q
Also ist (z,,) eine Cauchyfolge in M und hat somit einen Grenzwert z, in M. Da f
stetig ist, ergibt sich die gewiinschte Gleichung x, = f(z.) aus z,41 = f(x,).
Sei auch y = f(y) ein Fixpunkt. Die strikte Kontraktivitit zeigt dann die Relation

d(7.,y) = d(f(z.), f(y)) < qgd(zs, ).

Da ¢ < 1 ist, muss d(z,,y) = 0 und folglich y = z, gelten. O

Man wendet dieses Theorem oft auf abgeschlossene Teilmengen M eines Banach-
raums X an. Dabei formuliert man zuerst das gegebene Problem geeignet um und
erhdlt damit die Abbildungsvorschrift von f. Das Hauptschwierigkeit ist meist,
den Definitionsbereich M so zu wihlen, dass f die Menge M invariant lasst (d.h.,
f(M) C M gilt) und eine strikte Kontraktion auf M wird. Wir werden dies bei
zwei wesentlichen Resultaten der Vorlesung tun (den Theoremen 3.36 und 5.7).
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2.4. Kompaktheit und Wegzusammenhang

Wir verallgemeinern nun (soweit moglich) die Hauptsétze tiber stetige Funktionen
aus Analysis 1 auf metrische Rdume. Unser Vorgehen beruht dabei vor allem auf
der folgenden fundamentalen Eigenschaft, die uns etwas Konvergenz schenkt.

DEFINITION 2.41. Sei M ein metrischer Raum. Fine Teilmenge K C M heifit
kompakt (in M), wenn jede Folge (xy,)n>1 in K eine in M konvergente Teilfolge
(7, )j>1 mit Grenzwert x € K besitzt. Wenn hier K = M ist, dann ist M ein
kompakter metrischer Raum.

Beispiele kompakter Mengen sind endliche Teilmengen oder C' := {y, y, | n € N}
fiir eine Folge (y,,) in M mit Grenzwert y, wobei in C' gleiche Folgenglieder nur
einmal auftreten. Zundchst erklédren wir weitere (weniger zentrale) Begriffe.

BEMERKUNG 2.42. Sei M ein metrischer Raum.

a) Sei (z,,)n>1 eine Folge in M. Ein Punkt x € M heifit Hiufungspunkt der Folge
(,), wenn in jeder Umgebung von x unendlich viele Folgenglieder liegen. Das ist
genau dann der Fall, wenn es eine Teilfolge (7,,);>1 gibt, die gegen x konvergiert.
(Dies zeigt man ahnlich wie Satz 2.20 in Analysis 1.)

b) Sei B eine Teilmenge von M. Der Durchmesser 6(B) = sup, ,pd(z,y) von
B ist genau dann endlich, wenn B in einer Kugel B(zg, Ry) fiir gewisse zg € M
und Ry > 0 liegt. Man nennt solche Mengen B beschrdankt. Wenn dies der Fall ist,
dann gibt es sogar fiir jeden Punkt z € M einen Radius R > 0 mit B C B(z, R).

BEWEIS. Sei §(B) < o0. Sei z € M. Wéhle einen Punkt yy € B. Setze R =
d(B) + d(yo, z). Dann gilt die Ungleichung d(y, z) < d(y,yo) + d(yo,2) < R fiir
jedes y € B, und somit liegt B in B(z, R).

Nun liege B in einer Kugel B(zp, Ry). Fiir alle z,y € B erhalten wir dann
d(z,y) < d(zx, z0) + d(z0,y) < 2R,. O

In Abschnitt 4.2 von Analysis 1 haben wir oft abgeschlossene und beschréankte
Definitionsbereiche verwendet. Wir zeigen zuerst, dass diese beiden Eigenschaften
notwendig fiir Kompaktheit sind. Aulerdem vererbt sich Kompaktheit auf abge-
schlossene Teilmengen. Die sehr typischen Beweise kombinieren Kompaktheit mit
der Folgencharakterisierung der Abgeschlosseneheit.

LEMMA 2.43. Seien M ein metrischer Raum, K C M kompakt und A C K
abgeschlossen. Dann ist K abgeschlossen und beschrinkt, sowie A kompakt in M.

BEWEIS. Sei (z,,) eine Folge in K mit Limes x in M. Weil K kompakt ist, gibt
es eine Teilfolge (x,, )r von K mit einem Grenzwert y € K. Da (z,, ), auch gegen
x konvergiert, liegt * = y in K und somit ist K nach Satz 2.18 abgeschlossen.

Wir nehmen an, K wére unbeschrankt. Bemerkung 2.42 liefert dann fiir jedes
n € N Punkte z,,y, € K mit d(z,,y,) > n. Da K kompakt ist, finden wir
Teilfolgen (z,, ), und (ynk]-) ; mit Limiten =, bzw. y, in K. Auf Grund der Stetigkeit
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der Metrik d aus Beispiel 2.31 streben die Abstande d; := d(a:nkj , ynkj) gegen d(z,y)
fiir j — oo, was ihrer Unbeschrankheit widerspricht. Also ist K beschrankt.
Schlielich sei A C K abgeschlossen. Wahle eine Folge (x,) in A. Wegen der
Kompaktheit hat sie eine Teilfolge mit Grenzwert x in K. Da A abgeschlossen ist,
liegt x tatsachlich in A, sodass A kompakt ist. O

Viele der speziellen analytischen Eigenschaften endlichdimensionaler normierter
Vektorraume beruhen auf dem folgenden Satz von Bolzano—Weierstrafs. Man beachte,
dass Abgeschlossenheit und Beschréanktheit oft relativ leicht nachzupriifen sind.

THEOREM 2.44. Sei V ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum. Eine
Menge K CV ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdankt ist.

BEWEIS. Lemma 2.43 zeigt die Implikation ‘=" Sei (v,) eine Folge in K.

1) Sei zuerst K abgeschlossen und beschrankt in V' beziiglich der Norm |||-||
aus Bemerkung 2.36. Setze (1,,...,Tmn) = Pv, fur jedes n € N und fiir den
Operator @ : V' — K™ aus Bemerkung 2.36, wobei m = dim V' ist. Dann gilt die
Abschatzung

[#1n] < [®vnf1 = floall < sup o] < oo.

Der Satz von Bolzano-Weierstrafl in K (sieche Theorem 2.24 in Analysis 1) liefert
eine Teilfolge (1., ), mit Grenzwert z;. Genauso findet man eine Teilteilfolge
(xgmkj ); mit Limes x,. Natiirlich strebt auch (Z‘l’nkj ); gegen x;. Dies setzt man
iterativ fort und erhélt solche strikt wachsende Indizes n, fiir k € N, dass fiir jedes

j€{l,...,m} die Folge (z,,,). in K fiir K — oo gegen eine Zahl z; konvergiert.
Wir setzen z = (z1,...,27,) EK™"und v =® 'z € V.
Satz 2.9 liefert nun die Konvergenz von |®v,, — z|; = ||v,, — v|| gegen 0 fiir

rk — o0. Da K abgeschlossen ist, liegt auch v in K. Also ist K kompakt.

2) Sei nun K abgeschlossen und beschrankt in V' beztiglich irgendeiner Norm
|-]|. Nach Satz 2.54 unten ist diese dquivalent zu [||-[|. Auf Grund der Satze 2.7
und 2.18 ist K auch fur ||| abgeschlossen und ferner beschrankt. Schritt 1) liefert
dann eine in |||-||| konvergente Teilfolge (v,, ), mit Grenzwert in K. Da die Normen
aquivalent sind, konvergiert diese Teilfolge auch fur |||, siche Satz 2.7. Somit ist
K fir ||| kompakt. O

Das obige Kriterium zeigt insbesondere, dass B(0,r) in K™ kompakt ist. Es
versagt aber in unendlichdimensionalen normierten Vektorraumen, was die Analysis
in diesen Strukturen massiv erschwert. Wir geben dazu ein Standardbeispiel an.

BEISPIEL 2.45. Die abgeschlossene Einheitskugel B(0,1) ist in (C([0,1]), [-|..)
nicht kompakt. Dazu betrachte man die stetigen Funktionen
0 0<t<2™! oder 27" <t <1,
fo i [0,1] =Ry fut) =2t -2, 2771 <t <3272
—onP2 44 3272t <27
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fir n € N. Diese haben die Norm || f,|l«c = 1 und sind auf paarweise disjunkten
Intervallen ungleich 0, sodass fiir all n # m in N der Abstand [[f, — fi|c = 1 ist.
Also hat die Folge (f,,) in B(0, 1) keine konvergente Teilfolge. O

Der folgende Satz von Heine—Borel zeigt eine erstaunliche Charakterisierung
kompakter Mengen. Wir werden ihn in dieser Vorlesung fast nicht verwenden, aber
schon in Analysis 3 wird er eine entscheidende Rolle spielen.*

THEOREM 2.46. Set M ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C M ist genau
dann kompakt, wenn die Uberdeckungseigenschaft gilt:

Fir jede Menge O offener Teilmengen von M mit K C U

OeOO (U)
gibt es O1,...,0, € O mit K CO,U...UQO,,.

(Dies bedeutet, dass jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung
beinhaltet.)

BEWEIS. 1) Es gelte (U). Wir nehmen an, K wére nicht kompakt. Dann gibt
eine Folge (x,) in K ohne Haufungspunkt in K; d.h., fir jedes y € K gibt
es so einen Radius r, > 0, dass die Kugel B(y,r,) nur endliche viele Glieder
z, enthélt. Da K C Uyex B(y,ry) gilt, liefert (U) Punkte y1,...,yn € K mit
K C B(y1,7y,) U=+ U B(Ym,1y,,) = B. Aber diese Inklusion muss falsch sein, da
B nur endlich viele x,, beinhaltet. Also ist K kompakt.

2a) BEHAUPTUNG: Sei K kompakt. Dann kann K fiir jedes € > 0 durch endlich
viele Kugeln mit Radius € und Mittelpunkten in K tberdeckt werden.

Beweis der Behauptung. Wir nehmen an, es giabe so einen Radius r > 0, dass K
nicht durch endlich viele Kugeln mit Radius » und Mittelpunkten in K tiberdeckt
werden kann. Also gibt es ein Element x; € K mit K ¢ B(xy,r). Wahle einen
Punkt zo € K\ B(z,7). Dann ist d(xe, ;) > r. Da K nicht in B(xy,r) U B(za,7)
enthalten sein kann, finden wir ein x3 in der Menge K \ (B(x1,r)UB(x2,r)). Daraus
folgen die Ungleichungen d(x3,z1) > r und d(z9, 1) > r. Rekursiv erhalten wir so
eine Folge (x,,) in K, dass d(z,, x,,) > r > 0 fur alle n > m gilt. Nach Voraussetzung
hat diese Folge einen Haufungspunkt x € K. Also liegen unendlich viele Glieder
T, in B(x,r/3), woraus die Ungleichung d(z,,;, 2n,) < d(zy;, z) +d(z, 2,,) < 2r/3
fiir alle 7 # j folgt. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. &

2b) Sei K kompakt. Sei C eine offene Uberdeckung von K. Wir nehmen, dass K
von keiner endlichen Teilmenge von C iiberdeckt wiirde. Nach Schritt 2a) gibt es fiir
jedes n € N endlich vielen Kugeln mit Mittelpunkt in K und mit Radius 1/n, die
K tberdecken. Fiir jedes n € N finden wir also so eine Kugel B,, := B(x,,1/n) mit
x, € K, dass B, N K nicht von endlich vielen Mengen aus C iiberdeckt wird. Da K
kompakt ist, hat die Folge (z,) einen Haufungspunkt z € K. Nach Voraussetzung
liegt # in einer (offenen) Menge O € C, und damit gibt es einen Radius £ > 0 mit

4Der folgende Beweis wurde in der Vorlesung nicht behandelt.
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B(%,e) € O. Wir erhalten dann so einen Index N € N, dass die Ungleichungen
d(zn,Z) < e/2 und N > 2/e gelten. Jeder Punkt x € By erfiillt demnach

d(z,z) < d(z,zy) + d(zn,Z) < + + £ <&;

d.h., By € B(%,¢) C O. Dieser Widerspruch zeigt, dass K die Uberdeckungseigen-
schaft besitzt. O

Wir zeigen nun eine Reihe von Sétzen, die Kompaktheit fiir stetige Funktionen
ausnutzen. Dabei beginnen wir mit dem Satz von Heine, der gleichméfige Stetigkeit
auf Kompakta liefert. Der Beweis gleicht dem von Theorem 4.19 in Analysis 1.

THEOREM 2.47. Seien K und N metrische Riume, K kompakt und f : K — N
stetig. Dann ist [ gleichmdf$ig stetig.

BEWEIS. Wir nehmen an, f wére nicht gleichméfBig stetig. Nach (2.8) gibt
es dann einen Radius ¢y > 0 und Elemente z,,vy, € K, die den Ungleichungen
d(xp, yn) < 1/nund d(f(x,), f(yn)) > €0 fir jedes n € N gentigen. Da K kompakt
ist, finden wir sukzessiv Teilfolgen (z,, )r und (y,, )r mit Grenzwerten z, bzw. y, in
K. Die Stetigkeit der Metrik d gemafl Beispiel 2.31 impliziert nun die Konvergenz

0 <d(z,y) = klgglo Ad(Xny s Yny) < klgglo 1/ng =0,

sodass ¢ = y gilt. Da auch f stetig ist, strebt d(f(x,,), f(yn,)) somit gegen
d(f(z), f(z)) = 0. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. d

Als eine typische Anwendung dieses Satzes beweisen wir, dass man Grenzwert
und Integral unter einer Stetigkeitsannahme vertauschen kann, siche auch Satz 4.16.

KOROLLAR 2.48. Sei f : [a,b] X [¢,d] — R stetig und © € [a,b]. Dann ist die
Abbildung [c,d] — R; y — f(x,y), stetig. Setze F(z) = [* f(x,y)dy fir z € [a, b].
Dann ist F: [a,b] — R stetig und somit gilt

d d
lim [ f(z,y)dy = / f(zo,y)dy fir jedes o € [a,b].

T—T0 c

BEWEIS. Die erste Behauptung folgt direkt aus der Stetigkeitsdefinition. Seien
e > 0und zy € K. Geméafl der Theoreme 2.47 und 2.44 ist f gleichmaBig stetig.
Sei der Radius 6. > 0 wie in (2.8) gewéhlt. Wir betrachten Zahlen z € [a, b] mit
|z — 20| < d. und y € [¢,d]. Dann gilt |(zo,y) — (z,y)|2 = |0 — x| < 6. und somit
liefert (2.8) die Ungleichung | f(zo,vy) — f(z,y)| < €. Daraus folgt die Abschatzung

d d
[ o= s dy] < [ 1 o)~ flap)ldy < (@0

Nach Satz 2.32 ist also F' bei zy und damit auf [a, b] stetig. O

|F (o) = F()] =

Der folgende, etwas tiberraschende Satz besagt, dass bei kompakten Definitionsbe-
reichen die Stetigkeit sich stets auf die Umkehrfunktion vererbt. In Bemerkung 4.33
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in Analysis 1 haben wir an einem einfachen Beispiel gesehen, dass dies im Allge-
meinen nicht richtig ist. (Dort war der Definitionsbereich nicht kompakt und kein
Intervall.) Ferner zeigt der Satz, dass stetige Funktionen Kompaktheit erhalten.

THEOREM 2.49. Seien K und N metrische Riume, K kompakt, A C K abge-
schlossen, sowie f : K — N stetig. Dann ist das Bild f(A) in N kompakt. Sei
zusdtzlich f injektiv. Dann ist die Umkehrfunktion f~': f(K) — K stetig. Bijektive
f: K — N sind somit homoomorph; d.h., [ ist bijektiv, stetig und hat eine stetige
Umkehrabbildung.

BEWEIS. 1) Sei A C K abgeschlossen. Nach Lemma 2.43 ist A sogar kompakt.
Wihle eine Folge (y,,) im Bild f(A). Dann gibt es Punkte z,, € A mit f(x,) = y,.
Da A kompakt ist, existiert eine Teilfolge (z,,); mit einem Grenzwert x in A.
Wegen der Stetigkeit von f konvergiert y,, = f(z,,) fir & — oo gegen f(x) € f(A).
Also ist f(A) kompakt, und somit laut Lemma 2.43 abgeschlossen.

2) Sei f auch injektiv. Dann gibt es die Umkehrabbildung g = f~!: f(K) — K.
Sei A C K abgeschlossen. Man beachte die Gleichung

g ' A) ={ye f(K)|FzecA:z=ygy) =)}

={ye f[(K)|3z e A: f(z) =y} = f(A). (2.11)
Nach Schritt 1) ist f(A) abgeschlossen. Satz 2.32 liefert nun die Stetigkeit von
g = 1. Die letzte Behauptung ist dann klar. O

Eine Funktion f : M — N heifit offen (bzw. abgeschlossen), wenn sie offene
(bzw. abgeschlossene) Mengen in ebensolche abildet. Fiir injektive f zeigen Formel
(2.11) und Satz 2.32, dass f~!: f(M) — M genau dann stetig ist, wenn f offen
oder abgeschlossen ist.

Wie in Analysis 1 ist der Satz vom Mazimum eines der zentralen Resultate iiber
stetige Funktionen. Auch hier folgt der Beweis dem in Analysis 1.

THEOREM 2.50. Seien K ein kompakter metrischer Raum und f : K — R stetig.
Dann existieren Punkte x4+ € K mit

flas) =mas f(@) = mgxf  und () = min f(2) = min ]
Insbesondere ist f beschrankt; d.h., es gibt ein M mit |f(x)| < M fir alle x € K.

BEWEIS. Nach Theorem 2.49 ist das Bild f(K’) kompakt und somit beschrénkt
in R (siche Lemma 2.43). Also existiert die Zahl y := sup . f(x). Weiter gibt es
Punkte z,, € K mit f(z,) — y. Da K kompakt ist, finden wir eine Teilfolge mit
(@n, )r mit Grenzwert x in K. Die Stetigkeit von f impliziert dann die Konvergenz
f(n,) — f(zy) fiir & — oo und somit gilt f(z;) = y = max,ex f(x). Das
Minimum behandelt man genauso. U

Unter geeigneten Annahmen kann man ausgehend von dem obigen Theorem auch
nichtkompakte Definitionsbereiche behandeln. Wir betrachten hierzu ein typisches
Beispiel fiir die Abbildung x +— || f(x)|| und ein vektorwertiges f.
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KOROLLAR 2.51. Seien Y ein normierter Vektorraum und f : K™ — Y stetig
mit || f(z)|| = O fiir |z|, — co. Dann existiert ein Punkt x. € K™ mit ||f(z4)| =
max exm || f(2)||, sodass f beschrankt ist.

Beweis. Nach Satz 2.30 und Beispiel 2.31a) ist die Funktion ¢ : K™ — R;
o(z) = || f(z)], stetig. Fiir ¢ = 0 (und damit f = 0) ist die Behauptung klar.
Andernfalls gibt es einen Punkt zop € K™ mit § := || f(z0)|| > 0. Die Voraussetzung
liefert so einen Radius R > 0, dass || f(z)|| < §/2 fiir alle 2 € K™ mit |z|y > R gilt.
Demnach muss zy in B(0, R) liegen. Auf B(0, R) nimmt ¢ wegen Theorem 2.50
sein Maximum bei einer Stelle 2, an. Also ist ||f(z4)]| > || f(zo)|| = 6 > ||f(x)]|
fur alle € K™ mit |z|o > R. Damit gilt || f(z4)|| = maxzexm || f(2)]]. O

Man kann den Satz vom Maximum auch verwenden, um positive Abstande
nachzuweisen (vergleiche Korollar 4.25 in Analysis 1). Das néchste, sehr allgemeine
diesbeziigliche Resultat wird in spateren Vorlesungen immer wieder verwendet
werden. In den nachfolgenden Bemerkung diskutieren wir es ein wenig.

KOROLLAR 2.52. Seien M ein metrischer Raum, A C M abgeschlossen, K C M
kompakt und AN K = 0. Dann haben A und K einen positiven Abstand
dist(K, A) := inf inf d(z,a) > 0.
zeK acA
Beweis. Die Funktion dy : M — R; da(z) = inf,cad(x,a), ist stetig laut
Bemerkung 2.35. Da K kompakt ist, liefert Theorem 2.50 einen Punkt z_ € K mit

da(z_) = géifr(ldA(I) = ;g}f{;gﬁ d(z,a).
Wegen x_ ¢ A, zeigt Bemerkung 2.35 auch da(z_) > 0. O

BEMERKUNG 2.53. a) Zwei abgeschlossene disjunkte Mengen A und B kénnen
Abstand 0 haben. Ein Beispiel in R? sind A = [1,00) x {0} und die Hyperbel
B={(z,1)|z > 1}, dada((z, 1)) = L fiir £ — oo gegen 0 geht. Dies kann auch

bei einer offenen Menge O und einer kompakten K mit O N K = () auftreten, etwa
bei den sich berithrenden Mengen O = B(0,1) und K = [1,2] x {0} in R?.

b) Seien A, B # () Mengen und f : A x B — R nach unten beschrankt. Dann ist
inf inf f(a,b0) = inf f(a,b) = inf inf f(a,b) == inf f(a,b).

a€AbEB (a,b)EAXB beB acA acAbeB

Eine analoge Aussage gilt fiir Suprema.

BewEs. Fiir (a,b) € A x B gilt f(a,b) > inf(q gjcaxp f(o, ) =: k. Daraus folgt
zunéchst F'(a) := infyep f(a,b) > x und dann inf,c 4 F'(a) > . Um die umgekehrte
Ungleichung zu zeigen, wiahlen wir £ > 0. Dann gibt es ein (a.,b.) € A X B mit

_ > infi _
K> flas,b.) —e > F(a.) 5_;2£gglf?f(a,b) €.

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt die erste Gleichung. Die zweite zeigt man genauso. [J
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Mittels des Satzes vom Maximum kénnen wir nun die Aquivalenz der Nor-
men auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum V' zeigen. Somit ist es fiir reine
Konvergenzbetrachtungen egal, welche Norm man auf V' wahlt. In unendlichdi-
mensionalen Vektorraumen kann es sehr wohl nicht-dquivalente Normen mit sehr
unterschiedlichen Eigenschaften geben, siche Beispiel 2.10 und Satz 2.13.

SATZ 2.54. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann sind alle Normen
auf V' dquivalent. Insbesondere ist V. mit jeder Norm ein Banachraum.

BEWEIS. Sei ||-|| eine Norm auf V. Wir verwenden auch die Norm |||v|| = |®v]
fir v € V aus Bemerkung 2.36, wobei ®v = (x1,...,2,,) und z = 210y + - - - + by
fur eine Basis {b1,...,b,} von V sind. Da |||-|| vollstédndig ist, miissen wir nur noch
die Aquivalenz von ||-|| und [||-||| zeigen. (Siehe Bemerkung 2.12 und Definition 2.6.)

1) Zum einen gilt die Abschitzung

2]l = llzabs + - - + Zmball < 3 il o]l < max{[[ba]],.., om0l =: C o]l

k=1

2) Wir zeigen nun die umgekehrte Ungleichung. Wir haben bislang den Satz von

Bolzano—Weierstraf§ Theorem 2.44 fiir die Norm |||-||| bewiesen (siehe Schritt 1) im
dortigen Beweis). Gemafl Beispiel 2.23 ist die Sphére S(0,1) = {v € V |||v]| = 1}
abgeschlossen fiir |||-|||, und sie ist natiirlich auch beschréankt. Also ist sie in (V/|||-||)

nach Theorem 2.44 kompakt. Wir setzen f : (V. [|-]|) = R; f(v) = ||v||. Wegen der
umgekehrten Dreiecksungleichung und Schritt 1) gilt dann

[f() = fw)] < fv—w| <Clv—wll,  v,weV.
Also ist f stetig. Der Satz vom Maximum Theorem 2.50 liefert einen Vektor

vo € S(0,1) mit ¢ := [Jvo]| = f(vo) < f(w) = ||Jw]| fitr alle w € S(0,1). Da vy # 0
ist, gilt ¢ > 0. Sei nun v € V'\ {0}. Wir setzen w = [|v|| 'v € S(0,1) und erhalten

o]
< lwll = =

il
Somit sind ||-|| und ||-||| &quivalent. O

Wir verbessern noch Satz 4.23 aus Analysis 1 deutlich. Dabei zeigen wir, dass
man eine gleichméflig stetige Funktion von einer dichten Teilmenge stetig und
eindeutig auf den ganzen metrischen Raum fortsetzen kann, falls der Bildraum
vollstandig ist. Diese Aussage wird in der Analysis oft benutzt (wenn auch nicht so
sehr in dieser Vorlesung).

SATz 2.55. Sei M und N metrische Riume, N wvollstindig, D dicht in M, und
J D — N gleichmdfig stetig. Dann gibt es genau eine stetige Funktion f : M — N
mit fip = f, die stetige Fortsetzung von f. Sie ist auch gleichmdfig stetig.

BEWEIS. 1) Zuerst konstruieren wir die Fortsetzung von f per Approximation.
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a) Sei xg € M \ D. Nach Voraussetzung und Satz 2.22 gibt es Punkte z, € D
mit x, — zo fir n — oo. Sei ¢ > 0. Wir verwenden den Radius J, > 0 aus
(2.8) fiir f. Es gibt einen Index N, mit d(z,,zo) < 0./2 fiir alle n > N.. Somit
gilt d(zp,, ) < d(p, o) + d(zo, ) < 0 fur alle n,m > N. und damit wegen
(2.8) auch d(f(zn), f(zm)) < e. (Man beachte, dass hier und an &hnlichen Stellen
Stetigkeit alleine nicht ausreichte.) Da N vollstandig ist, existiert yo = lim,, o f(z,).
Im Grenzwert m — oo erhalten wir auch d(f(z,),v0) < € fur alle n > N..

b) Bevor wir f(z) durch den Limes y, definieren kénnen, miissen wir zeigen,
dass er nicht von der Wahl der Folge (x,) abhéngt. Sei dazu auch z/, € D mit
xl, — xg fiir n — co. Wieder gibt es einen Index N! mit d(z}, o) < 6./2 fir alle
n > N.. Daraus folgt d(z},, x,,) < J. fiur n > max{N., N.}. Aus (2.8) und Schritt a)
schliefen wir dann

d(yo, f (7)) < d(yo, f(za)) + d(f(z),

f(a,
Also konvergiert auch (f(z,)) gegen yo. Wir setzen nun f(zq) = yo und f(z) = f(z)
fir x € D.

2) Wir zeigen die gleichméBige Stetigkeit von f: M — N. Weiterhin seien € > 0
und d. > 0 aus (2.8) fiir f. Wéhle z,z € M mit d(z,z) < 0./3. Nach Schritt 1)
gibt es Punkte 2/, 2" € D mit d(z,2') < 0./3, d(2,2") < 6./3, d(f(z), f(2)) < ¢
und d(f(z), f(2')) <e. (Fir x € D setzt man einfach 2/ = x.) Also haben wir

d(2,2) < d(2,x) + d(x, 2) + d(z,2") <6..
Mit (2.8) folgt dann wie gewiinscht

d(f(2), [(2)) < A(f(2), f(2") +A(f(2), F(z) + A(f(), [(2)) < 3e.
3) Sei auch g : M — N eine stetige Fortsetzung von f. Wahle g € M \ D. Wir

nehmen wieder eine Folge () in D mit Grenzwert xo. Die Stetigkeit von g und f
impliziert nun

W) < 2e.

g(wo) = lim g(x,) = lim f(z,) = f(zo). D

n—

Um den Zwischenwertsatz fiir reelle Funktionen auf z.B. R™ zu verallgemeinern,
benotigen wir den folgenden Begriff.

DEFINITION 2.56. Ein metrischer Raum M heifst wegzusammenhangend, wenn
es fir alle x,y € M einen stetigen Weg in M von x nach y g¢ibt; d.h., es gibt eine
Funktion w € C([0,1], M) mit w(0) =z und w(1l) = y.

Statt von Wegen spricht man hier auch von Kurven. Es gibt den schwéacheren
Begriff des ‘Zusammenhangs’, auf den wir aber nicht eingehen werden. Wir dis-
kutieren zunachst das Verhaltnis des Wegzusammenhangs mit anderen wichtigen
Konzepten.

BEISPIEL 2.57. a) Eine nichtleere Teilmenge M von R (versehen mit d(z,y) =
|z — yl|) ist genau dann wegzusammenhéngend, wenn sie ein Intervall ist.
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BEWEIS. Sei M = [a, b]. Fiir gegebene .,y € [a, b] setzen wir w(t) = (1 —t)z +ty
fur t € [0,1]. Dann ist w : [0,1] — M stetig mit w(0) = x und w(1l) = y.

Sei M wegzusammenhangend. Wir nehmen an, M ware kein Intervall. Dann
gibt es Zahlen x < z < y mit x,y € M und z € R\ M. Weiter haben wir eine
Funktion w € C([0, 1], M) mit w(0) = z und w(1) = y. Nach dem Zwischenwertsatz
Theorem 2.24 in Analysis 1 ist w([0, 1]) € M ein Intervall, muss also z enthalten.
Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. U

b) Sei X ein normierter Vektorraum. Eine Teilmenge M von X heifit konver, wenn
fiir je zwei Punkte ,y € M die Verbindungsstrecke zj) := {(1 — t)z + ty |t € [0,1]}
in M liegt. Sie heifit sternformig, wenn es ein Zentrum zy € M so gibt, dass fir
alle z € M die Strecke Z# in M liegt.

c¢) Konvexe Mengen sind sternférmig und sternférmige Mengen sind wegzusam-
menhangend. Die Umkehrungen sind im Allgemeinen falsch. O

Wir zeigen nun den Zwischenwertsatz in metrischen Rdumen, der fiir reellwertige
Funktionen recht nahe am gleichnamigen Resultat aus Analysis 1 ist.

THEOREM 2.58. Seien M und N metrische Riume, M wegzusammenhdngend
und f € C(M,N). Dann ist f(M) wegzusammenhdngend. Im Fall N =R ist f(M)
ein Intervall.

BEWEIS. Es seien yo,y; € f(M). Dann existieren Elemente xg und z; aus M
mit f(xg) = yo und f(z1) = y1. Nach Voraussetzung gibt es eine Funktion w €
C([0,1], M) mit w(0) = o und w(l) = x;. Dann liegt v := fow in C([0,1], f(M))
und erfiillt v(0) = yo und v(1) = y;. Also ist f(M) wegzusammenhéngend. Die
zweite Behauptung folgt nun aus Beispiel 2.57. U



KAPITEL 3

Differentialrechnung

In diesem Kapitel entwickeln wir eine Theorie der Ableitung von Funktionen
f:R™ = R! die der in R gleicht. Allerdings kénnen wir die Definition mittels
des Differenzenquotienten aus Analysis 1 nicht tibernehmen, da diese auf der
Korperstruktur von R (oder C) beruht. Bevor wir die neue Definition angeben,
diskutieren wir einen einfachen Spezialfall und einen eng verwandten Begriff.

Soweit nichts anderes gesagt wird, sind V' und W endlichdimensionale normierte
Vektorrdume tiber K € {R,C}, ) # D C V oder ) # D C R™ sind offene
Teilmengen, R™ ist mit | - [ und L(V, W) mit der Operatornorm ||-|| versehen.

Eine Funktion f : M — N; X --- x N; kann man als Vektor f = (fy--- fi)T
schreiben. Dabei sind die Komponenten f; := Pj o f : M — N; durch die Koordi-
natenabbildungen P; : Ny x -+ x N; = Nj; . = (21 ---2;)7 — x;, gegeben.

3.1. Differenzierbarkeit und Ableitungsregeln

A) Die Kurventangente. Sei J ein Intervall positiver Léange. Wir betrachten
zunachst auf J definierte, vektorwertige Funktionen.

DEFINITION 3.1. a) Seien f = (fi--- f1)T:J — R und ty € J. Die Funktion f
ist bei ty differenzierbar, wenn der Grenzwert

fl(to) == ,ILE)I%) F(f(to+h) — f(to)) (3.1)

in RY existiert. Der Vektor f'(ty) € R! heifit dann Ableitung von f bei ty. Wenn
dies bei allen ty € J gilt, ist f differenzierbar (auf J), und wir haben die Ableitung
'+ J— R Falls f auf J auch stetig ist, nennen wir f stetig differenzierbar (auf
J). Iterativ definiert man die k-te Ableitung f® fiir k € N (soweit existent). Man
schreibt C*(J,RY) = {f : J — R| f ist k-fach stetig differenzierbar}.

b) Sei f € CF(J,RY) fiir ein k € N. Man bezeichnet dann f auch als C*-Kurve
oder als C*-Parametrisierung, und I' = f(J) als Spur der Kurve. Sei f'(to) # 0 fiir
ein ty € J. Dann ist f'(ty) € R! der Tangentialvektor und

Ty f =A{7(s) = f(to) + (s —t0) ['(to) | s € R}
die Tangente von f bei ty. Man nennt f regular, wenn f'(t) # 0 fir alle t € J ist.
In (3.1) betrachten wir A € R\ {0} mit ¢, + h € J. Falls J Randpunkte hat,

erhalten wir dort einseitige Grenzwerte in (3.1). Wir diskutieren die obigen Begriffe,
bevor wir zwei Beispiele behandeln. In Kapitel 4 kommen wir auf Kurven zurtick.

63
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BEMERKUNG 3.2. a) Nach Satz 2.9 gilt genau dann (3.1), wenn jede Komponente
fi + J = R in t, differenzierbar ist, und dann haben wir f'(to) = (fi(to) - - f/(t0))T
Ferner ist C*(J,RY) ={f = (fr---fi)T: J = R |Vje{l,...,l}: f; € C*(J,R)}.

b) Die gleiche Spur kann sehr unterschiedlich (regular oder nicht regulér) para-
metrisiert werden. Als Beispiel betrachten wir die Kreislinie I' = S(0, 1) in R?, die

das Bild folgender Funktionen ist:
f:[0,27] = R%:  f(t) = <

cost

sin ¢ — sin(2t)

) asbem R g0~ (

(1 0)T, t € 10,2m),
f(t—2m), te2m4n].

cos(2t) ) |

h:[0,47] = R* h(t) = {

Hier durchlaufen f und h die Kreislinie einmal im Gegenuhrzeigersinn und g zweimal
mit doppelter Geschwindigkeit (im Vergleich zu f) im Uhrzeigersinn. Dabei sind f
und g regulér, aber nicht h, da h zuerst konstant ist.

c) Seien f € C*(J,R"), I C R ein Interval und ¢ : I — J eine bijektive Abbildung
in C*(I,R) mit ¢/(t) # 0 fiir alle t € I. (Sie ist dann strikt monoton.) Dann ist
¢ ein OF-Parameterwechsel. Im Falle ¢’ > 0 heift er orientierungserhaltend. Die
Funktion g = f o ¢ liegt in C*(I, R!) und hat das Bild g(I) = f(J). Fiir sy € I und
to = ¢(s0) zeigen Teil a) und die Kettenregel aus Analysis 1 die Gleichung

9'(s0) = ((fied)(s0) --- (fro9) (s0))T = ¢ (s0) [ (¢(s0)).
Wegen ¢’ # 0 ist die Regularitdt von f dquivalent zu der von g. Wenn f'(tg) # 0
ist, hat die Kurve g bei sy die gleiche Tangente wie f bei ty. Die jeweiligen
Tangentialvektoren unterscheiden sich aber, falls ¢'(sg) # 1 ist.
d) Sei f:J — R'in ty € J differenzierbar. Fiir gegebenes v € R! mit v # f'(ty),
sei ferner h: R — R’ h(t) = f(to) + (t — to)v. Wie in Bemerkung 5.2 von Analysis 1
erhélt man so ein § > 0, dass fiir alle t € J mit 0 < |t — to| < ¢ die Abschitzung

[f(t) = h()]2 > [f(t) — T(t)]2
gilt. Die Tangente ist also die beste lineare Approximation an f bei tg.

e) Wenn u(t) € R? die Position eines Teilchens zur Zeit ¢ beschreibt, so ist
u/(t) € R? seine Geschwindigkeit. O

BEISPIEL 3.3. a) Die Ellipse E mit Halbmessern a,b > 0 wird durch f: R — R?;
f(t) = (acost bsint)T =: (z(t) y(t))7, t € R, parametrisiert. Diese Funktion
erfilllt f/'(t) = (—asint bcost)T und die Ellipsengleichung

x(t)? t)?

2, 90

a b2
(Fir a = b = r erhélt man den Kreis um 0 mit Radius r.) Eine weitere Parame-
trisierung ist g : R — R?; g(t) = (asin§ bcos$)T. Es gelten g(t) = f(*5*) und
g'(t) = —5 /(%) fir ¢ € R. Hier haben wir den (nicht orientierungserhaltenden)

= sin®(t) + cos?(t) = 1.
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Parameterwechsel ¢(s) = 752. Orientierungserhaltend wére etwa t)(s) = ==, Das

folgende Schaubild zeigt E mit der Parametrisierung f und zwei Tangentenvektoren.
T T T T T

t=n/2 (%)

S t=0
t=m t=27
o L o |
t=3/2m
| | | | |
—4 -2 0 2 4
X

b) Die Schraubenlinie mit Radius » > 0 und ‘Ganghoéhe’ 27h > 0 ist durch

rcost —rsint
fR—=RY f(t)=|rsint], mit Ableitung f'(t) = | rcost |,
ht h

gegeben. Auch hier zeigen wir das Bild von f und zwei Tangentenvektoren.

B) Partielle Ableitungen. Wir werden spater Ableitungen meist mittels des
folgenden Begriffs berechnen.

DEFINITION 3.4. Seien D C R™ offen, f : D — R, x € D und r > 0 mit
B(xz,r) C D. Firk e {1,...,m} definieren wir die Funktion

ok (=rr) = Ry pop(t) = flx +tey) = f(x1,. -y Tp_1, Tk +E, Ti1y - oo Ty
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Sei ¢, bei t = 0 differenzierbar. Dann bezeichnet man ¢, (0) als k-te partielle
Ableitung von f bei x und schreibt

OF (&) = lim L (f (2 + ter) — F(2)) = £L(0).

:Txk t—0 ¢

Wenn alle partiellen Ableitungen Oy f erster Ordnung bei x existieren, so heifit f
bei x (einmal) partiell differenzierbar. Wenn dies fir jedes x € D gilt, so ist [ (auf
D ) partiell differenzierbar.

Wenn die partielle Ableitung Opf : D — R auf ganz D existiert, definiert man
(soweit existent) die partiellen Ableitung zweiter Ordnung durch

02 f

- Ox;j0xy,

0;0 f (1) = Oy f () (x) := 0;(Of) ()
fir j € {1,...,m}. (Man schreibt auch 97 statt 0,0y ). Dies kann man zu partiellen
Ableitungen n-ter Ordnung iterieren.

Man berechnet etwa 0 f(z), indem man die Variablen xs, ..., 2, in f fest halt
(sie also als Konstanten auffasst) und dann f wie in Analysis 1 nach z; ableitet.
Dieses (sehr wichtige) Vorgehen illustrieren wir unten in einigen Beispiele.

Wir iibertragen zunéchst die einfacheren Ableitungsregeln aus Analysis 1 auf
partielle Ableitungen. Bei Produkten beziehen sich die Ableitungen J etc. immer
nur auf die unmittelbar folgende Funktion.

LEMMA 3.5. Seien D C R™ offen, f,g: D - R, x € D und k € {1,...,m}
so, dass die partiellen Ableitungen O f(x) und Org(x) existieren. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

a) Fir o, B € R ezistiert  Op(af + B9)(z) = adf(x) + SOrg(x).

b) Es existiert  Ox(fg)(x) = Opf(x)g(z) + f(x)0kg(x).

c) Sei ferner g(z) # 0. Dann existiert

o (£) () - 2Llee)— felrate)
9 9*(z)
BEWEIS. Diese Aussagen folgen aus Satz 5.5 in Analysis 1, wenn wir ihn auf

die Funktionen ¢t — af(x + tey) + Bg(z + tex), t — f(z + tex)g(x + tey) und
t — f(z+tex)/g(x +tey) anwenden. O

Die Ketten- und Umkehrregel lassen sich auf dem Niveau partieller Ableitungen
nicht so einfach formulieren und beweisen. (Siehe Satz 3.11 und Theorem 3.36.)

BEISPIEL 3.6. a) Sei f : R*? = R; f(x,y) = 2z +sin(zy?). Auf R? existieren dann

O f(z,y) =2+ y* cos(zy?), o f(x,y) = 2zy cos(zy?),
o f(z,y) = —y4 sin(ny) O f(x,y) =2y Cos(ny) — 2xy3 Sin(a:yz).
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b) Seien v € R, k € {1,...,m}, und f : R™\ {0} — R; f(z) = |z|;. Dann
existiert die partielle Ableitung

Ouf(@) = (et 4+ +a2)F = 2 (ad 4o+ 22) 57 200 = aayfalg
fir x # 0. Speziell gilt O x|, = ;—"“2
c) Sei f: R? — R durch
g [ @ ER(0.0),
7 0, (z,y) = (0,0),

gegeben. Dann ist f bei (0,0) nach Beispiel 2.31 unstetig. Aber die partiellen Ablei-
tungen existieren auf R?: Zunéchst gelten fir (x,y) € R*\ {(0,0)} die Gleichungen

Y@ +y) —ay2r y(y® —2?) _ (@ —y?)
alf(xv y) - (IL‘2 + yg)g - (1‘2 + y2)2a an([L', y) - (1‘2 i y2>2 :
Seien (z,y) = (0,0) und ¢ # 0. Dann erhalten wir (f(¢,0) — £(0,0)) = 0 und somit

gibt es 9, f(0,0) = 0. Ahnlich zeigt man die Existenz von df(0,0) = 0.
Hier explodieren 0, f(0,y) = i und Oy f(x,0) = % fir y — 0 bzw. x — 0. O

C) Die Ableitung. Fiir eine Abbildung f : R™ — R! mit m > 2 konnen wir
keinen Differenzenquotienten definieren. Um einen Ausweg zu finden, reformulieren
wir die Definition der Ableitung einer differenzierbaren Funktion f : R — R
bei 2y € R. Die Ableitung f’(z¢) liefert die Tangente und damit die beste lineare
Approximation an f bei g, siche Bemerkung 5.2 in Analysis 1. Deswegen verwenden
wir das erste Taylorrestglied R(h) := f(zo + h) — (f(x0) + f'(z0)h) fir h € R\ {0},
das die Differenz zwischen der Funktion und der Tangente bei f(z() angibt. Dann
konvergiert der Ausdruck

RO [ fanth) = fa)
|h| h
fir h — 0. Auf der linken Seite steht hier ein Quotient von Betragen. Dessen
Konvergenz gegen 0 kann man auf Dimensionen [, m > 1 verallgemeinern, indem
man die Betrdge durch Normen ersetzt. In manchen Situationen (etwa in Matri-
zenrdumen) benétigt man Ableitungen auch auf allgemeinen endlichdimensionalen
Vektorrdumen, sodass wir die Theorie anfanglich in dieser Allgemeinheit entwickeln.
Dabei ist K = C zugelassen. (Den unendlichdimensionalen Fall betrachten wir
nicht, obwohl er sich nicht wesentlich unterscheidet, vergleiche Kapitel VII in [2].)

DEFINITION 3.7. Seien V und W endlichdimensionale normierte Vektorriume,
D CV offen, f: D — W, x9 € D undr >0 mit By(xg,7) C D. Betrachte h € V
mit 0 < ||h||,, < r. Die Funktion f ist differenzierbar in zo, wenn es so eine lineare
Abbildung A = A,, € L(V,W) gibt, dass

1

121y

If (o + h) = f(wo) = Ablly, = 0 fir |[All, =0 (3.2)
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konwergzert Man schreibt dann f'(xq) := A und nennt A die Ableitung von f bei
Wenn f in jedem xo € D differenzierbar ist, so heifsit f differenzierbar auf D
und die Abbildung f': D — L(V, W) bezeichnet man als Ableitung von f.

In dieser Definition ist f’(x) nicht als ein Limes gegeben, sondern muss eigentlich
zuerst ‘geraten’ werden, bevor man (3.2) nachpriifen kann. Allerdings kann dies
Hand in Hand geschehen, siehe Beispiel 3.10. In der Literatur verwendet man statt
f'oft Of, df oder Df; auch bei den partiellen Ableitungen variieren die Notationen.
Ublicherweise schreiben wir einfach [|-| statt ||-||,, oder [|-]|;;. Wir verwenden meist
die Raume V = R™ und W = R!, die mit |- |, versehen sind. In diesem Fall werden
wir in Theorem 3.13 eine Formel fiir f/(x) finden.

Wir zeigen zunéchst, dass die Ableitung wieder die beste lineare Approximation
an f bei xg ist und dass sie eindeutig bestimmt ist. Am Ende des Kapitels diskutieren
wir ihren Bezug zu Tangentialflachen. Wie in Definition 5.38 in Analysis 1 bedeutet

R(z) = o(||z]|) fir z — 0, dass ”Iﬁ( ”)” — 0 fur ||z|| — 0 konvergiert.

BEMERKUNG 3.8. Es seien f: D — W und B(x,r) C D.
a) Mit A = f'(xg) erhalten wir in Definition 3.7 die Aquivalenzen
(3.2) < Ve>036€(0,r) VReB(0,0) : || f(zo+h)—f(zo)—f (zo)h] < elh]
< f(xo+h) = f(xo) + f'(xo)h + R(h) mit R(h) = o(||h]]), h — 0.

Weiter sei B € L(V, W) ungleich f'(zo). Wéhle einen Vektor v € V mit ||v]| =1
und « := ||Bv — f'(x¢)v] > 0. Fir t € (0,7) und h = tv gelten xy + h € D und

- R(h)

|Hf(xo)h Bh+R(h)|| = [|Bo—f'(zo)v H_W'
Da die rechte Seite gegen « fiir ||h|| =t — 0 strebt, folgt fir geniigend kleine ¢ mit
(3.2) die Ungleichung
2ta ta ,
1f (o + tv) = flzo) = Btv)l| 2 == > 5 = [f(zo + tv) = f(20) = f'(z0)(tV)].

b) Ahnlich wie in Teil a) sieht man dass ein Operator B € L(V, W), der (3.2)
erfiillt, schon gleich f’(x) sein muss. O
c¢) Fiir offene J stimmen Definitionen 3.1 und 3.7 und die jeweiligen Ableitungen
tiberein. Wegen Bemerkung 3.2a) folgt dies aus dem Text vor Definition 3.7.  {

Als néchstes sehen wir, dass Differenzierbarkeit im obigen Sinne wie im Eindi-
mensionalen die Stetigkeit impliziert. Folglich ist die in (0,0) unstetige Funktion f
aus Beispiel 3.6 ¢) dort nicht ableitbar, obwohl sie partiell differenzierbar ist!

SATZ 3.9. Seien D C'V offen und f: D — W in xq € D differenzierbar. Dann
gibt es solche Konstanten r,c > 0, dass B(x,7) C D und

1/ (2o + ) = fwo)llw < cllhlly
fiir alle h € V-mit ||h||,, < gelten. Insbesondere ist f bei xq stetig.
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BEWEIs. Da D offen ist, gibt es einen Radius rg > 0 mit B(xg,r9) C D. Aus
(3.2) erhalten wir so eine Zahl r € (0,7(), dass die Ungleichung
1f (o + h) = f(xo) — (o)l < [IR]|
fiir alle h € B(0,7) \ {0} gilt. Fiir diese h folgt nun
1/ (zo + h) = f@o)l| < (w0 + h) = flxo) — f'(wo) |l + ||/ (o)Al
< (L4 1 (o) DN,

wobei wir auch Satz 2.37 zur Operatornorm verwendet haben. O

In den folgenden Beispielen berechnen wir die Ableitung direkt mittels Definiti-
on 3.7. Wir erinnern zuerst an einige Eigenschaften des (reellen) Skalarproduktes

(zly) = Z TYk
k=1

fir x,y € R™: Die Abbildungen z +— (z|y) und y — (z|y) von R™ nach R sind
linear, und es gelten (z]y) = (y|x), sowie |z|5 = (z|z) > 0. Den Raum der [ x m-
Matrizen iiber K bezeichnen wir ferner mit K. Wir schreiben AT = [ay;] € R™*!
fiir die Transponierte der Matrix A = [a ;] € R™™. Sie erfiillt die Gleichung

(Ax|y) = i ( 7: ajkxk)yj = i zm: AjkTrY; = i mk(i%‘k?/j) = ($|AT9)-

j=1 k= j=1k=1 k=1 j=1
Wir identifizieren oft L(R™,R) mit den m-dimensionalen Zeilenvektoren R*™,
sowie L(R,R™) mit R™ = R™*! und schreiben (z|y) = 2Ty im Sinne des Matri-
zenproduktes.

BEISPIEL 3.10. a) Seien A € L(V,W) und b € V. Wir betrachten die affine
Abbildung f :V — W; f(x) = Az +b. Seien xg,h € V. Um f'(x() zu bestimmen,
missen wir so eine lineare Funktion h — B, h finden, dass f(xg+h)— f(zo) — By h
schneller als ||h|| fiir h — 0 gegen 0 strebt. Dafiir muss B,,h gerade dem linearen
Anteil von f(xg+ h) — f(xo) entsprechen. Hier gilt

f(zo+h) — f(x0) = A(zo + h) — Azg = Ah,
also wird man B,, = A setzen. Damit folgt ndmlich
f(xo+h) = f(zo) = Ah =0,
sodass (3.2) offenbar gilt. Folglich ist f differenzierbar mit f'(zq) = A fur jedes
xo € V. Hier ist f': V — L(V, W) die konstante Funktion = — A.

b) Der Operator A € L(R™) werde durch die m x m-Matrix [a;;] dargestellt.

Wir betrachten die quadratische Funktion f : R™ — R; f(z) = (Az|x). Seien
xo, h € R™. Mittels der obigen Eigenschaften des Skalarprodukts berechnen wir

f(@o+h) = fzo) = (A(zo + h)|xo + h) — (Axo|zo) = (Axo|h) + (Ah|zo) + (Ah|h)
Der in h lineare Anteil 188t sich als (Azg|h) + (Ah|zg) = ((A + AT)xo|h) schreiben.
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Dies fiihrt uns auf die Behauptung, dass die Funktion f bei jedem zy € R™ diffe-
renzierbar und ihre Ableitung f’'(zo) € L(R™,R) durch f'(zo)h = ((A+ AT)xo|h)
fir h € R™ gegeben ist. (Hier ist also f': R™ — L(R™ R) eine lineare Funktion in
xo.) Wir konnen auch f'(zg) = (Axg + ATxzo)T schreiben. Im symmetrischen Fall
AT = A, gilt somit f'(zg)h = 2(Axg|h) oder f'(xg) = 2(Ax)T.

BEWEIS. Sei g € R™. Fir h € R™ setzen wir

R(h) = f(zo + h) = f(wo) = ((A+ AT)xo|h).

Die obige Rechnung, die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und Satz 2.37 zur
Operatornorm fihren auf

|R(h) = |(Ah|h)| < |Ah|y |h]2 < [IA][A]5.

Also gilt |R(h)|/|h|2 < |A]| |h|2 — O fir A — 0. O

c¢) Das Matrizenprodukt P : R™>*™ x R™*" — R>": (A B) — AB, behandelt
man dhnlich. Seien (A, B) € R>™ x R™*" die Stelle, an der P abgeleitet wird, und
(H,K) € R»™ x R™" der Differenzvektor. Wir versehen den Raum R>™ x R™*"
mit der Norm ||H|| + || K|, vergleiche Beispiel 2.15. Wie oben betrachten wir

P((A,B) + (H,K)) — P(A,B) = (A+ H)(B+ K) — AB = AK + HB + HK,

Hier ist der in (H, K) lineare Anteil gerade die Abbildung R™>*™ x R™*" — RIX";
(H,K)— AK + HB. Wir berechnen damit

|P(A+H,B + K) — P(A,B) — (AK + HB)||
= [|[HK| < |HK| < s(H] +1K])* = 5 |(H, K|,

wobei Satz 2.37 eingeht. Also ist P bei jedem (A, B) € R*™ x R™*" differenzierbar
und die Ableitung ist durch P'(A, B)(H,K) = AK + HB gegeben. Spezialfille
sind das Skalarprodukt fiir [ = 1 = n oder das Matrix-Vektor-Produkt fiir n = 1. {

Beim letzten Beispiel und bei den folgenden Ableitungsregeln beachte man, dass
Operatoren in der Regel nicht kommutieren. Die Regeln entsprechen ansonsten
genau denen in Analysis 1, die Beweise unterscheiden sich allerdings. Die Produktre-
gel behandeln wir im Anschluss. Beispiele betrachten wir dann nach Theorem 3.13.
Die deutlich schwierigere Umkehrregel ist R™ wird erst in Theorem 3.36 gezeigt.

SATZ 3.11. Seien D C V offen, x € D und f : D — W differenzierbar bei x.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Seien g : D — W bei x differenzierbar und o, 5 € R. Dann ist af + Bg :
D — W bei x differenzierbar und erfillt  (af + Bg)'(z) = af'(z) + B¢'(x).

b) Seien Z ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum, D C W offen mit
f(D)C D undg:D — Z beiy = f(z) differenzierbar. Dann ist go f : D — Z bei
x differenzierbar und erfillt

(go f)(z) =g (f(z)) f'(x).  (Kettenregel)
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BeEWwEIs. Es gibt 1o > 0 mit B(x,ry) C D. Sei h € By (0,ry) \ {0}. Wir ‘raten’
die Ableitungen passend zu Analysis 1 und priifen dann (3.2) recht direkt nach.

a) Aus (3.2) folgt

HflLH ||Oéf(113 + h) + Bg(x + h) — (a/f(;p) + 59(1‘)) _ (Oéf/(l‘) + 59’(%))h”
Sﬂ%Hﬂw+M—fw%<ﬂ@muwmwmx+m—guwﬂﬂww
— 0, h — 0.

b) Es sei u = g o f. Wir schreiben
Ry(h) = u(z +h) —u(z) = ¢'(f(2)) f'(x)h
= {g(f(@+ 1) = g(f(x)) = ¢ (f(@))(f(zx+ D) — f(l’))}

+ 9 (f@)|f (e +h) = f(z) = ['(@)h]
und setzen w = f(x+h) — f(z), Ry(w) ={...} und Ry(h) = [...]. Hier haben wir
bei ¢’(f(x)) die Differenz w der Argumente von g erganzt, was erfreulicherweise
gerade auf den gewiinschten Ausdruck Rf(h) fiihrt.

Satz 3.9 liefert solche Konstanten ¢ > 1 und r € (0,r), dass fiir alle h € By (0, r)
die Ungleichung ||w||w < ¢ ||h||v gilt. (Falls nétig vergroBern wir ¢, bzw. verkleinern
r >0, in Satz 3.9.) Es gibt einen Radius p > 0 mit B(f(z),p) C D.

Sei nun € > 0. Wir wahlen ¢ > 0 wie in Bemerkung 3.8a) fiir die Ausdriicke
R, und Ry, wobei wir 6 < min{r, p} annehmen kénnen. Sei [|h|ly < d/c < <7
und somit ||w|lw < cllh|ly < 0 < p. Mittels Satz 2.37 zur Operatornorm und
Bemerkung 3.8a) berechnen wir nun

[Ru()llz < [[Rg(w)llz + llg'(f (@) Lowz) |1 By (B) [ w

< ellwllw + llg'(f (@) leow.z) € [12]lv

< (e lg'(f @)Lz ]y
Wegen Bemerkung 3.8 a) zeigt dies die Kettenregel. O

Aus der Kettenregel folgern wir die Produktregel sogar fir matrizenwertige

Funktionen. Mit mehr Aufwand kénnte man den Beweis auch direkt mit (3.2) und
Satz 3.9 fithren. Man beachte, dass die Ableitung von F : R? — R>™ bei 2 € R?
eine lineare Abbildung F’(z) : R? — R>™ ist; d.h., [F'(x)h] ist fiir jedes h € R?
eine [ x m Matrix. Man stellt F'(x) durch Koeffizienten a;;;, dar, etwa mit Indizes
ie{l,...,l},je{l,...,d} und k € {1,...,m}. (Wir modifizieren hier unsere
Bezeichnungskonventionen ein wenig.)

SATZ 3.12. Seien D C R? offen, sowie F : D — R>™ und G : D — R™ " bei
x € D differenzierbar. Dann besitzt das Produkt FG : D — R>™ bei x die Ableitung

(FGY(x) = F'(2)G(z) + F(2)G'(x) € L(RYR™™).
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BEWEIS. Wir setzen U : D — R>™ U(z) = F(z)G(z). Um U abzuleiten,
betrachten wir die Funktionen P : R>™ x R™*" — R*": P(A B) = AB, und
®: D — R*™ x R™": &(z) = (F(z), G(x)). Dann gilt U = P o ®. Beispiel 3.10¢)
und eine Ubung zeigen, dass die Ableitungen

P'(A,B)[H,K|=AK+ HB  bzw. ' (z) = (F'(x),G'(x))
bei (A4, B) € R*™ x R™*" bzw. x € D existieren, wobei (H, K) € R*™ x R™*"
ist. Nach Satz 3.11 ist dann U differenzierbar mit der Ableitung
U'(z) = P'(®(x))d(x) = F(2)G'(x) + F'(2)G(x). O
Fiir h € R? bedeutet diese Produktregel
(FG)'(x)h] = [F'(2)h)G(z) + F(x)[G'(x)h] € R™".

Spezialfille sind die Multiplikation f(z)g(x) in R (mit | = m = n = 1 und der
Identifikation L(R,R) = R), das Skalarprodukt (f(z)|g(x)) fir [ = 1 = n oder
das Matrix-Vektor-Produkt F(z)g(z) fiir n = 1. Im® Falle des Skalarproduktes
mit differenzierbaren f,g : D — R™ = R™*! und D C R? beschreiben wir die
Ableitung néher, die wir hier mit 0, bezeihnen. Satz 3.12 liefert

0:(F @)lg(@)]h = [0a(F (@)Tg(@)) | h = (/)T Blg(a) + [ ()] ()]
— (f/(@)hlg(@)) + (f(@)lg (@)h)

fir € D und h € R% Im letzten Schritt nutzen wir, dass (3.2) per Transposition
1
17|

und damit die Existenz von (f(z)T)'h = (f'(z)h)T liefert.
Mittels des nachsten zentralen Resultats wird in den typischen Beispielen im
R™ recht einfach die Differenzierbarkeit gezeigt und die Ableitung berechnet (siehe

etwa Beispiel 3.14). Man beachte, dass man wegen Beispiel 3.6 ¢) und Satz 3.9 in
Behauptung b) auf die Stetigkeit der partiellen Ableitungen nicht verzichten kann.

THEOREM 3.13. Seien D CR™ offen, f: D =R, 2 € D und f = (f1-- fi)T.

a) Sei f bei x differenzierbar. Dann existieren alle partiellen Ableitungen Oy f;(x)
firjge{l,...,l} und k € {1,...,m} und die Ableitung f'(x) wird beziglich der
Standardbasen {ei, ..., e,} mit n € {I,m} durch die Jacobimatrix

filx) -+ Onfilx)

If(z+h)T = f@) = (f(@)h) — 0, h=0,

@f}(w) &Jz(x) k=1,m

dargestellt. (Wir identifizieren meist f'(z) € L(R™ RY) mit 0f(z) € R>*™.)
b) Fir ein r > 0 liege die Kugel B(xz,r) in D, fir alle j € {1,...,1} und
ke{l,....,m} ezistieren die partiellen Ableitungen O f; auf B(z,r) und sie seien

5Die folgende Aussage wurde in der Vorlesung nicht behandelt.
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stetig. Dann ist f bei jedem y € B(x,r) differenzierbar, wobei f'(y) durch Of(y)
dargestellt wird. Weiter ist die Ableitung f': B(x,r) — L(R™,RY) stetig.

BEWEIS. a) Seien B(x,79) C D und k€ {1,...,m}. Wir setzen ¢: (—rg, o) =R}
o(t) = f(x + tey), sowie h = tey, fir t € (—rg,r9) \ {0}. Dann gelten

L) = pl0) = F@)er] = G (@) = (@) = @)l — 0

t
fur |hly = |t| — 0, wobei wir (3.2) verwendet haben. Nach Definition 3.1 existiert
also die Ableitung ¢'(0) = f'(x)ex. Fur jedes j € {1,...,{} erhalten wir daraus
die Gleichung [f'(7)er]; = ¢(0) = Ok f(x) geméB Definition 3.4. Also wird f'(z)
durch 0f(x) beziiglich der Basen {ey,...,e,} und {ey,..., e} dargestellt.

b) Seien r > 0 aus Behauptung b), y € B(z,r) € D, und j € {1,...,l}. Es
gibt einen Radius ry > 0 mit B(y,r1) C B(z,r). Wahle h € B(0,71) \ {0}. Dann
gelten h = hie; + - -+ + hye,, fir die Komponenten hy, € [—|h|s, |h|2] von A und
|hier + -+ 4 hgegla < |h|2 fiir jedes k € {1,...,m}. Wir schreiben nun

fily+h)=fi(y) = fi(y+hies + ...+ hmen) — fi(y + hier + ...+ hyp_1€p—1)
+ fi(y+hier +.. .4 hprem—1) — fi(y+hier+. . . 4hpsem_2)
o Sy + aen) = f(y)-
Der Mittelwertsatz Theorem 5.21 aus Analysis 1 liefert fiir die Funktion ¢ :
[—|h1], |Pa]] = R; ¢1(t) = fi(y + ter), eine Zahl 7y € (—|hi],|h1|) mit ¢1(h1) —
¢1(0) = ¢! (11)h;1. Nach Definition 3.4 bedeutet dies gerade
fity + hiex) — fi(y) = 01 fi(y + Tier) .

Die anderen Differenzen behandelt man entsprechend. So erhalten wir Zwischen-
stellen 7, € (—|hgl, |hg|) mit

fily+h) = fily) = Z Oufi(y + hier + -+ - + hy_1€5_1 + Ther) hu,
k=1
wobei f;(y + hoeg + mie1) gleich f;(y + mie1) sein soll. Man beachte, dass auch die
2-Norm der Vektoren hjeq + -« -+ hg_1ex_1 + Trex kleiner gleich |h|y ist. In Hinblick

auf Definition 3.7 setzen wir

R;i(h) = fi(y+h)—f;(y)=[0:f;(W) - Onfi(y)]h = fj(y+h)—fj(y)—z O fi(y)hu.
k=1

Diese Formeln fithren auf die Abschatzung

|R;j(R)| <> 10kfi(y + hier + - + hy_1ep1 + Teex) i, — O fi(y) ]
P
< max 0k f5(2) = Ok fi ()| ([ha| + -+ + [himl)

ke{l,....m},2€B(y,|h|2)

<Vmlhly | omax10u;() = 9fi ),

ke{l ~~~~~ m},zEE(y,\h\g
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wobei wir Satz 2.8 verwendet haben. Aus dieser Ungleichung folgt

PV
T+ 1) = 1) = OF @kl = o (Zm *) < o, L)

< T, rggxzeg;ﬁmlﬁkfy(d O fi(y)-

Da die Funktionen 0y f; auf B(y, r;) stetig sind, konvergiert der obige Ausdruck fiir
|h|o — 0 gegen 0. Also ist f bei y € B(z,r) differenzierbar und f'(y) € L(R™, R')
wird durch die Matrix 0f(y) dargestellt. Da y — 0f(y) nach Voraussetzung
komponentenweise stetig ist, liefert Beispiel 2.38b) die Stetigkeit der Abbildung
y o () € LR™ R). 0

BEISPIEL 3.14. Die Komponenten der Funktion
ey
f:R* = R% f(x,y)=| sinz |,
2+ Yy

sind gemafl Analysis 1 stetig partiell differenzierbar auf R?. Laut Theorem 3.13 ist
somit f differenzierbar mit der stetigen Ableitung

‘ yze‘ryz Qxyegcy2
fiR* = R f(z,y)=| cosz 0 . O
20 +vy T

In der néchsten Folgerung reformulieren wir Theorem 3.13 und kombinieren es
mit der Kettenregel, um diese auch in Koordinaten auszudriicken. Man beachte,
dass fiir m = 1 die Definition in Teil a) mit Definition 3.1 iibereinstimmt.

KOROLLAR 3.15. Sei D C R™ offen.
a) Es gelten die Gleichungen

CY(D,R") := {f :D — R ‘ fist differenzierbar, f' : D — L(R™ R') st stetig}
={f DR |Vje {1, 1} ke{l,...,m} I0f; € C(D,R)}.
Eine Funktion f in CY(D, Rl) heifit stetig differenzierbar. )
b) Seien f € CY(D,R"), D C R offen mit f(D) C D, g € CY(D,RY), x € D

und y = f(z) € D. Dann liegt go f in C*(D,R%) und fir allei € {1,...,d} und
ke{l,...,m} gilt die Formel

WD — utgio 1)) = [N e = X030 (F(2)) 00

=1

L g Of,
= 3 29 i),

Q
$
Q.)
ae
?r‘

.
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BeEWEISs. Die Inklusion ‘2’ in a) folgt aus Theorem 3.13b). Bei der Umkehrung
zeigt Teil a) dieses Theorems die Existenz der partiellen Ableitungen und dass sie
die Komponenten der Darstellungsmatrix von f’(x) bilden. Damit ergibt sich die
Stetigkeit der partiellen Ableitungen mittels Beispiel 2.38 b).

Die Aussage b) ist eine Konsequenz der Kettenregel Satz 3.11, von Theorem 3.13
und der Definition der Matrizenmultiplikation, wobei wir Ableitungen und ihre
Jakobimatrizen identifizieren. O

Wir diskutieren weitere Beispiele zu Theorem 3.13, nun auch in Kombination
mit der Kettenregel in Satz 3.11.

BEISPIEL 3.16. a) Sei f : R™ — R3; f(z) = (cos(|z|,) sin(|z],) |x],)T. Wir
schreiben f = go N fir N : R™ — R; N(x) = |xfs, und g : R — R3
g(s) = (cos(s) sin(s) s)T. Nach Beispiel 3.6 und Theorem 3.13 ist N auf R™ \ {0}
differenzierbar mit der Ableitung N'(x) = (z1/|x]s ... @ /|x]2). Mittels Theo-
rem 3.13 sehen wir weiter, dass g bei jedem s € R die (in s stetige) Ableitung
g (s) = (—sin(s) cos(s) 1)T € R3 besitzt. GeméB der Kettenregel existiert nun fiir
x # 0 die Ableitung

| [—wsinfzly --o =@y sinz),
Pla) = eV (@) = o | arcosial, o acosal,
2 T e T

(Das Produkt eines Spaltenvektors mit einem Zeilenvektor ergibt eine Matrix.)

b) Seien f,g € CY(R,R), u € C'(R? R?) und v : R — R?%* v(t) = u(f(t),g(t)).
Um die Kettenregel anzuwenden, verwenden wir die Abbildung ¢ = (f ¢)T: R —
R? die gemiB einer Ubung die stetige Ableitung (f’ ¢')T hat. Nach Satz 3.11 und
Theorem 3.13 liegt v dann in C''(R, R?) mit der Ableitung

(1) = (81U1(¢(t)) 521&1(615(75))) (f'(ﬂ)
Orua(@(t)) Ooug(o(t g'(t)
MO .
Et :g’(t)) fir t € R.

6\
—~
~+
~—
I
2\
—~
-
—~
~~
~—
~—
SN

)
_ <81u1(f(t),g(t))f’(t) + O (f(1), (1))
Ohua(f(t), g()) (1) + Fqua(f(t), 9(1))

c) Wir betrachten die (ebenen) Polarkoordinaten

g
g

®:R2 o R%: O(r,p) = (7"00890) .

7 sin

Wieder wegen Theorem 3.13 liegt ® in C*(R?, R?) mit Ableitung

/ __[cosp —rsing
(b(r’so)_(simp rcos<p>'

Es gilt det ®'(r,p) = rcos® p + rsin® ¢ = r. Also ist ®'(r,p) € L(R?) fiir r # 0
bijektiv (siehe etwa Satz 3.1.3 in [3]), was wir in Beispiel 3.38 wieder aufgreifen.
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Wir diskutieren Abbildungseigenschaften von ®. Fiir einen gegebenen Punkt
v=(xy)T € R?\ {(0,0)} setzen wir r = |[v|s = /2% + y2 > 0. Weiter sei ¢ € [0, 27)
der Winkel im Gegenuhrzeigersinn zwischen der positiven xz-Achse und v. Wir
setzen z = %v. Dann ist |z]s = 1. Nach dem Beweis von Satz 4.49 in Analysis 1
gelten z = (cos(p) sin(¢))T und

arccos £, y >0,
'
2m — arccos £, y < 0.
T

Dabei ist ¢ € [0, 27) eindeutig bestimmt. Folglich sind die Einschrankungen
d:R, x[0,27) = R*\ {(0,0)} und @:R, x (0,27) = R?*\ (Rs x {0})
bijektiv. Fiir > 0 bildet ® die Strecke {r} x [0,27) bijektiv auf die Kreislinie

S(0,7) ab. Auf groferen Intervallen fiir ¢ verliert ® die Injektivitat.
d) Seien f € C'(R?* R) und @ aus Teil ¢). Nach Korollar 3.15 liegt F':= fo ® in
C'(R?* R) mit der Ableitung

(O.F () 0,F(r9)) = F'(r,9) = [(0(r,6))0(r, )
= 0.5 ase) (Gnf )

singp rcose
= (0o f(z,y)cosp + O, f(z,y)sing 9, f(z,y)rcosp — O, f(x,y)rsingp),

wobel wir (z,y) = ®(r, ) setzen, sowie etwa 0, und 0, statt J; schreiben. Wir haben
also 0,F(r,¢) und 0,F(r,¢) durch 0,f(x,y) und 0, f(z,y) ausgedriickt. Diese
Gleichungen kann man (falls 7 > 0) nach 0, f und 9, f auflosen: Wir multiplizieren
die erste Komponente der abgesetzten Gleichung mit cos ¢ und die zweite mit
—r~1sin ¢, und erhalten in der Summe

cos()0, F — r~'sin(p)9,F = 9, f(cos® p +sin® ) + 0 = 0, f
und analog
sin(¢)0, F + 1! cos(p)0,F = 0, f,
wobei wir die Argumente vo f und F weglassen. Kurz gefasst, gelten also die
Beziehungen

0, = cos(p)0, + sin(p)0,, 0, = —1sin(p)0, + 1 cos(v)0y,

0y = cos(p)d, — Smf“p) 0,0 0, =sin(p)d, + Cosr(waw

Als einfaches Beispiel betrachten wir ¢y € C*(R,R) und g : R*\{(0,0)} — R; p

(). Dann gelten (0,9(z,y) 9y9(z,y)) = V' (@)r ' (—sing cos ). Funktionen,
die nur von r = |x|y abhéngen, haben wir schon in Teil a) und Beispiel 3.6 direkter
behandelt. Wir werden Transformationen wie ¢ spéiter noch etwas vertiefen.

Fir Funktionen f : D — R konnen wir f'(z) € L(R™,R) nur als Zeilenvektor
darstellen. Oft sind Spaltenvektoren bequemer, was auf den néchsten Begriff fiihrt.
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DEFINITION 3.17. Seien D C R™ offen und f : D — R bei x € D differenzierbar.
Man definiert den Gradienten vo f bei x durch

o1 f(z)
Vi =| : |=r@rerm
Om f ()
Also gilt f'(z)h = (Vf(x)|h) fir alle h € R™.
In Beispiel 3.16 a) erhalten wir VN (z) = -z fiir N(z) = |z|, und x € R™\ {0}.

= Tl
Wir verallgemeinern nun den Begriff der partiellen Ableitung ein wenig.
DEFINITION 3.18. Seien D C R™ offen, f : D — R und v € R™\ {0}. Die
Ableitung von f bei z in Richtung v ist (soweit existent)

1
0uf(a) = SL @) = g § o+ 10) = f(@) € R

Hierbei betrachten wir 0 < |t| < ﬁ, wobei r > 0 mit B(x,r) C D gewahlt ist.
Es gilt 0., = 0;. Man kann 0, f(z) als Zuwachsrate in Richtung v interpretieren.

Die Existenz aller Richtungsableitungen bei x € D impliziert nicht die Differen-
zierbarkeit. Dazu erinnern wir an 15 : R? — R aus Beispiel 2.31¢) fiir die Spirale
S = {v(s) = (1 — s)(cos(2ms),sin(27s)) | s € [0,1)}. Diese Funktion ist bei (0,0)
unstetig (und damit nicht differenzierbar). Fiir jedes v € R?\ {(0,0)} ist sie aber
auf {tv |t € R} bis auf zwei Stellen konstant gleich 0. Also gilt 9,1¢(0,0) = 0.

Der néchste Satz beschreibt wichtige Eigenschaften des Gradienten und berechnet
die Richtungsableitungen durch ihn.

SATz 3.19. Seien D C R™ offen, f € C*'(D,R), v € R™\ {0} und € D. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

a) Es existiert 0, f(x) = (Vf(x)|v) =X, oo f(2).

b) Es gilt |V f(x)|, = max{|0,f(x)| |v € R™, |v|, = 1}. Falls V f(x) # 0 ist,
erhilt man |V f(x)|, = 0w f(x) firw:= |V f(z)|;' Vf(x) (wobei|w|y =1 ist).

BEWEIS. a) Sei ¢(t) = x + tv fir ¢ € R. Dann liegt ¢ in C'(R,R™) und es

gelten ¢/(t) = v und p(0) = x. Wir wéhlen einen Radius r > 0 mit B(z,r) C D
und setzen u : (—r/|v]a,7/|v]2) — R; u(t) = f(¢(t)). Nach den obigen Definitionen
und der Kettenregel Satz 3.11 erfiillt die Richtungsableitung

0, f(z) = u'(0) = f'(£(0))¢'(0) = (Vf(x)v).
b) Sei |v|y = 1. Dann liefern Teil a) und die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung
|0uf ()| = [(V[(2)[v)] <[V f(@)]2]vl = [V (2)l2,
sodass |V f(z)| > sup{|0,f(z)| |v € R™, |v|, = 1} ist. Im Falle V f(z) = 0 folgt
Oy f(x) = 0 aus Behauptung a), und b) gilt. Andernfalls impliziert a) die Identitét
Ouf(z) = (Vf(x)lw) = [Vf(2)l," (Vf(@)|V (@)= V().
Somit ist auch b) gezeigt. O
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Wir interpretieren den Gradienten geometrisch.

BEMERKUNG 3.20. Seien D C R™ offen, f € C'(D,R) und ¢ € f(D). Eine
Héhenlinie (oder Niveaulinie) von f ist eine C'-Kurve ¢ : (—=1,1) — R™ mit
@(t) € D und u(t) := f(p(t)) = cfiralle t € (—1,1). Die Kurve t — (p(t), f(¢(t)))
verlduft also mit konstanter ‘Héhe’ ¢ auf dem Graphen {(z, f(z)) € R™™ |z € D}
von f. Seien ¢(0) = z und ¢'(0) # 0. Mit der Kettenregel folgt

0=u'(0) = (Vf(£(0)l¢'(0)) = (Vf(2)]£'(0)).
Somit steht V f(x) senkrecht auf der Tangentenrichtung ¢’(0) der Héhenlinie.
Weiter weist V f(z) nach Satz 3.19 in die Richtung des starksten Anstiegs von f.
Als Beispiel betrachten wir die Funktion f : R* — R; f(x,y) = 22 — 32, deren
Graph die Sattelfliche {(x,y, f(x,y)) | (z,y) € R?} ist. Fiir ¢ € R sind ihre Hohenli-
nien durch y = ++v/x2 — ¢ gegeben, wobei 2 > ¢ gilt. Hier ist V f(x,y) = 2(x —y)T.
Wir zeigen einige Hohenlinien von f (mit der Angabe von ¢) in einem Schaubild. ¢

N
~; — Q
14

1 1

Wir verallgemeinern den Mittelwertsatz aus Analysis 1 auf reellwertige Funktio-
nen, die auf Teilmengen des R™ definiert sind.

SATZ 3.21. Seien D C R™ offen, f € C*(D,R) und z,y € D mit z+t(y—=x) € D
fir alle t € [0,1]. Dann gibt es eine Zwischenstelle T € (0,1) mit

f) = f@) = (V@ +7y—o) |y — ).

BEWEIS. Die Funktion ¢ : [0,1] — R; g(t) = f(x + t(y — z)), ist stetig.
Nach der Kettenregel Satz 3.11 ist g auch differenzierbar mit Ableitung ¢'(t) =
(Vf(x+t(y —2x)) |y —x) fur t € (0,1). Theorem 5.21 aus Analysis 1 liefert ein
Zwischenstelle 7 € (0,1) mit ¢'(7) = g(1) — g(0) = f(y) — f(x). O
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BEMERKUNG 3.22. a) Der Mittelwertsatz ist im Allgemeinen fiir f € C1(D,R!)
mit [ > 2 falsch, wie das Beispiel f: R — R?; f(t) = (cost sint)T, zeigt. Hier gilt
f2m) = f(0)=0%# 2n —0)f'(1) = 2n(—sinT cosT)T fir jedes 7 € [0, 27].

b) Im Mittelwertsatz bendtigt man eine Konvexitdtsannahme auch im Falle
m = 1. Dies sieht man an der Funktion f : R\ {0} = R; f = Ig,, bei der wir
f(1) = f(=1)=1#2f(r) =0 fur alle 7 € R\ {0} erhalten. O

Statt des Mittelwertsatzes verwendet man im R! oft den Hauptsatz der Integral-
und Differentialrechnung fiir Funktionen v € C([a, b], R'). Man definiert hier das
Integral wie im reellen Fall in Abschnitt 1.1 mittels Riemannscher Summen

=3 o) - 1)
fiir markierte Zerlegungen

Zy = {5 87, ), (a4 =a <tV <<t = b,
7™ e [t ) fir alle k € {1,...,mn}}

wobei m,, € N ist und max{tgn) — t(()”), ot t,(gi_l} — 0 fiir n — oo gelte.

s “mp,
Indem man den Betrag |-| durch die Norm |- |5 ersetzt, zeigt man wie in Theorem 1.4

die Konvergenz der Folge (S(v, Z,))n gegen eine Zahl J, die nicht von der Wahl
der Zerlegungen Z,, abhingt. Man schreibt dann J = f; v(t)dt
Seien v, w € C([a,b],R!), ¢ € (a,b) und a, 3 € R. Wie in Satz 1.6 erhilt man

/ab(ow(t)+ﬁw(t))dt:a/abv(t)dt+5/abwt dt
/abv(t)dt:/Cv(t)dt~|—/bv(t)dt
/ /‘U )], dt < b—a)maxhj()‘

a<t<b
Weiter ist die j-te Komponente von S(v, Z,) gleich der skalaren Riemann-Summe
S(vj, Zy), wobeil v = (vy --- ;)T gelte. Im Grenzwert n — oo ergibt sich daraus

LZ@&:(KM@M ”.L%@mgﬁ (3.3)

Der Hauptsatz Theorem 1.10 in R und Bemerkung 3.2 liefert damit

t

Elcclit av(s)ds-(i /:Ul(s) s g / v(s ds> = v(t), (3.4)
fwmazpfﬂwa . L mm>_w@—m@ (3.5)
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fiir t € [a,b] und w € C'([a,b], R"). Fiir eine Matrix A = [a;;] € L(R',R?Y) erhalten
wir auf Grund der Linearitdt des Integrals schliefSlich

A/abv(t) dt = (ijlaij /ab 0 (1) dt))il = " Au(t) dt. (3.6)

a

7777

Wir nutzen den Hauptsatz nun aus, um das zentrale Kriterium fiir Lipschitz
Stetigkeit zu erhalten. Konvexitdt wurde in Beispiel 2.57 eingefiihrt; zum Beispiel
ist B(z,r) C R™ konvex und kompakt.

SATz 3.23. Seien D C R™ offen, f € CY(D,R"), K C D kompakt und konvez.
Dann gilt

[f(x) = W)l < max [ |z —yly  fir alle z,y € K.

Sei ferner D konvex und || f'(x)|| < M gelte fiir eine Konstante M > 0 und alle
x € D. Dann ist f Lipschitz stetig auf D mit der Konstanten M.

BeEWwEIs. Auf Grund der Stetigkeit von f” auf D, ist die Abbildung z — || f'(2)||
auf K durch eine Konstante My beschrinkt (nach dem Satz vom Maximum
Theorem 2.50). Seien z,y € K. Mit dem Hauptsatz (3.5), der Kettenregel und
Satz 2.37 zur Operatornorm erhalten wir

| f(y) — ’2—‘/ £fx+t( y— ) dt

(v =)y — o) dt|,

SAHf@+ﬂy—@NW—ﬂﬂhéMkw—ﬂz
Die zweite Behauptung zeigt man genauso. U

Man kann die zweite Aussage im Korollar auf gewisse nichtkonvexe D (mit einer
Konstante c¢p M) verallgemeinern, aber fir beliebige offene D gilt sie nicht. Als
Beispiel betrachten wir das geschlitzte Quadrat D = (—1,1)%\ ([0, 1] x {0}) und
die Funktion

gO(:E), ZAES (_171)7 Y€ (O’ 1)7
f : D — R§ f(xay) = _§0<x)7 LS (_171)7 /S (_170)7
0, r € (=1,0], y =0,

wobei ¢ € C*((—1,1),R) auf (—1, 1) gleich 0 und auf (3, 1) gleich 1 sei. Dann ist
f stetig differenzierbar mit beschrankter Ableitung, aber nicht Lipschitz stetig, da

fGow) = fG =l =2>2=LIG,+) = G, —3)l
fir jedes L > 1 und alle n > L gilt.
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3.2. Satz von Taylor und lokale Extrema

Wir werden in diesem Abschnitt den Satz von Taylor auch im R™ beweisen und
aus ihm Kriterien fiir lokale Minima und Maxima gewinnen. Wir diskutieren diese
Fragen aber nicht ganz so ausfiihrlich wie in Analysis 1.

Wir hatten in Definition 3.4 hohere partielle Ableitungen eingefithrt. Fiir eine
offene Menge D C R™, eine Funktion f: D — R’ und ein n € N setzen wir nun

CYD,R')={f:D >R300 f; € C(D,R') firalle ve{l,...,n},
ki, ook, € {1, mY, G e {1l 1}

Eine Funktion f aus C"(D,R!) heiit n-fach stetig partiell differenzierbar.

Man kann auch Definition 3.7 iterieren, um hohere Ableitungen von f zu de-
finieren (siehe etwa Abschnitt VIL5 in [2]). Da diese Begriffe technisch etwas
unangenehm sind, verzichten wir in dieser Vorlesung auf sie (bis auf den Spezialfall
in Bemerkung 3.25) und beschranken uns auf hohere partielle Ableitungen.

Der folgende wichtige Satz vom Schwarz impliziert iterativ, dass man n-fache
héhere partielle Ableitungen vertauschen kann, wenn f in C"(D,R!) liegt. In
einer Ubung wird eine recht einfache rationale Funktion angegeben, deren partielle
Ableitungen existieren, aber nicht kommutieren.

THEOREM 3.24. Seien D C R™ offen, f : D — R und B(xo,7) C D fir ein
r > 0 derart, dass auf B(xo,r) die partiellen Ableitungen O0;f, Ok f, 0;0xf existieren
und stetig sind. Dann ezistiert auch 0,0, f(x) und es gilt

0,0, f(x) = 0;0kf(x)  fiir alle x € B(xg, 7).

BEWEIS. Wir beweisen den Satz nur fir m =2, j = 1, k = 2 und (zo, yo) € R?
statt xog € R™. Den allgemeinen Fall zeigt man entsprechend. Man approximiert
die gesuchte Ableitung 0,0, f durch einen Differenzenquotienten in x und y, wobei
man zuerst den Limes in # und dann den in y ausfithrt. Dies gelingt mit Hilfe der
Stetigkeit von 0105 f und des Mittelwertsatzes Theorem 5.21 aus Analysis 1.

Seien (z,y) in der Kugel B((zo, 1), ) in (R?, |-]2). Auf Grund der vorausgesetzten
Stetigkeit gibt es so einen Radius § = . > 0, dass die Maximumsnorm-Kugel
By_((z,y),0) in B((xo,yo),r) liegt und die Ungleichung

10102f(&,m) — 0102f(z,y)| < €

fur alle £, € R mit |z — & < 0 und |y — n| < § gilt. Seien ¢,s,z € R mit
0<t|,|s] <dund |z —y| <. Wir definieren

u(z) = f(z +s,2) = f(x,2),
q(s,t) = fle+s,y+1) = flo,y+1) = (flz+59) = fl2,9)).

Wir wenden nun Theorem 5.21 aus Analysis 1 zuerst auf die Funktion v und dann
auf o — 0y f(0,n) an. Er liefert dabei Zwischenstellen n € R mit |y —n| < [t| <6
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bzw. £ € R mit |x — £] < |s| <6, die die Gleichungen
q(s,t) = u(y +1) —uly) = u'(n)t = (Of(x + 5,n) — o f (x,n)t = 0102 (§,m)st
erfilllen. Die oben abgesetzte Ungleichung fithrt auf die Abschétzung

‘1

t(i(f(m+s,y+t) — fz,y+1t)) — i(f(x—i-s,y) - f(a:,y))) — 0102f (. y)

fur alle 0 < |s], |t| < §. Fiir festes ¢ lassen wir hier s — 0 streben erhalten

€ 2 ‘1(61f(l‘7y + t) - alf(xay)) - 8182f(x7y)‘

fir alle 0 < [t| < § = d, da Oy f existiert. Diese Aussage besagt gerade, dass es die
partielle Ableitung 0,0, f(x,y) gibt und sie gleich 0,0, f(z,y) ist. OJ

v

3

BEMERKUNG 3.25. Seien D C R™ offen, f € C*(D,R) und x € D. Dann liegt
Vf in C*(D,R™). Somit existiert die Ableitung (Vf) =: f” € C(D, L(R™)) mit
der Darstellungsmatrix (Hessematriz)

00 f(x) -+ OmOif(z)
: : = V*f(z),
O f(x) ++ OpmOnf(x)
die nach Theorem 3.24 symmetrisch ist. Der Laplace-Operator A ist durch die Spur
sp(V2f(x)), also durch Af(z) = 011 f(x) + ... + Omm f(x), gegeben. O

Der Laplaceoperator tritt z.B. in vielen der grundlegenden Gleichungen der
Physik auf. Nicht nur deswegen ist er ein zentrales Objekt der Analysis. Wir
diskutieren ihn ein wenig anhand von Beispielen, die auch zur Wiederholung der
Kettenregel dienen.

BEISPIEL 3.26. a) Seien m € N\ {2} und f: D := R™\ {0} — R; z v |z5 ™.
Dann ist f harmonisch auf D; d.h., f liegt in C*(D,R) und A f(x) = 0 gilt fiir alle
x e R™\ {0}.

BEWEIS. Aus Beispiel 3.6 wissen wir, dass f die partielle Ableitung 0 f(z) =
(2 —m)|x|y "y fur alle z # 0 und k € {1,...,m} besitzt. Mittels Lemma 3.5 kann
man dieses Beispiel nochmals anwenden und erhéalt

Ouvf () = (2 = m)((=m|aly™ Py + ;™).

Ahnlich berechnet man die anderen zweiten partiellen Ableitungen. Offenbar sind
alle diese partiellen Ableitungen auf D stetig. Eine Summation tiber £ liefert

Af(z) = gakmx) = @ = mlelg™ (el i W+ i )=0. O
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b) Seien ¢ € C*(R4,R) und uw: D :=R™\ {0} = R; u(z) = ¢(|z|,). Dann liegt
win C?*(D,R) und erfillt Au(x) = ¢"(|z|,) + T?T:qb’(\xb) fur alle x # 0.

BEWEIS. Die Kettenregel Satz 3.11 und Beispiel 3.6 zeigen zunéchst, dass u
in C*(D,R) mit u'(z) = ¢'(Jx]2) |z|3 " 27 ist. Aus Lemma 3.5 und diesem Beispiel
schlieflen wir dann wieder, dass u in C?(D,R) liegt und die Gleichung

" e xp @(|)2)
fur alle z # 0 und k € {1,...,m} erfillt. Daraus ergibt sich wie oben

sufey = U O (2 1y

‘xB k=1 ’x‘2 k=1 | 2 k=1

— ¢ (|zl2)wx |2l 2y

= $"(Jxly) + 2L ((aly). 0

|zl
c) Seien A € L(R™) orthogonal (d.h., AT ist die Inverse A1) und v € C*(R™, R).
Dann gilt Au(z) = Av(Az) fir alle x € R™, wobei v(y) := u(A™1y) fir y € R™.
BEWEIS. Wir haben v = w0 A™! und damit u = v o A. Nach Beispiel 3.10 hat die
lineare Abbildung x — y = Az die konstante Ableitung A. Geméafl der Kettenregel
Satz 3.11 liegt dann v in C'(R™,R) und es ergibt sich u/(z) = v'(Az)A fiir alle
x € R™. Da A orthogonal ist, folgen die Gleichungen

Vu(r) = (v'(Ar)A)T = AT/ (Az)T = A~'Vo(Ax).

Wir wenden nun noch einmal die Kettenregel und Beispiel 3.10 an. Somit liegt v in
C?*(R™,R) und es gilt

Au(x) = sp((Vu)'(x)) = sp(A~" (Vv)/(Az)A) = sp(v”(Az)) = Av(Ax)

fiir alle x € R™. Hier verwenden wir, dass die Spur einer Matrix invariant unter
Ahnlichkeitstransformationen ist, sieche etwa Abschnitt 4.2.2 in [3]. U

Im folgenden zeigen wir die einfachste Version des Taylorschen Satzes im R™,
die sich leicht aus den Resultaten in Analysis 1 ergibt. Fiir f € C"(D,R) sind das
n-te Taylorpolynom und das n-te Taylorrestglied bei x durch

Toof(x+h) :—f($)+znjyll i hay - hay, (Oay ++ Ouy, (),
v=1"" a1 =

Rnof(x+h):= f(z+h) =T f(zx +h)
gegeben, wobei x,x + h € D ist.

THEOREM 3.27. Seien D C R™ offen, f € C"™Y(D,R), z € D, r > 0 mit

B(z,r) € D und h € R™ mit |h|, < r. Dann gibt es eine Zahl T € (0,1) mit

1 m
f((lf—i-h):Tn’zf(I—Fh)—i- (n+1)| Z hal...hanﬂ(@al---8an+1f)(x+7'h)
e, ant1=1

(3.7)
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und es ist Ry f(x +h) = O(|h[5™) fir h — 0. Fiirn =2 gilt somit
1 .
fla+h) = f(x) + (Vf(@)|h) + S (V2 (@)hlh) + O(hly) - fir h— 0, (3.8)

Hier heift g(h) = O(|hl%), dass |g(h)| < ¢|hf5 fir |k, < r und Konstanten
c,r > 0 ist. Fir f € C"*Y(D,R!) ist (3.7) schon fiir n = 0 im Allgemeinen falsch
(siche Bemerkung 3.22). Man kann aber Theorem 3.27 auf die Komponenten
fi € C""Y(D,R) von f anwenden. Dann erhilt man solche (im Allgemeinen
verschiedene) Zwischenwerte 7; € (0, 1), dass die Gleichung

fj(x—i_h) :Tn,rfj<x+h)+ Z hal "'han+1(8041 "'aan+1fj)(x+7—jh)

fur alle j € {1,...,l} und h € R™ mit |h|, < r gilt. Insbesondere folgt wieder
|f(x+h) =T f(z+h)|2 = O(Jh5) fiir h — 0.

In Bemerkung 3.34 besprechen wir eine Variante von Theorem 3.27, die Theo-
rem 5.36 ¢) aus Analysis 1 entspricht. Fir eine weitere analog zu Satz 1.14 verweisen
wir auf Theorem VIL.5.8 in [2].

BEWEIS VON THEOREM 3.27. Es seien # € D mit B(z,r) C D und h € R™
mit |h|, <. Nach Korollar 2.52 gibt es einen Radius " > r mit B(z,7") C D. Wir
setzen a = r’/r > 1. Nun definieren wir ¢ : (—a,a) — R; ¢(t) = f(x + th). Dabei
ist © + th in B(z, ") enthalten.

Die Kettenregel Satz 3.11 zeigt, dass ¢ in C'((—a, a),R) liegt und die Ableitung

S (1) = (Vi (e th)h) = 3 hy O f(x + th)
k=1

besitzt. Die Kettenregel liefert weiter ¢ € C*((—a,a),R) und

m

Zh (0;V f)(x + th)|h) = Z kO f(x + th).

Induktiv sehen wir dann, dass ¢ in C""((—a, a),]R) ist und die Gleichungen
SO(V)(t) = Z hOél s hocu (aoq e axuf)(x + th)

firt € (—a,a) und v € {1,...,n+1} gelten. Wie wenden nun Taylors Theorem 5.36

aus Analysis 1 auf ¢ im Entwicklungspunkt ¢ = 0 an und erhalten eine Zahl
€ (0,1) mit

n (v) (n+1)
o) =) = 3 W -0y S o

Durch Einsetzen ergibt sich (3.7). Der Zusatz zu R, folgt aus der Beschrénktheit
der relevanten Ableitungen von f auf B(x,r) geméfl Theorem 2.50. O
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Wir definieren nun lokale Extrema wie in Analysis 1.

DEFINITION 3.28. Seien D C R™ offen, f: D — R und xo € D. Die Funktion

f hat an der Stelle xy ein lokales Minimum (lokales Maximum), wenn es so einen

Radius r > 0 gibt, dass B(xg,r) C D und f(x) > f(xo) fir alle x € B(xg,r)
(<)

gelten. Das lokale Minimum (Maximum) heifst strikt, wenn f(z) (>) f(xo) fir alle
<
x € B(xo,7) \ {0} gilt, und global, wenn f(x) > f(xo) fir alle x € D erfillt ist.
(<)

Wenn f differenzierbar und V f(zq) = 0 ist, dann nennt man xo kritischen Punkt.
Ein Extremum st ein Minimum oder ein Maximum.

Mittels der ersten Ableitung formulieren wir wie in Analysis 1 eine notwendige
Bedingung fiir Extrema.

SATZ 3.29. Seien D C R™ offen, f € C'(D,R) habe in xg € D ein lokales

Extremum. Dann ist xq ein kritischer Punkt.

BeweEis. Wir betrachten die Funktion gy : (=7, 1) = R; vi(t) = f(zo+ter), fir
ein k € {1,...,m} und den Radius > 0 aus Definition 3.28. Nach Voraussetzung
hat oy, bei t = 0 ein lokales Extremum, sodass 0 = ¢}.(0) = O f (o) nach Satz 5.18
aus Analysis 1 gilt. O

Das néchste Beispiel zeigt, dass die obige Bedingung im Allgemeinen nicht
hinreichend fiir Extrema ist. Das nachfolgende illustriert, wie man mit Satz 3.29
die Eindeutigkeit eines Extremums und (kombiniert mit dem Satz vom Maximum)
auch seine Existenz nachweisen kann. Hier sieht man ferner die Rolle des Verhaltens
von f bei ‘unendlich’ oder am Rand von D.

BEISPIEL 3.30. a) Sei f : R? = R; f(x,y) = 2% —y* Dann ist V£(0,0) = (0 0)T,
aber (0,0) ist kein lokaler Extrempunkt, da die Ungleichungen f(z,0) > f(0,0) =
0> f(0,y) fur alle z,y € R\ {0} gelten. (Vergleiche Bemerkung 3.20.)

b) Sei f: D : =Ry xR —R; f(z,y) = ze~@+¥) Dann hat f bei (-, 0) ein
globales Maximum und besitzt keine weiteren Extremstellen.

BEWEIS. Sei (z,y) € D. Es gelten f(z,y) — 0 fiir x — 0 und

S

0< flz,y) <ce™™ <™ — 0 fir r =|(z,y)|2 — oc.
Wie in Korollar 2.51 sieht man nun, dass f ein positives globales Maximum bei
einer Stelle (zg,vy) € D besitzt. Wir berechnen

—(2%+y%) _ 9,20~ (2%+y?)
[§ xr-e
Vf(l'? y) = < _Qxye—(x2+y2) >

Nach Satz 3.29 muss nun V f(xg, %) = 0 und somit 1 — 222 = 0 und —2z0yo = 0
gelten. Ferner muss jede Extremstelle diese Gleichungen erfiillen. In D haben diese
genau die Losung (zo,y0) = (%, 0). Also ist (%, 0) eine globale Maximalstelle und
es kann keine weiteren Extremstellen geben. ]
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Die folgenden Eigenschaften symmetrischer Matrizen werden fiir die hinreichenden
Bedingungen von Extrema bendtigt.

DEFINITION 3.31. Sei A € L(R™) symmetrisch. Dann heifst A
a) positiv (negativ) semidefinit, wenn (Av|v) > 0 fir alle v € R™ gilt;
(<)

b) positiv (negativ) definit, wenn (Av|v) (>) 0 fiir alle v € R™\ {0} gilt;
<
c¢) indefinit, wenn A weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist.

Eine symmetrische Matrix ist also genau dann indefinit, wenn es Vektoren x,y €
R™ mit (Ax|z) > 0 > (Ayly) gibt. Wir wiederholen einige Charakterisierungen
dieser Begriffe aus der linearen Algebra.

BEMERKUNG 3.32. Sei A = [a;;] € L(R™) symmetrisch. Dann gelten die folgen-
den Aussagen.

a) Die Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn det A, > 0 fiir jedes
l€{1,...,m} erfillt ist, wobei man

@11 - ay

Qp - ay

setzt. Siehe z.B. Theorem 5.7.7 in [3].

b) Die Matrix A ist genau dann negativ definit, wenn —A positiv definit ist.
Nach Teil a) und den Rechenregeln fiir Determinanten ist dies dazu dquivalent,
dass (—1)'det A4; > 0 fiir jedes [ € {1,...,m} gilt.

c¢) Die Matrix A ist genau dann positiv (semi-)definit, wenn alle ihre Eigenwerte
positiv (nichtnegativ) sind. Weiter ist A ist genau dann negativ (semi-)definit,
wenn alle Figenwerte negativ (nichtpositiv) sind. (Vergleiche z.B. Korollar 1 in
Abschnitt 5.7.3 in [3] und seinen Beweis.)

d) Sei A positiv definit. Dann gibt es so eine Zahl o > 0, dass A der unteren
Schranke (Av|v) > a |v|3 fiir alle v € R™ geniigt.

BEWEIS. Die Einheitssphare S(0, 1) ist abgeschlossen und beschrankt, also nach
Theorem 2.44 von Bolzano-Weierstral kompakt. Da die Funktion v — (Av|v) stetig
ist, liefert der Satz vom Maximum Theorem 2.50 ein yo € S(0, 1) mit

min (Ayly) = (Agolyo) =: o >0,

wobei wir bei der Ungleichung die positive Definitheit verwenden. Sei nun v €
R™ \ {0}. Dann liegt y := |v|3 v in S(0, 1), und wir erhalten wie gewiinscht
(Avlv) = Jv]; (Ayly) > av];. 0

Wir zeigen nun hinreichende Bedingungen fiir strikte lokale Extrema, die die aus
Analysis 1 verallgemeinern. (Eine reelle Zahl A ist genau dann positiv, wenn sie
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als 1 x 1 Matrix positiv definit ist.) Der zweite Teil von Behauptung a) tritt im
Eindimensionalen nicht auf, da eine reelle Zahl nicht indefinit sein kann.

THEOREM 3.33. Seien D C R™ offen, f € C*(D,R) und x € D. Dann gelten
die folgenden Aussagen.

a) Wenn f bei x ein lokales Minimum (Mazimum) hat, dann ist V2 f(x) positiv
(negativ) semidefinit. Somit hat f bei x kein lokales Extremum, wenn V?f(z)
indefinit ist.

b) Wenn V f(z) =0 und V2f(x) positiv (negativ) definit sind, dann hat f bei x

ein striktes lokales Minimum (Maximum).

BEwEIS. Wir untersuchen nur Minima. Maxima werden dann behandelt, indem
man — f betrachtet. Sei r > 0 mit B(z,r) C D. Wir wéhlen |kl < r und £ > 0.
Taylors Theorem 3.27 mit n = 1 liefert dann eine Zwischenstelle 7 € (0, 1) mit
fla+h) = f@)+(Vf@)h) +5(Vf(@)hlh) + 3 [(V*f (@ +Th)h|h) - (sz(ﬂf)/(%!h);

3.9
Wir haben %[...] = Ryy(z + h) =: R(h). Da V?f stetig ist, existiert so ein Radius
. € (0,7), dass fiir alle h € B(0,6.) die Abschéitzung
[R(h)] < 5|V (2 +Th)h = V2f(2)h]2 |hl2
< 3 IVif(a+7h) = V2f(2)] |3 < § |3 (3.10)
gilt, wobei wir die Cauchy—-Schwarzsche Ungleichung und Satz 2.37 verwenden.
a) Die Funktion f habe bei z ein lokales Minimum. Wir wahlen oben r > 0

so klein, dass f(z + h) > f(z) fur alle h € B(0,r) gilt. Nach Satz 3.29 ist somit
Vf(z) =0.Sei h € B(0,4.). Dann liefert (3.9) die Formel
0 < f(x+h)— f(x) =0+ 5(V>f(x)hlh) + R(h).
Mit (3.10) folgern wir daraus die Ungleichung
(V2f(2)hlh) = =2R(h) > =2|R(h)| > —¢ |h]3.
Sei nun v € R™ \ {0} und setze h = 6. |v|;' v. Es ergeben sich |h|, = 6. und
(Vf(@)v|v) = 0% ol5 (V2 f (2)hlh) = —e [v]3.
Hier kénnen wir € > 0 beliebig klein wéhlen und erhalten Behauptung a).

b) Es seien V f(x) = 0 und A := V2 f(z) positiv definit. Gemafl Bemerkung 3.32d)
gibt es dann eine Zahl o > 0 mit (Ah|h) > « |h|3 fir alle h € R™. Wir wihlen nun
€ = a/2. Seien 6. > 0 wie in (3.10) und 0 < |h|y < J.. Dann implizieren (3.9) und
(3.10) die Ungleichung

fle+h) > fz) + 0+ k[ = |R(W)] = f(x) + § A3 — § |h[3 > f(x). O

BEMERKUNG 3.34. In (3.9) und (3.10) haben wir |Ry.(z + h)| = o(|h|3), h — 0,
fiir das zweite Taylorrestglied von f € C?*(D,R). Analog zeigt man |R,, .(z + h)| =
o(|h|5), h — 0, fiur f € C™(D,R), siche Theorem VIL.5.11 von [2]. O
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Das folgende (einfache) Beispiel zeigt eine typische Anwendung von Theorem 3.33.

BEISPIEL 3.35. Sei f : R? = R; f(z,y) = 2* + y* — 22y + 1. Dann hat f genau
die kritischen Punkte (0,0) und (2, 2). Dabei ist (0,0) kein lokaler Extrempunkt
und f hat bei (%, %) ein striktes lokales, aber nicht globales Minimum.

BEWEIS. Sei (z,y) € R?. Wir berechnen zuerst den Gradienten

(22 -2y
Dieser verschwindet genau fiir die Punkte vg = (zo,%0) = (0,0) und v; = (x1,31) =

(2,2). Die Hessematrix von f ist

39
2 =2
2 _
Bei vy und v; erhalten wir

A = V2f($€o,yo) _ <_22 —02> 7 bzw. B = V2f(x1,y1) = (_22 _42> .

Es gelten (Aej|e;) =2 und (A(1 1)7T|(1 1)T) = —1, sodass A indefinit ist. Bemer-
kung 3.32a) impliziert die positive Definitheit von B. Theorem 3.33 liefert dann
die Behauptungen bis auf die letzte. Das Minimum bei v, ist nicht global, da etwa
f(0,y) = —oo fiir y — —oo gilt. O

3.3. Der Umbkehrsatz

Wir erinnern an Satz 5.10 in Analysis 1. Seien I C R ein Intervall, f : I — R strikt
monoton und differenzierbar, sowie zo € I mit f'(zo) # 0. Dann ist f~': f(I) = R
in yo = f(xo) differenzierbar mit der Ableitung

Y B 1 B 1
U7) ) = Fme) = Ty

Wir iibertragen dieses Resultat nun auf den m-dimensionalen Fall. Das Hauptpro-
blem ist dabei die Konstruktion einer (stetigen) Umkehrabbildung von f : D — R™,
da im R™ keine Monotonie zur Verfiigung steht. Fiir die Differenzierbarkeit miissen
wir ferner die Offenheit des Bildes f(D) zeigen. Die Ableitung selbst 148t sich dann
(wie bei der Kettenregel Satz 3.11) relativ direkt berechnen, wobei man ihre Formel
ausgehend vom eindimensionalen Fall leicht raten kann.

In der Tat wird im folgenden Umkehrsatz nur eine ‘lokale’ Inverse konstruiert,
was (auf typische Weise) mittels des Banachschen Fixpunktsatzes Theorem 2.40
geschieht. Wir skizzieren zunéchst die grundlegende Idee.

Seien f(xg) = yo und A = f'(xy) € L(R™) invertierbar (oder gleichwertig
det A # 0). Sei y =~ yo gegeben. Fiir f~! suchen wir ein eindeutig bestimmtes
Urbild z ~ z¢ mit f(x) = y. Einen ersten Fixpunktansatz bildet die Aquivalenz

fle)=y <= z=2— f(x)+y=§,(x).
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Wir benétigen die strikte Kontraktivitat von g,, die wir mit Satz 3.23 nachweisen
wollen. Allerdings kann schon die Norm g, (7o) = I — A grof sein. Um hier eine 0
zu erzielen, modifizieren wir den Ansatz zu

fla)=y <= Af(x) =AYy &= z=20—- A" f(z)+ Ay = g,(2).

Hier gilt nun g} (zo) = I — A™'A = 0, und fiir  ~ 1z erhalten wir eine kleine
Ableitung. Dies ist der Ausgangspunkt fir den folgenden Beweis.

THEOREM 3.36. Seien D C R™ offen, f € C'(D,R™), xg € D und yo = f(x0).
Weiter sei f'(xo) € L(R™) invertierbar. Dann existieren offene Teilmengen U C D
und V. C R™ derart, dass xqg € U, yg € V, die Einschrinkung fy : U — V' bijektiv
(sodass V in f(D) liegt) und f'(x) fir jedes x € U invertierbar ist. Weiter ist die
Umkehrabbildung (fy)~ : V — U stetig differenzierbar mit der Ableitung

(1) @) = FUG @) = F@)™ i alley = f(z) €V

BEWEIS. 1) Wir konstruieren zuerst f;;' und beginnen mit Vorbereitungen.
a) Die Matrix A := f'(xy) € R™™ ist nach Voraussetzung invertierbar. Nach
Satz 2.39 tiber die Neumannreihe gilt dies auch bei z € D, wenn

/ _ 1
1f'(zo) — f'(@)]| < [A=1]]

gilt. Wegen der Stetigkeit von f’ gibt es folglich so einen Radius rq > 0, dass
Dy := B(xg,19) in D liegt und f/(x)~' € R™ ™ fiir alle x € Dy existiert.
Sei y € R™ gegeben. Wie oben erlautert, setzen wir
gy: Do = R™  g,(z)=2—A"f(z)+ Ay,
und somit ist f(x) = y equivalent zur Fixpunktgleichung g,(x) = .

b) Da yo = f(xo) ist, gelten g,(xo) = zo + A~ (y — yo) und damit g, (xo) = o.
Wegen der Produktregel Satz 3.12 und weil z — A~! die Ableitung 0 hat, gehort g,
zu C' (Do, R™) mit g; (x0) = I — A~ f'(xo) = 0. Da g, stetig ist, existiert demnach
so ein Radius 7 € (0,7¢), dass ||g, (z)[| < 1/2 fiir alle x € B(zo,r) gilt. Satz 3.23
liefert dann die Ungleichung

l95(2) = gy(2)|2 < 5| — 2|2 (3.11)

fiir alle x, 2 € B(xg,r) und per Approximation auch fiir z,z € B := B(xq,7) C Dy.

Als abgeschlossene Teilmenge von R™ ist B ein vollstandiger metrischer Raum,
siehe Satz 2.27. Nach (3.11) ist g, strikt kontraktiv auf B, aber im Allgemeinen
wird g, die Menge B nicht in sich selbst abbilden. Sei z € B. Um |g,(z) — zols <7
zu erzielen, verwenden wir

9y(x) — 20 = gy(x) — g,(70) + gy(w0) — o = gy() — gy(w0) + A (y — w0)-
(So umgeht man die Differenz « — z in g,(x) — ¢, die schon Norm r hat.) Setze
§=r/2]|[A7|) und V = B(yy, d). Fiir y € V folgt dann aus (3.11) die Ungleichung

l9y(2) = @ol2 < 3 |z —zola + AT ly — ol < 5+ 5=,
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sodass g, : B — B eine strikte Kontraktion ist. Theorem 2.40 liefert fiir jedes
y € V einen einzigen Vektor x € B mit g,(z) = x, also mit f(x) = y nach Teil a).
Wir sehen in Schritt 2), dass  sogar in B° = B(x,r) liegt.

Also liegt die Urbildmenge U := (fijgo)"'(V) in B C Dy, sodass f'(x) geméB
Schritt a) fir alle € U invertierbar ist. Laut Satz 2.32 und Bemerkung 2.25
ist auch U (in R™) offen; und nach dem eben Gezeigten ist die Einschrankung
fu : U — V von f bijektiv. Wegen yg € V, ist g = f~'(yo) in U enthalten.

2) In diesem Schritt beweisen wir, dass fl}l : V' — R™ Lipschitz stetig ist, was
wie beim Beweis der Kettenregel fiir die Berechnung der Ableitung bend6tigt wird.
Seien y, § € V. Nach Teil 1) gibt es Fixpunkte = = g,(z) und & = ¢4(2) in B, die
f(z) =y und f(2) = § 16sen. Ahnlich wie in Schritt 1b) fiigen wir +g,(2) ein und
verwenden (3.11). Wir berechnen

o' () = f5' @)z = o — 22 = [gy(2) — g4(2)]2
|9y(2) — g4(2)]2 + |94(2) — 95(2)]2
sl =2l + ATy — 9l
215 @) =[5 @) + 1Ay = 9l
s 1 ) = S5 @)l < 1AMy — G,
[fo' () = f7 @) < 20147 [y — 9o,

wobei auch Satz 2.37 zur Operatornorm eingeht. Fiir & = xg und § = y, folgt damit
|z — x0l2 < 2||A7Y| 6 = r und damit z € B°.

3) Wir miissen noch f;;* ableiten. Seien dazu y € V, p > 0 mit B(y,p) C V
und h € B(0,p) \ {0}. Es gilt also y + h € V. Wir setzen z = f;;'(y) € U und
v+ &= frt(y+ h), woraus f(x + &) =y +h = f(x) + h folgt. Schritt 2) liefert
dann die Abschétzung

€l = fo (y+h) =zl =1f5" (v +h) = fi (W)l < 2[ A [A].

Die obigen Definitionen, diese Ungleichung und Satz 2.37 implizieren nun

0 ) = 15 o) e gl €= o) k= ol

VAN VAN VAN

2

_ W—f’(:@-l Fa+E) — f(a) — f/(@)E)

< AT o6 - 10 - el

Da f differenzierbar ist, konvergiert die rechte Seite fiir h — 0 (und damit & — 0)
gegen 0. Also hat f;* bei y die Ableitung f'(x)~* = J(f'(f;'(y)), wobei J die
Abbildung M + M~! auf den invertierbaren m x m-Matrizen ist. Diese ist
nach einer Ubung differenzierbar und damit stetig. Also ist f;' : V — R™ als
Komposition stetiger Funktion auch stetig, siehe Satz 2.30. U
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Im obigen Satz schlieft man aus einer Eigenschaft der Ableitung einer C'-
Funktion f an einer Stelle zy auf Aussagen tiber f in einer (evt. kleinen) offenen
Umgebung von z. Dies ist typisch fiir die ‘lokale Theorie’ in der Analysis, vergleiche
auch Theorem 5.28. Auflerdem treten einige der obigen Beweisideen an vielen Stellen
in der Analysis wieder auf.

In der néchsten Folgerung zeigen wir eine ‘globale’ Variante des Umkehrsatzes.
Dazu benédtigen wir einen neuen Begriff. Seien D, D C R™ offen. Eine Funktion
f: D — D heifit Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv ist, sowie f und f~' stetig
differenzierbar sind.

KOROLLAR 3.37. Seien D C R™ offen, f € C'(D,R™) injektiv und D = f(D).
Genau dann ist D offen und f : D — D diffeomorph, wenn f'(z) fiir jedes x € D
invertierbar ist. Weiter gilt dann f'(x)~' = (f~1)'(f(z)) fir z € D.

BEWEIS. Sei f/(x) fiir jedes = € D invertierbar. Wihle 3, € D. Dann gibt es
einen Vektor xy € D mit f(xg) = yo. Theorem 3.36 liefert solche offene Teilmengen
UCDund V CR™, dass die Emschrankung Ju : U — V bijektiv mit einer stetig
differenzierbaren Umkehrabblldung fU ist und yo = f(xo) in V C f(D) = D
liegt. Also ist D offen. Da f : D — D nach Voraussetzung die Umkehrabbildung
f71 besitzt, gilt f;'(y) = x = f~(y) fir z € U und y = f(x) € V. Somit ist
f1: D — R™ stetig differenzierbar. .

Seien umgekehrt D offen und f : D — D ein Diffeomorphismus. Mittels
der Kettenregel folgt dann aus z = f~!(f(x)) wie gefordert die Gleichung

L= (=) (f(@)f (). m

Wir diskutieren diese wichtige Aussage ein wenig. Das Beispiel g : R — R;
g(x) = 2%, mit der stetigen Umkehrabbildung

TR R; g 'y v v=0,
’ —Jlyl, vy <0,

belegt, dass eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion kein Diffeomorphismus
sein muss. Hier gilt ¢’(0) = 0 und (¢7!)(y) explodiert fiir y — 0. Andererseits
folgt aus der Invertierbarkeit von f’(z) bei jedem x € D nicht die Injektivitdt von
f: D — R™ wie das anschliefende Beispiel zeigt. Man braucht also die globale
Eigenschaft der Injektivitdat auf D, um einen Diffeomorphismus zu erhalten.

Als eine typische Anwendung der obigen Aussagen behandeln wir wieder die
Polarkoordinaten im R?.

BEISPIEL 3.38. Es sei

®:D:=(R\{0}) xR R: &(r,p) = <TC9S‘P> = (“7) .

7rsin @ Y
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Nach Beispiel 3.16 ist ® stetig differenzierbar mit invertierbarer Ableitung

/ __[cosp —rsingp
(D(T’w)_<singp rcosgo)

fiir jedes (r,¢) € D. Es gilt ferner ®(D) = R\ {0} =: D. Gleichwohl ist die
Abbildung @ nicht injektiv, da z.B. ®(r,0) = &(r,27) ist. Allerdings ist die
Einschrankung

Dy : Dy = R+ X (0, 271') — RQ \ (RZO X {O}) =: 50

gemaf Beispiel 3.16 bijektiv. Korollar 3.37 zeigt nun, dass @ ein Diffeomorphismus
ist. Weiter erhalten wir die Ableitung

. -1 )
-1y’ __[cosp —rsinp - Cos sme \ % %
(q)O )(xay)_<slng0 ’I"COSQO) _<—isin(p iCOSSO)_(_yQ ﬁ)
firr (z,y) € Dy und r = a2+ 42 > 0. 0

Sei f € CYR™ RY) mit f(zo,y0) = 0. Wir wollen die Gleichung f(z,y) = 0 bei
(70, 10) ‘lokal nach y € R! auflésen’, d.h.: Wir suchen eine offene Menge U C R"
und eine Funktion ¢ : U — R! derart, dass f(z,p(x)) = 0 fir alle x € U gilt.
Dartiber hinaus sollen dies alle Losungen fiir x € U sein. Dies erldutern wir zuerst
an einem geometrischen Beispiel, in dem man dieses Problem explizit 16sen kann.

BEISPIEL 3.39. Sei f : R? — R; f(x,y) = 2? +y* — 1. Wir schreiben die Einheits-
kreislinie K = S(0,1) implizit als Nullstellenmenge K = {(z,y) € R?| f(z,y) = 0}.
Es seien o (x) = /1 — 22 fiir x € [~1,1]. Genau dann liegt (x,y) € R? in K,
wenn z € [—1,1] und y* = 1 — 22 gelten. Diese Aquivalenz fithrt auf die Gleichung

K = {(:c,y) € RQ‘SL’ €[-1,1], y=p(z) oder y = w,(x)}.

Somit gibt es fiir jedes (zo,v0) € K \{(—1,0),(1,0)} offene Intervalle U,, U, C R
derart, dass K N (U, x U,) gerade mit den Graphen von ¢, bzw. ¢_ iiber U,
tibereinstimmt. Also sind fiir (z,y) € U, x U, alle Lésungen von f(z,y) = 0 durch
die Beziehungen z € U, und y = ¢, (x), bzw. y = ¢_(x), gegeben.

Bei den Punkten (—1,0) und (1,0) gelingt keine eindeutige Auflosung. Hier ist
0y f(£1,0) = 0 und K hat eine senkrechte Tangente. O

Fir die hoherdimensionale Situation fithren wir einige Bezeichnungen ein. Seien
[,m € Nmit m > [. Wir setzen n = m — [ € N, identifizieren R™ = R"* = R" x R!
und schreiben v € R™ als

v=(2,9) = (T1,- -, Tny Y1, - -, Y1) c R,
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Mit Bgy(v,7) bezeichen wir voriibergehend die Kugeln im R?. Seien D C R™ offen,
(z,y) € D und f € C*(D,R!). Wir schreiben

Of o O (R SR
Onf =1 : A E ]
Ofi -+ Oufi oo Db
Onirfi -+ Ownth % o %
Of =| o= :
Ouirhy + Ouafi) \Y ... ok

Hierbei ist 0, f(z,y) eine [ x n-Matrix und 0, f(x,y) eine I x [-Matrix.

Der folgende Hauptsatz tiber implizit definierte Funktionen 16st das oben ange-
sprochene Problem ganz im Sinne des Kreisbeispiels. Wir wenden ihn unten auf
verwandte, aber weitaus allgemeinere geometrische Fragestellungen an. Dieser Satz
ist ein ungemein flexibles Instrument in der lokalen Theorie der Analysis und bildet
gewissermaflen ihre Grundlage. Im Beweis fithren wir das Theorem mit einem “Trick’
auf den Umkehrsatz zurtick.

THEOREM 3.40. Seien D C R"™ offen, f € CY(D,RY), (zo,90) € D mit
f(zo,y0) = 0 und 9,f(xo,y0) € L(R") sei invertierbar. Dann existieren solche
offene Mengen U, C R™ und U, C R!, sowie eine Abbildung ¢ € C*(U,,R?"), dass
die folgenden Aussagen gelten.
a) (xo,vo) liegt in U, x U, C D, o(U,) C U,, ¢(xo) = yo und 0, f(x,y) € L(R")
ist fir alle (x,y) € U, x Uy, invertierbar.
b) Genau dann liegt (x,y) in Uy, x U, und lost f(z,y) = 0, wenn x in U, enthalten
ist und y = p(x) gilt. Insbesondere haben wir f(z,¢(x)) =0 fir alle x € U,.
c) Fir alle x € U, haben wir Ableitung
-1
'(2) = =[0,f(z,0(2))]  (0uf)(w, o(x)) € L(R",RY). (3.12)
Um das Theorem anzuwenden, muss man u.U. manche Variablen permutieren.
Wenn n = [ gilt, kann man im obigen Hauptsatz die Rollen von = und y vertauschen
und (falls 0, f (xg, yo) invertierbar ist) bei (o, yo) lokal nach x auflésen. Das Theorem
bleibt auch giiltig fiir offene Teilmengen von U,, die xy enthalten.

BEWEIS VON THEOREM 3.40. Wir definieren die Abbildung

F:D =R F(z,y) = (f(iy))

Diese ‘Erweiterung’ ist stetig differenzierbar und besitzt die (n + 1) x (n + )
Jacobimatrix

, [n><n Onx
F'(z,y) = (amf(:c,y) 0yf($fy)>
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fur (z,y) € D. Man sieht leicht, dass diese Blockmatrix bei (2, yo) die Inverse

F’ 1 _ nxn nxl
(3607 yO) <—8yf($07 yo)—lﬁmf(J?o, yO) ayf(.IOv yO)‘l)

besitzt. Der Umkehrsatz 3.36 liefert nun solche offene Teilmengen U C D und V' C
R™* dass (w0, yo) in U liegt und F : U — V bijektiv mit der stetig differenzierbaren
Umkehrabbildung F;;' : V — U ist. Es gilt auch (z¢,0) = F(zo, %) € V .

Sei (z,y) € U. Wir schreiben F(z,y) = (x f(z,y))T = (w 2)T € V CR"". Da
x = w ist, hat F;' die Gestalt

T w [Fﬁl]n+1
=Fl(w,2) = mit = : e CHV,RY.
(1) =t = () -] (VR
[FU ]nH
Also gilt genau dann die Aussage f(x,y) = 0, wenn z = 0 erfillt ist. Dies ist
aquivalent zu der Gleichung y = g(x,0).

Wir wéhlen nun so einen Radius r > 0, dass Dy := B,,(zo,7) X Bi(y0,7) C U und
By, (xg,7) x Bi(0,7) C V gelten, sowie 0, f(x,y) fiir alle (x,y) € Dy invertierbar ist.
(Hier verwendet man etwa die Inklusion Dy C B,,4((70, %), v/2r) und geht wie in
Schritt 1a) des Beweises von Theorem 3.36 vor.) Die Funktion

2 Bn<x0,’f’) — Rl; QD(ZE) - g(l’,O),

ist stetig differenzierbar und erfiillt ¢(z¢) = yo, da f(xg, yo) = 0 gilt. Wir definieren
weiter U, = Bi(yo,7) und U, = B,(zg,7) N ¢ *(U,). Die Menge U, ist nach den
Satzen 2.32 und 2.20 offen. Weiter gelten (zo,yo) € U, X U, C Dy und ¢(U,) C U,
Wir haben somit die Behauptungen a) und b) gezeigt.

Insbesondere erhalten wir die Gleichung 0 = f(z, ¢(z)) fur alle x € U,,, woraus
mit der Kettenregel Satz 3.11 die Identitéten

0= el (57) = (@Dlepto) ausievton) (i)

= (Ouf)(@,0(2)) + 0y f (2, 0(2))¢ (x)
folgen. Diese implizieren Aussage c). U

Zur Illustration besprechen wir ein einfaches Beispiel.

BEISPIEL 3.41. Seien z = (z,y1,%2) = (7,y) € R® und

Ayl s —7
T, Y1, Ya) = .
AR (xyl + Y1y + Y2 + 2

Sei 29 = (2, —1,0). Dann gilt f(zp) = 0 und f liegt in C*(R3, R?) mit der Ableitung

Py = 3 W 3
’ Y1+Y T+Y Y1+
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Damit erhalten wir

0,f(z0) = (3 ?) und 0, f(z0) = (ﬁ) ,

sodass 0, f(z) invertierbar ist. Nach Theorem 3.40 gibt es also solche r > 0,
¢ € C((2—r,2+7),R? und ein offenes U, C R* mit (—1,0) € U, dass alle
Losungen von f(x,y1,y2) =0in (2 —r,2+r) x U, durch

_ 2+ p1(2)’ + o)’ — 7 _0
[z, o(x)) = (xtpl(m) o1 (2)pa(x) + wa(z) +2) = 0 firze(2—r,2+7)
gegeben sind. Ferner gilt ¢'(2) = =0, f(20) 0. f(20) = (—4 9)T.

Die Gleichung f(z,y1,y2) = 0 kann bei (2, —1, 1) hingegen nicht nach y aufgelost
werden (obgleich 0, f(2, —1,1) invertierbar ist), da f(2,—1,1) # 0 ist. O

Ein bisschen Differentialgeometrie. Wir zeigen die Aquivalenz verschiede-
ner Definitionen glatter (zweidimensionaler) Flichen im R?. Diese Beschreibungen
erlauben es dann Tangential- und Normalenrdume einzufithren. Andere Dimensio-
nen behandelt man analog. Wir werden diese Aussagen in Analysis 3 im Kontext
von Oberflachenintegralen benétigen.

DEFINITION 3.42. Eine Menge M C R3 heifit (eingebettete) C'-Fliche im
R3, wenn fiir jedes p € M offene Teilmengen V,U C R3 mit p € V und ein
Diffeomorphismus v : V. — U so existieren, dass (VN M) =U N (R? x {0}) gilt.
Dann heifit ¢ eine Karte von M.

Man kann also so eine Fliche mittels 1 lokal zu einer Ebene im R? ‘aufbiegen’.
Man schliefft mit dieser Definition etwa Ecken, Kanten, Selbstdurchdringungen
oder -berithrungen aus. Dazu ist es wichtig, dass ¢ auf einer Umgebung von M
und nicht nur auf M selbst agiert.

Wenn M abgeschlossen und beschrénkt ist, kann man in dieser Definition endlich
viele V' und 1) so auswéhlen, dass die Vereinigung dieser V' die Menge M enthalt.
Dies folgt direkt aus den Theoremen 2.44 und 2.46 von Bolzano—Weierstrafl bzw.
Heine—Borel. Entsprechende Aussagen gelten fir die Aussagen b)—d) im néchsten
Satz. Man sieht in den folgenden Beweisen und Beispielen, dass man meist mehrere
Karten bendétigt, um eine Flédche zu beschreiben und zu untersuchen.

Im néchsten Satz zeigen wir die angekiindigten Aquivalenzen. Er ist eine her-
ausragende Anwendung des Hauptsatzes tiber implizit definierte Funktionen Theo-
rem 3.40 und des Umkehrsatzes Theorem 3.36.

SATZ 3.43. Sei M C R3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

a) M ist eine C*-Fliche. (also beschrieben durch (lokale) Karten)
b) Fiir jedes p € M gibt es eine offene Teilmenge D C R® und eine Funktion
g € CY(D,R) derart, dass p € D, Vg(w) # 0 fiir alle w € D und

MnND=A{we D|g(w) =0}
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gelten. (lokale Nullstellenmenge)

c) Fiir jedes p € M gibt es Indizes i < j in {1,2,3}, offene Teilmengen Uy C R?
und Uy C R, sowie eine Funktion h € C*(Uy, R) derart, dass (pi,p;) € Us,
pr € Uy (wobei {k} ={1,2,3} \ {4,7}), h(Uz) C Uy, und

MnNnZ= {a: € R? ’ (i, 2j) € Us, wp = h(mi,:pj)}.

mit Z .= {x € R*|(x;,x;) € Us, x € Uy} gelten. (lokaler Graph)

d) Fiir jedes p € M gibt es offene Teilmengen Uy C R? und W C R3, sowie
eine Abbildung F € C'(Uy,R?) derart, dass p € W, Rang F'(s,t) = 2 fiir alle
(s,t) € Uy und F : Uy — M NW bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung sind.
(lokale Parametrisierung)

BEWwWEIS. Wir zeigen den Satz durch einen Ringschluss. Dabei kann man in der
ersten und dritten Implikation die benotigten Abbildungen (¢ bzw. F') explizit
angeben; in der zweiten ergibt sich A unmittelbar aus Theorem 3.40. Der letzte
Schluss ist aufwandiger.

‘a) = b): Wir setzen D = V und ¢ : D — R; g(w) = ¢3(w). Dann gelten
MND ={we D|g(w) =13(w) =0} und Vg(w) # 0 fir alle w € D, da ¢'(w)
nach Aussage a) invertierbar ist.

‘b) = ¢)’: Sei g(p) = 0. Nach Voraussetzung b) ist drg(p) # 0 fiir ein k € {1,2,3}.
Es sei etwa k = 3. Theorem 3.40 liefert dann offene Mengen U, C R? und U; C R
und eine Funktion h € C'(Uy, R) mit h(Usy) C Uy und p € Uy x Uy C D derart, dass
die Gleichungen g(z,y, z) = 0 fiir (x,y,2) € Uy x Uy und z = h(z,y) fir (z,y) € U,
aquivalent sind.

‘c) = d): Sei etwa k = 3 in Aussage ¢). Wir setzen Uy = Uy, W = U, x U; und
F:Uy— R3 F(s,t) = (s t h(s,t))7. Nach einer Ubung ist W offen. Weiter ist
die Funktion F stetig differenzierbar und ihre Ableitung

1 0
F’(s,t)( 0 1 ) (3.13)
alh(s,t) Ggh(s,t)

hat fiir alle s,t € Uy den Rang 2. Ferner ist F' : Uy — M NW injektiv, nach c) auch
surjektiv und die Umkehrabbildung F~' : M NW — Uy; F~Y(x,y,2) = (z y)T, ist
offenbar stetig.

‘d) = a)”: Es sei F(sg,ty) = p. Nach Voraussetzung ist eine quadratische Teilma-
trix von F’(sg,to) invertierbar; diese sei etwa

A A Fi(s0,t0) OaF1(s0,10)
T \OiFa(s0,to) GaFa(so,to) )
Wir definieren die Abbildung ® : Uy x R — R3; ®(s,t,7) = F(s,t) + Te3. Dann ist
O stetig differenzierbar und die Ableitung

A 0
(I)’ — 2x1
(50,0, ) (Fg<50,to> 1)
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ist invertierbar. Der Umkehrsatz Theorem 3.36 liefert nun solche offene Teilmengen
UCUyxRund V C R3, dass (80,t0,0) in U und p = (50, t0,0) in V liegen, sowie
®:U — V ein Diffeomorphismus ist.

Nach Voraussetzung ist My = {®(s,t,0) = F(s,t)|(s,t,0) € U} eine Teilmenge
von M N W, die p enthélt. Weiter ist sie das Urbild von {(s,t)|(s,t,0) € U}
unter der stetigen Umkehrabbildung F~!: M N'W — R?, vergleiche (2.11), sodass
Satz 2.32 die Offenheit von My im metrischen Raum M MW mit d(v, w) = |v — w|s
zeigt. Nach Bemerkung 2.25 gibt es dann eine offene Menge Wy C W C R? mit
My = M N Wy. Wir definieren die offene Teilmenge V' = V N W, von R3 (siehe
Satz 2.20), die Einschrinkung ¢ = (®~1);y : V = R und U = (V) C V. Da ®
stetig ist, liefert wieder Satz 2.32 die Offenheit von U in R?. AuBerdem ist mit ®~*
auch v : V — U ein Diffeomorphismus. Ferner erhalten wir p € V' und

VAM=VNW,nMnW,=Vn M,
—d(U)NO({z e Ulzs=0}) =0({z € U|zs=0}),
da @ injektiv ist. Daraus folgt (VN M) = (VN M) =UnN(R*>x{0}). O

Wegen der Verwendung von Theorem 3.40 bzw. Theorem 3.36 konnen sich in der
zweiten und vierten Implikation die verwendeten Ausschnitte von M verkleinern.
Das zeigt, dass der ‘lokale Ansatz’ in Definition 3.42 angemessen ist. Man beachte
auch, wie im letzten Beweisschritt die geforderte Stetigkeit von F~! die Existenz
des offenen Definitionsbereichs V' C R? fiir die Karte 1 liefert.

BEISPIEL 3.44. Im Falle der Sphire S = S(0,7) C R? mit r > 0 sehen die
Objekte in Satz 3.43 wie folgt aus.

b) Es gilt S = {(z,9,2) € R*|g(x,y,2) := 2> +y*> + 2 — r* = 0}. Hier kann
man z.B. D = R?*\ {0} wihlen, da dort Vg(w) = 2w # 0 gilt und S in D liegt.

c) Die offene obere Halbsphére S, = SN {(z,y,z) € R*| 2z > 0} ist der Graph
{(x,y,h(z,y)) | (z,y) € Bg2(0,7)} der C'-Funktion h : Uy := Bpz(0,7) — R;
h(z,y) = /r? — 22 — y?, wobei z.B. U; = (0, 2r) ist. Hier explodiert |Vh(z,y)|s fir
|(z,y)|2 = r. (Man braucht vier solcher Darstellungen, um S zu tiberdecken.)

d) Die geschlitzte Sphire S’ = S\ H mit H = {(z,y,2) €e R*|y =0, z <0}
wird durch

cos(¢) cos(0)
F,=F:Uy:=(—mm) x (-2,2) > R% F(p,0) =r | sin(p)cos() |,
sin(6)
parametrisiert. (Hier entspricht ¢ einem Léangengrad und 6 einem Breitengrad.)
Die Funktion F € C*'(Up, R?) die Ableitung
—sin(p) cos(f) — cos(yp) sin(0)
F'(¢,0) =1 | cos(p)cos(d) —sin(p)sin(f) |,
0 cos(0)
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die auf U, den Rang 2 besitzt, da cosf > 0 ist.

Wir zeigen, dass I : Uy — S’ bijektiv ist. Sei dazu (z,y,2) € S". Da 2 in (—1,1)

liegt, gibt es genau einen Winkel 6 € (-7, ) mit z = rsinf. Es folgt

2?24yt =12 — 22 =1r? —r¥sin®6 = r?cos? 0,
sodass (x,y) auf der Kreislinie mit Radius rcos€ > 0 liegt. Wegen (z,y,0) ¢ H,
erhalten wir dhnlich wie in Beispiel 3.16 genau einen Winkel ¢ € (—m,7) mit
(z,y) = rcosf(cos @, sin ). Also ist (z,y, z) = F.(p,0).

Um die noch fehlende Stetigkeit von F~! einzusehen, betrachten wir ‘Kugelkoor-
dinaten’ @ : U := R, x Uy — R?; ®(r,¢,0) = F,.(p,0). Das obige Argument zeigt
die Injektivitit von ® und ®(U) = R3\ H. In einer Ubung wurde ®' berechnet
und es folgt nun leicht det ®'(r, , 0) = r?cos@ > 0 auf U. Korollar 3.37 zeigt dann,
dass @ : U — R?\ H diffeormorph und damit F~' = &g stetig ist. (Man braucht

drei solcher Darstellungen, um S zu tiberdecken.) O
Wir nutzen nun diese Resultate, um Tangential- und Normalenrdume zu erkléaren.

BEMERKUNG 3.45. Sei M eine C'-Fliche und p € M. Wir definieren
a) den Tangentialraum T,M an M bei p = F(ug) (geméf Satz 3.43d)) durch

T,M = F'(ug)(R*) = {F'(u)(;)

s,t € R};
b) den Normalenraum N,M an M bei p mit g(p) = 0 (geméaf Satz 3.43 b)) durch
NyM ={7Vg(p)|T € R}.

Nach Satz 3.43 gelten dim7,M = 2 und dim N,M = 1. Wir motivieren die
beiden Definitionen.

zu a): Seien B(ug,d) C Up und j € {1,2}. Dann ist ¢ : [—4,] — R3; ,(s) =
F(ug + se;) € M, eine C*-Kurve auf M mit dem Tangentenvektor v; := ¢}(0) =
F'(ug)e; = 0;F (up) bei p (laut der Kettenregel). Die Vektoren v; und vy spannen
T,M auf.

zu b): Mit der Notation aus a) gilt g(¢;(s)) = 0 fir |s| < 6. Daraus folgt mit
der Kettenregel die Gleichung 0 = ¢'(;(0))¢;(0) = (Vg(p)|v;) fiir j € {1,2}. Also
steht N, M senkrecht auf T,M.

Wenn M bei p = (g, yo, h(zo,%0)) wie in Satz 3.43¢) durch einen Graphen
gegeben ist, so gelten

T,M = {v = (s t so h(xo,y0) + tf)gh(xo,yo))T s, t € ]R} :
N,M = {v = 7'( — O1h(xo,y0) — Oah(zo, o) 1)T T E ]R} :

Die Aussage zu T, M folgt dabei aus der Formel (3.13) fiir F”(s,t) in diesem Fall.
Fir N,M kann man ¢(z,y, z) = z — h(z,y) verwenden. Man beachte, dass N, M
senkrecht auf T),M steht.
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Im Falle der Sphére erhalten wir geméfl Beispiel 3.44 die Formeln

—sin(yp) — cos(p) sin(0)
T,M =< s| cos(p) | +¢| —sin(p)sin(d) | |s,t €R
0 cos(0)
mit p = F(p,0) sowie N,M = {rp|1 € R}. O

In vielen Anwendungsproblemen will man reellwertige Funktionen f unter Ne-
benbedingungen der Form ¢(z) = 0 minimieren. Wir illustrieren dies mit einer
einfachen geometrischen Fragestellung.

BEISPIEL 3.46. Seien die Zahlen a,b,c > 0 fest gegeben. Wir suchen den Qua-
der Q = [—x,x] X [-y,y] X [z, 2] mit maximalen Volumen f(x,y,z) = 8xyz
fir (z,y,2z) € D = Ri, dessen Ecken auf dem Ellipsoid £ = {(z,y,2) €
R3| g(z,y,z) = 0} liegen, wobei

, 22 2 22

f?g:]R _>]R7 f(l',y,Z):&%'yZ, g(x7yvz>:§+b72+g_1
sind. Die Menge £ = g~'({0}) ist nach Satz 2.32 abgeschlossen und damit auch
END. Das Ellipsoid ist ferner beschrinkt, da es in der Kugel B(0, max{a, b, c})
liegt. Also ist £ N D nach Theorem 2.44 von Bolzano-Weierstrafy kompakt und f
nimmt auf £ N D sein Maximum g an, siche Theorem 2.50. Man beachte, dass
@ (und damit f) durch seine Ecke im ersten Oktanten D eindeutig bestimmt ist.
Weiter ist das Volumen von @ fir (x,y, z) € D gleich 0, wiahrend u positiv ist.
Wir kénnen demnach f und g auf D einschrénken.

Mit Hilfe des folgenden Satzes werden wir zeigen, dass das Maximum g gleich
%abc ist und genau am Punkt (g, yo, 20) = %(a, b, ¢) angenommen wird. O

Im folgenden Satz von Lagrange nehmen wir an, wir hétten eine Extremalstelle 2
von f auf der Nullstellenmenge M von g (etwa mittels des Satzes von Maximum).
Anders als in Satz 3.29 muss nun V f(zg) nicht verschwinden, sondern stattdessen
senkrecht auf (dem Tangentialraum von) M stehen. Dies ist die geometrische
Bedeutung von (3.14), vergleiche Bemerkung 3.45. Der Beweis greift Ideen aus dem
obigen Ausflug in die Differentialgeometrie auf.

THEOREM 3.47. Seien D C R™ offen, f € CY(D,R) und g € C*(D,R!) mit
1 <1l < m. Setze M = {z€ D|g(z) =0}. Die Funktion [ besitze auf M ein
Extremum bei zg € M und ¢'(z) € R™™ habe den Rang l. Dann existieren
Lagrangesche Multiplikatoren A = (A1,...,\;) € R mit

Vf(Zo) = >\1Vg1 (Z()) + -+ )\lVgl(zo) (314)

Mit (3.14) und ¢1(20) = 0,...,g/(20) = 0 hat man m + [ Gleichungen fiir die
Unbekannten (zp, \) € R™*! die man versuchen kann zu 16sen.
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BEWEIS. 1) Wie setzen n = m — [ € N. Nach eventueller Umnummerierung
der Koordinaten ist 9,9(zq,40) € L(R') invertierbar, wobei 2y = (z¢,y0) € R""!
ist. Der Hauptsatz tiber implizit definierte Funktionen Theorem 3.40 liefert nun
offene Teilmengen U, C R" und U, C R!, sowie eine Abbildung ¢ € C*(U,, R") mit
(20, y0) € Uy x Uy, C D, ¢(x0) = yo, p(Uz) C U, und g(z, p(x)) = 0 fir alle z € U,.
Es gibt einen Radius 7 > 0 mit B(xg,r) C U,.

2) Sei k € {1,...,n}. Wir setzen nun «ay : (—r,7r) — R"™ au(r) =
(xo + Teg, p(xo + Tey)), fiir die Einheitsvektoren e des R™. Dann gelten die Glei-
chungen o (0) = 2y und o}, (0) = (ex, ¢’'(zo)ex) =: vy. Wegen der ey, ist die Menge
{v1,...,v,} linear unabhéngig und ihr linearer Aufspann 7" hat somit die Dimen-
sion n. Auierdem ist g(ay (7)) = 0 fur alle 7 € (—r,7), sodass ax(7) auf M liegt.
Damit hat die Funktion Ay : (=7, 7) = R; hi(7) = f(ax(7)), bei 0 ein Extremum.
Satz 5.18 aus Analysis 1 und die Kettenregel Satz 3.11 implizieren nun

0 = hi(0) = f"(x(0)) e (0) = (Vf (20)[vx)
fir alle k € {1,...,n}. Folglich steht V f(zo) auf T" senkrecht.
3) Aus der Gleichung g(ax(7)) = 0 ergibt sich mit der Kettenregel die Identitét

0 = ¢'(ax(0))1,(0) = ¢'(z0)ve
fir jedes k € {1,...,n}. Also liegt T"im Kern von ¢'(zp). Nach der Dimensionsformel
und der Voraussetzung hat der Kern die Dimension m—dim ¢'(2)(R™) = m—1 = n,
siehe etwa Satz 2.2.4 in [3]. Somit ist der Kern von ¢'(zg) gleich 7" und V f(zo) steht
auf ihm senkrecht. Satz 6.2.4 von [3] zeigt nun, dass V f(zg) im Bild von ¢'(z)7
enthalten ist. Deshalb gibt es einen Vektor A € R! mit

Vf(20> = gl<Zo)T)\ = )\1Vgl(zo) +---+ )\lvgl(Zo). O

BEWEIS VON BEISPIEL 3.46. Sei (¢, Yo, 20) € D N E eine Maximalstelle von f
auf E (etwa die im Beispiel konstruierte). Der Gradient Vg(xo, yo, 20) ist ungleich
0 und hat also den Rang [ = 1. Theorem 3.47 liefert nun eine Zahl A € R mit

Yoo a~2xg
V f(xo, Yo, 20) = 8 | 020 | = AVg(20, Y0, 20) = 2A b~yo
ZoYo 2z

Daraus ergeben sich die Gleichungen
f (0,90, 20) = 8Toyoz0 = 2Xa *xh = 2\b 2yf = 2\ 223,
wobei f(zo, Yo, 20) > 0 ist. Wir summieren die drei rechten Seiten auf und nutzen
aus, dass g(o, Yo, 2z0) = 0 gilt. Somit erhalten wir
3f (20, Yo, 20) = 2A(a™2xf + b 2yd + ¢ 223) = 2\

Also ist 2\ = 3f(xo, v0, 20), sodass aus der oben abgesetzten Formel die Identi-
tat f(xo, Y0, 20) = 3f (0, Yo, 20)a %z und damit z, = % folgen. Die Zahlen yjq
und zy berechnet man genauso und sie liefern den (damit eindeutig bestimmten)

Maximalwert u = f(xg, Yo, 20) = %abc. O



KAPITEL 4

Kurvenintegrale

Wir diskutieren Varianten des eindimensionalen Integrals, die in vielen Bereichen
der Analysis und ihrer Anwendungen von grofler Bedeutung sind.

4.1. Kurvenliange

Sei v € C([a, b],R™) eine Kurve (oder Weg) mit Spur I' = v([a, b]). Wir nennen
v(a) den Anfangspunkt und v(b) den Endpunkt. Die Kurve I' heifit geschlossen,
wenn 7y(a) = 7y(b) gilt, und einfach, wenn v auf (a, b) injektiv ist. Sie verlduft (oder
liegt) in D C R™, falls I in D enthalten ist.

Um die Lénge von v zu definieren, approximieren wir v durch Streckenziige.
Dazu seien a < b und Z(a,b) die Menge aller Zerlegungen Z = {to,t1,...,t,—1,t,}
des Intervalls [a, b], wobei n € Ny beliebig ist, sowie a = ty, t,, = bund t;_; < t; fiir
alle j € {1,...,n} gelten sollen, falls a < b ist. Fiir a = b sei n = 0 und Z, = {a}.
Wir schreiben I; = [t;_1,t;]. Fir v : [a,b] = R™ und Z € Z(a,b) setzen wir

(v.2) = z (t5) = Aty

Dies ist die Lénge des Streckenzugs mit den Ecken ~y(a),v(t1),...,v(tn-1),7(b).
Fir a = b sei dabei ¢(~, Z,) = 0. Verfeinerungen von Z vergréBern diese Lange, da

Uy, Z) < Uy, ZU{c}) wegen [y(t;) = v(t;-1)ly < () = ()l +v(e) = (i),
gilt, wenn etwa c € I; ist. Dies fiihrt auf den nachsten Begriff.

DEFINITION 4.1. Eine Abbildung 7 : [a,b] — R™ ist rektifizierbar (oder von
beschrankter Variation) mit Lange ((y), wenn

lan(v) = L) = [Ny = _sup (v, Z) < oo
ZeZ(ab)

Es gilt £}4,4)(7) = 0. Wir besprechen wichtige Eigenschaften dieser Begriffe.

BEMERKUNG 4.2. a) Rektifizierbarkeit und Stetigkeit sind unabhéngig vonein-
ander. Zum einen hat die unstetige Funktion 1y : [0,2] — R die Lénge 1, da
U(y,2Z) =1fir alle Z € Z(0,2) gilt. (Der Summand in ¢(vy, Z) mit 1 € [t;_q,t;) ist
gleich 1, die anderen sind gleich 0.) Zum anderen haben wir die nicht rektifizierbare,
aber stetige Funktion v : [0,2] — R?; y(t) = (¢, g(t)), mit

tsin(7/t), 0<t<2
1) =
9(1) {0, t=0.

101
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BEWEIS. Seien t,_; = (j +3)* fir j € {0,1,...,n — 1}, tp = 0 und Z, =
{to,...,tn} € Z(0,2) fiir n € N. Dann gilt
sin(mj +3)  sin(mj — 7)
J+ 3 J—3
2j 1

19(tn—j) — 9(tn—(-1))| =

SR
fur j € {1,...,n — 1}. Damit erhalten wir die untere Abschatzung

|
—

<
I
—

n

i ( tr—ti-1)® + [g(te) — g(tr-1)| ) >,

NI

— OO

fir n — oo, sodass ¢(y) = oo ist. d

b) Seien v : [a,b] = R™ und ¢ € [a,b]. Dann gilt {jo5(7) = Lia,q(V) + Cep (V)
wobei wir die Rechenregeln oo = a 4+ 0o = 0o + a fiir a € [0, 0o} verwenden.

BEWEIS. Wenn ([, (y) oder {4 (7) gleich oo sind, dann gilt dies auch fiir die
Lénge (}44 () auf Grund ihrer Definition. Wir kénnen also annehmen, dass diese
beiden Terme endlich sind. Sei Z € Z(a,b). Wir definieren damit die Zerlegungen
7 =7U{cy € Z(a,b), Z_ = ZNJa,c] € Z(a,c) und Z, = Z N [e,b] € Z(c,b).
Mittels der Definition und der Dreiecksungleichung folgt

6(77 Z) < £(77 ) - f("y| ac]a ) + 6(7\ c,bls Z+) < g[a c]( ) + g[c,b](W/)

Im Supremum tiber Z € Z(a,b) ergibt sich die Ungleichung ‘<’ in der Behauptung.
Sei € > 0. Dann gibt es Zerlegungen Z_ € Z(a,c) und Z; € Z(c,b) mit

(Vs Z-) 2 lag(v) —e, bzw. L(Yep), Z4) 2 Len(7) — €.
Wir setzen nun Z = Z_ U Z; € Z(a,b). Da Z_NZ, = {c} ist, erhalten wir
g[a,c] (7) + g[c,b] (7) —2e < g(’yHa,C}J Z*) + g('ﬂ[c,b]; Z+) = £<77 Z) < g[a,b} (7)
Da € > 0 beliebig ist, folgt die Gleichheit in der Behauptung. O

Im Folgenden zeigen wir Rektifizierbarkeit nur mittels des folgenden Satzes (und
Bemerkung 4.2b)), der auch eine bequeme Formel fiir die Wegldnge angibt.

Satz 4.3. Sei v € C'([a,b],R™). Dann ist v rektifizierbar mit der Weglinge

b
= [l

BEWEIS. Der Fall a = b ist klar; es sei also a < b.
1) Sei Z € Z(a,b). Der Hauptsatz (3.5) und die Eigenschaften des Integrals liefern
= Z () — (-l = D

tj
/ 7’(t)dt’
j=1 tj—1 2
<z/ Ot = [ 1), dr.

n
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Also ist 7 rektifizierbar mit £(v) < [2]y/[, dt.

2) Sei € > 0. Nach Heines Theorem 2.47 ist ' gleichméafig stetig. Also existiert
so ein n € N, dass die Ungleichung |7/ (t) — 7/(7)|]2 < € fur alle ¢,7 € [a, b] mit
[t — 7| <&, :=(b—a)/n gilt. Wir setzen t; = a + jo, fir j € {0,1,...,n}. Wiein
Schritt 1) berechnen wir

[ b, ar = Z/ 571 (0) = (1)) + 5, (1 (85) = 2t

v ( t)—9, / T)dr

f/”w%w—<»w

ti—1

IN
\

~+

8 ) = ()l e

<
Il
—

IN I
M:@ I M: [ M3

<
Il
—

H\\;
2
<.

u+|()v%4m>

\/\

5 [ O = Ohdrdi+ 3 hit) =2t

7=1

IN

620 e +0(y) = (b—a)e + £().

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung. O

In spéteren Vorlesungen benétigt man oft etwas allgemeinere Wege, die in der
nachsten Bemerkung beschrieben werden.

BEMERKUNG 4.4. a) Nach Bemerkung 4.2b) gilt Satz 4.3 auch fur stickweise
C'-Funktionen v : [a,b] — R™; d.h., ye C([a,b],R™) erfillt v|;, € C'(I;, R™) fir

ein Z € Z(a,b) und alle j € {1,...,n}. Dabei setzen wir 7/(¢;) = %W(tj) fur ¢; <.

b) Seien v wir in a) und ¢ : [a, 3] — [a,b] ein orientierungserhaltender C-
Parameterwechsel, siehe Bemerkung 3.2 ¢). Dann heifit 4 = v o ¢ (orientierungser-
haltende) C*-Umparametrisierung von . Die Kettenregel und die Substitutionsregel
Satz 1.15 implizieren

[ b@—z/ #(5))]2 9/ (s m—z/ O dt= [ @), dr

wobei wir ¢'(s) > 0 verwendet und ¢ = ¢(s) substituiert haben. Also gilt ¢(y) = £(%).
Wir schreiben deswegen auch ¢(T) statt £(v), wenn ~ einfach ist.° O

Wir fiigen zwei einfache Beispiele an.

6Streng genommen ist eine C'-Kurve I' eine Aquivalenzklasse von C''-Umparametrisierungen
v; und nicht die Spur, die ja ganz unterschiedlich parametrisiert werden kann. Fiir Details
verweisen wir auf den Text nach Bemerkung VIII.1.5 in [2]. Der Einfachheit halber beziehen wir
uns meist auf v und vermeiden in dieser Vorlesung Aquivalenzklassen.
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BEISPIEL 4.5. a) Sei v : [0,a]; y(t) = r(cost sint)T, fur Konstanten o, r > 0.
Dann gelten 7/(t) = r(—sint cost)T und

= [ @) dt = ar,
0

wobei v den (eventuell mehrfach durchlaufene) Kreisbogen mit Bogenmafl o und
Radius r parametrisiert.

b) Wir verwenden die Parameterisierung v : [0, 27]; v(t) = (acos(t) bsin(t))T,
der Ellipse F mit Halbmessern a,b > 0, die auf [0, 27) injektiv ist. Dann gilt wie
in a) die Gleichung

2w
= / \/a2 sin®t + b2 cos? t dt.
0
Hier findet man keinen expliziteren Ausdruck fiir die Kurvenlénge. O

4.2. Kurvenintegrale und Potentiale

Wir fithren nun Kurvenintegrale ein, wobei wir uns auf stiickweise C'!'-Wege
beschrianken. Die Schreibweisen fiir diese Integrale sind in der Literatur nicht
einheitlich, und oft werden sie in eine allgemeinere Theorie eingebettet. Ferner findet
man in (vor allem &lteren) Lehrbiichern eine weitere Klasse von Kurvenintegralen,
die wir aber in Analysis 3 mitbehandeln werden.

DEFINITION 4.6. Seien v € C ([a,b],R™) stickweise C*, T = ~([a,b]), und
F e C(I',R™). Das Kurvenintegral von F dber 7 ist

/F dx_/F dx—/(F D |(#) dt.

Das rechte Integral ist dabei als Riemannintegral mit stiickweise stetigem Inte-
granden erklért. Fir eine regulire Kurve gilt £(y) = [ F'- dz mit F' = +'/]9/,.
Wir notieren, dass sich die iiblichen Eigenschaften des Integrals iibertragen.

BEMERKUNG 4.7. Seien v € C([a, b], R™) stiickweise C' mit Spur I und Zerle-
gung {tg, - ,1,}, sowie F,G € C(I',R™).

a) Sei ¢ : [, B] — [a, b] eine orientierungstreue Umparametrisierung von -, siehe
Bemerkung 4.4. Setze ¥ = yo0 ¢ : [a, ] — R™. Dann hat auch 4 die Spur " und ist
stiickweise C*. Mit Ketten- und Substitutionsregel berechnen wir

[} (PGt ds—Z / o (FOIOED) 17/(0(5))) 9'(5) ds
=3 [7 (P w)a= [ (Fae)10)a

Fir einfache v schreiben wir deswegen auch [ F' - dx statt [ F'- dz, vergleiche
aber Fufinote 6.

b) Seien auch ¢ € (a,b) und «, 5 € R. Dann gelten die folgenden Aussagen.
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1) [[(aF +pG)-dz=af F-dz+ [ G- dz.

2) [F-do=[ F-dr+ [, F-dr, wobeiy ="uqund o=y (Wir
schreiben hier v = 41 U7s, und es gilt I' = 'y UTy mit z.B. Ty = v1([a, ¢]).)

3) |, P de] < [ 1F(@)], @)l dt < 07) maxyer [F(@)l,

4) Sei v~ (t) = (b — (t — a)) fiir t € [a,b]. Dann gilt [~ F-dv =~ [ F- dz.

BEWEIS. Die Aussagen folgen aus Satz 1.6 und 1.15. Wir beweisen exemplarisch

[(@F+56) - dz = [ (aF(:0) + 5GG(0) vandt
= o [ (PO V@) di+ 5 [ (G0) |7 @) d

a

=« F-dx—l—B/G-dx,
Y v

[ Fear=Y [" (Foo—(t-a)| 70 (-a)d

= [ @) @y =— [Foan O

j:1 —tj_1+a
Das folgende Beispiel beleuchtet die Bedeutung des Kurvenintegrals in der Physik.

BEISPIEL 4.8. Sei 7 : [a,b] — R3; v(t) = (r cos(t) rsin(t) ht)T die Schraubenlinie
mit Konstanten r,h,a > 0 und b > a. Dann gelten |y(t)|s = Vr? + h%t2, 7/(t) =
(—rsin(t) rcos(t) h)T und (y(¢)|Y'(t)) = h?t.

Die Gravitationskraft einer Masse M > 0 in zg = 0 auf m > 0 in x € R?\ {0}
ist durch F(z) = —CmM |z|;* z mit einer Konstante C' > 0 gegeben. Wenn man
m entlang 7(t) bewegt, verrichtet man gegen oder mit F' die Arbeit

[ 7= [FOw Y@= [ S GOk )

b h% CmM ri+pn?
= —OmM [t =y [, T

WF%E?‘Q%>:CmMQw;b‘wém>

verrichtet, wobei wir 7 = r2 4 h%t? substituiert haben. Man beachte, dass die Arbeit
nur vom Anfangs- und Endpunkt, aber nicht von v selbst abhéangt. O

:CmM<

Eine Abbildung F : D — R™ mit D C R™ und m > 2 heifit auch Vektorfeld.
Zumindest fiir m € {2, 3} kann man sie veranschaulichen, indem man sich den Pfeil
F(z) € R™ am Punkt z € D angefiigt denkt. Bei der Funktion F' in Beispiel 4.8
weist dabei F'(z) radial zum Ursprung. Man nennt solche Funktionen Zentralfelder.
Motiviert durch dieses Beispiel, fithren wir zwei Klassen von Funktionen ein.
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DEFINITION 4.9. Sei D C R™ offen. Dann heifit F' € C(D,R™) wegunabhéngig
auf D, wenn

F-dx = F - dx

71 72
fiir alle stiickweise C*-Kurven 1,7 : [a,b] — D mit gleichem Anfangspunkt v1(a) =
v2(a) und gleichem Endpunkt v1(b) = ~2(b) gilt. Eine Funktion ® € C*(D,R) heifst
Potential von F auf D, wenn V& = F auf D erfullt ist.

Wir betonen, dass diese Begriffe von D abhédngen. Mit ¢ ist auch ® + ¢1 fiir
jedes ¢ € R ein Potential. Wir diskutieren zwei typische Beispiele.

BEISPIEL 4.10. a) In Beispiel 4.8 hat F': R3\ {0} — R?; F(z) = —CmM |z|,° ,
das (Newton-)Potential ®(z) = CmM |z|;" auf R?\ {0}. (Verwende Beispiel 3.6.)

b) Sei F : D = R*\ {0} — R? F(z,y) = r}ryz(—y x)T. Wahle () =
(cost sint)T und yo(t) = (1 0)7 fur ¢ € [0, 27]. Diese parametrisieren den ‘Kreisweg
I'y = 5(0,1) und den konstanten Weg I's von (1 0)T nach (1 0)T. Es gelten

[(Foa- | T (Pl 14 de = [ (L 0)](0,0))de =0,

2T 1 . . 2T
wF-dx:/O — e ()| o)) e = [ vae = o

Also ist das ‘Wirbelfeld” F' auf D nicht wegunabhéangig. O

)

Der nachste Satz charakterisiert die Wegunabhangigkeit durch die Existenz eines
Potentials und zeigt in diesem Fall den ‘Hauptsatz’ fiir Kurvenintegrale. Auf Grund
dieser Charakterisierung hat das Vektorfeld F' in Beispiel 4.10b) kein Potential.

SATZ 4.11. Seien D C R™ ein Gebiet (d.h., offen und wegzusammenhdingend)
und F € C(D,R™). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

a) F ist wegunabhdingig auf D.

b) J, F - de =0 fir jede geschlossene stiickweise C'-Kurve v mit Bild in D.

c) F hat ein Potential ® auf D.

In diesem Fall gilt ferner
[ B = 2(0)) ~ #(1()

fiir jede Kurve v mit Bild in D, die stiickweise C* ist.

BEWEIS. 1) Es gelte Aussage ¢) und + sei stiickweise C' in D mit der Zerlegung
{a =tg,t1,...,t, = b}, vergleiche Bemerkung 4.4a). Dann liefert die Kettenregel
und der Hauptsatz Theorem 1.10 die Gleichungen

[Fede= [T (Von]vo)a =3 [ e
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_ Z (D(1(1)) = D(1(t5 1)) = B(3(8)) — B(3(a).

Also folgt der Zusatz und, falls v(b) = v(a) ist, auch Teil b).

2) Es gelte Behauptung b). Es seien v und 7, stiickweise C''-Kurven von x
nach y in D. Dann ist v := 7, U, eine geschlossene stiickweise C*-Kurve in D.
Annahme b) und Bemerkung 4.7 liefern dann

O:/F-dx: F-dx—/F-dx,
g m 72

woraus Aussage a) folgt.

3) Es gelte Teil a). Sei yo € D fest gewéhlt und y € D beliebig. Nach Lemma 4.12
unten gibt es eine stiickweise lineare Kurve 7, von yy nach y mit Bild in D. Wegen
Bedingung a) definiert

O(y)= | F-dzx
Yy
cine Abbildung ® : D — R. Seien r > 0 mit B(y,r) € D, 0 < [|t| < r/2
und j € {1,...,m}. Wir setzen ~;; : [0,1] — R™; v, ;(7) = y + 7te;. Dann ist
7;,;(T) = tej. Weiter verlaufen 7;; und 7,” U7y 14; in D von y nach y + te;. Aus
Bemerkung 4.7 und Aussage a) schlieflen wir

1 1 1 1
7(<I>(y+tej)—(l>(y)):f/ F-dx—f/F-dx:f/ F-de
t t Yy+te t t 'Yzj U'Yy+te

1 1 /1
=7 F- dT—;/ (F(y + 7te;) | te;) dt
0

Vt,j

—/ i(y + Tte;) dr.

Da die Funktion [—r/2,7/2] x [0,1] = R; (t,7) — F;(y + Tte;), stetig ist, erlaubt
es Korollar 2.48 den Limes ¢t — 0 unter das Integral zu ziehen. Also konvergiert
H®(y + tej) — ®(y)) fir ¢ — 0 gegen Fj;(y), und Behauptung c) gilt. O

Im obigen Beweis haben wir das folgende niitzliche Resultat verwendet.

LEMMA 4.12. Seien X ein normierter Vektorraum, D C X ein Gebiet und x,y€ D.
Dann gibt es eine stiickweise lineare Kurve, die in D von x nach y verlduft.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert ein Weg 4 € C([0, 1], R™) mit I =
7([0,1]) € D, 4(0) = z und 4(1) = y. Die Spur I ist nach Theorem 2.49 kompakt.
und schneidet 9D nicht. Deswegen liefert Korollar 2.52 die Abschétzung

VzeT, pedD: |z —pla > 1€nf 1nf|w—q\2— e>0.
q

Da 4 nach Heines Theorem 2.47 gleichmafig stetig ist, gibt es so ein n € N, dass
fur alle ¢,s € [0,1] mit |t — s| < 1/n die Ungleichung |3(t) — 3(s)|z < /2 gilt.
Sei ] S {0, 1, ce 771}. Fir tj = ]/n fOlgt H/(tj) — ’S/(tjfl)b < 8/2 Fir s € [tjfl,tj)
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gibt es genau ein 7(s) = 7 € [0,1) mit s = 7¢; + (1 — 7)t;_1, ndmlich 7(s) =
(s —tj—1)/(t; — tj—1). Wir definieren nun

V(s) = 7(s)3(t;) + (1 =7(s)A(tj)  fir s €[t t;) und je{l,... n},
sowie v(1) = y. Dann ist v in C(]0,1],R™) enthalten und stiickweise linear mit
7(0) = 4(0) = z und (1) = (1) = y. Fir die obigen s erhalten wir ferner

[7(8) = A(tj-1)l2 = 7(s) [7(t;) = 4(t;-1)|2 < /2.
Also liegt v(s) in B(%(tj-1),£/2) C D, sodass v nur Werte in D annimmt. O
Wir zeigen eine bequeme notwendige Bedingung fiir die Wegunabhéngigkeit.

SATZ 4.13. Seien D C R™ offen. Wenn F in C'(D,R™) ein Potential ® €
CY(D,R) besitzt, dann ist F'(z) fir jedes x € D symmetrisch; es gilt also

Vj,ke {1,...,m}, reD: akF](LU) :8JFk(SC) (41)
BEWEIS. Da V® = F gilt, liegt ® in C?(D,R). Schwarz’ Theorem 3.24 impli-
ziert nun O F; = 0,0, = 0,0, P = 0;Fy, fiir alle j,k € {1,...,m}. O

Die folgende Bemerkung zeigt, dass die Umkehrung des Satzes nicht immer gilt.

BEMERKUNG 4.14. a) Fiir Vektorfelder F' € C*(D,R3) definiert man die Rotation

0o Fy — 05 F
rot F' = 83F1 — 81F3 fir x € D.
alFQ — 82F1

Fir m = 3 gilt genau dann (4.1), wenn rot F'(x) = 0 fiir jedes x € D erfillt ist.

b) Wie man leicht nachrechnet, gentigt F' in Beispiel 4.10b) der Bedingung (4.1),
aber F' hat wegen Satz 4.11 kein Potential auf D = R?\ {0}. O

Man kann die Wegunabhéngigkeit durch die Symmetriebedingung (4.1) charak-
terisieren, wenn man zusatzliche Annahmen an D stellt. Der folgende Satz von
Poincaré ist das einfachste Resultat in diese Richtung und damit der Ausgangs-
punkt fiir wichtige Teilbereiche der Mathematik. Man beachte, dass das Gebiet
D =TR?*\ {0} in Bemerkung 4.14b) nicht sternférmig ist, da es ein ‘Loch’ hat.

THEOREM 4.15. Sei D C R™ offen und sternférmig (siehe Bemerkung 2.57b)).
Eine Funktion F € C1(D,R™) erfiille (4.1). Dann hat F ein Potential auf D. Ins-
besondere hat F € CY(U,R™) auf jeder Kugel B(xg,r) C U ein (lokales) Potential,
wenn U C R™ offen ist und F die Bedingung (4.1) auf U erfillt.

BEWEISs. Nach Voraussetzung existiert so ein Punkt z € D, dass fiir alle
y € D die Strecke z{) von z nach y ganz in D verlauft. Diese Strecke wird durch
v 1 10,1] = R; v, (t) = 2 4+ t(y — 2), parametrisiert. Wir setzen

/Fdx—/ F(z+t(y—=2) ‘y z dt Z/ (24t (y—=2)) (y;—z;) dt
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Da F stetig differenzierbar ist, konnen wir geméafl des nachsten Satzes ® partiell
ableiten und die Ableitung unter das Integral ziehen. Mit Hilfe der Kettenregel,
der Annahme (4.1) und des Hauptsatzes berechnen wir dann

Z/ e (il + 1y = ) (g — 2)) e

:/O(Z )z oty = 2)) g — 2) + File + Hy - 2)) ) de

:/l(i 0, (= + tly — 2)) tly; — 23) + Filz + tly - 2)) ) de

_/ (tFulz + 1y — 2))) dt = Fu(y)
fur k € {1,...,m}. Also ist @ stetig differenzierbar und ein Potential von F'. [

Im obigen Beweis haben wir Ableitung und Integral vertauscht, was unter gewissen
Stetigkeitsannahmen erlaubt ist, wie der ndchste Satz zeigt.

SATZ 4.16. Seien D C R™ offen, f : D x [a,b] — R stetig und es existiere
% € C(D x [a,b],R) fiir ein k € {1,...,m}. Dann existiert auch

aik/ (z,t)dt = /—fxt

BEWEIS. Es seien * € D und k € {1,...,m}. Es gibt einen Radius r > 0
mit B(z,r) € D. Sei h € [—r,r| \ {0}. Der Hauptsatz, die Kettenregel und die
Rechenregeln fiir das Integral implizieren

;L</abf($+hek,t)dt—/abf(:v,t)dt> —/abézkf(x,t)dt’
(3 (7t hewst) = £.0) = 5 fw0))

é?xk
b h
1 (; Flx + rep, t) — if(:c, t)) dr dt’
=

0
|h|‘/ (z +7ex,t) [ex) = a%kfw) dr at
I ‘
b—a)— n ’ J .
( G)W te[a211|£)|<\h| 8:Bk (!E TEL ) f(x )

Sei ¢ : [—|hl],|h|]] = R; ¢(7) = x+7ek. Nach Theorem 2.49 ist das Bild ¢([—|h|, |h[])
kompakt. Damit ist auch die Produktmenge K = ¢([—|h|,|h|]) X [a, b] nach einer
Ubung kompakt. Folglich ist die Funktion 8%;@ f auf K gleichméfig stetig, siehe
Theorem 2.47. Somit konvergiert das obige Supremum fiir ~» — 0 gegen 0. U



KAPITEL 5

Gewohnliche Differentialgleichungen

In eine gewohnlichen Differentialgleichung gehen die gesuchte Funktion in einer
Variablen und manche ihrer Ableitungen ein. Man kann fiir diese Problemklasse
ausgehend vom ersten Studienjahr eine recht umfassende und weitreichende Theorie
entwickeln, die die Grundlage fiir viele Anwendungen in den anderen Wissenschaften
ist, vergleiche [7]. Wir geben hier einen Einblick in diese Thematik, wobei wir meist
eine etwas vereinfachte Situation betrachten und gelegentlich Beweise nur unter
verstarkten Annahmen fithren. Auf diese Weise konnen wir exemplarisch auch etwas
tiefer liegende Aussagen und typische Anwendungen behandeln. Das Themengebiet
wird in Analysis 4 wieder aufgegriffen und dann systematisch diskutiert. In der
Analysis fur das Lehramt wird die Darstellung aus Zeitgriinden knapper sein.

5.1. Einfiihrung

In Abschnitt 1.4 haben wir schon gewthnliche Differentialgleichungen der Form
u'(t) = g(t)h(u(t)), tel0,1), u(0) = o, (5.1)

in R betrachtet. Hierbei sind die Funktionen g € C(R>(,R) und h € C((a,b),R),
sowie ein Anfangswert ug € (a,b) mit h(ug) # 0 gegeben, und es ist eine Losung
u € C*([0,7)) von (5.1) mit Endzeit £ € (0, 00| und u(t) € (a,b) fir ¢t € [0,f) gesucht.
In dieser Situation zeigt Satz 1.31, dass es eine eindeutige Losung von (5.1) mit
einem ‘maximalen’ ¢ gibt, fiir die man auch eine (evt. implizite) Losungsformel hat.
Bei nichtlinearen Problemen ist dies der einzige Fall, in dem man solche Formeln
systematisch berechnen kann. (Siehe Abschnitt 5.3 fiir lineare Systeme.)

In Beispiel 1.32 haben wir schon wichtige Phanomene kennengelernt, die bei
ganz einfachen Gleichungen auftreten kénnen. So hat das Problem

u'(t) = u(t)?, t>0, u(0) = uy > 0, (5.2)

die Losung u(t) = (1710 = t) " mit 0 <t< % = t. Hier erhalten wir die ‘Explosion’
(oder den ‘Blowup’) u(t) — oo fiir t — % Dieses Verhalten kann recht allgemein
bei nichtlinearen Differentialgleichungen auftreten. In Abschnitt 5.2 werden wir
diese Frage ndher untersuchen.

Ferner kann man in (5.1) die Eindeutigkeit der Losung verlieren, wenn man
h(ug) = 0 zuldsst. Das einfachste Beispiel ist die Gleichung

u'(t) = \Ju(t), t>0, u(0) = 0. (5.3)
110
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Fir a € [0, o0] besitzt sie die Losungen

0, 0<t<a,

o Ry — R; olt) =
U >0 Uq (t) {i(t—a)z, t>a.

Im Abschnitt 5.2 geben wir eine einfach zu tberpriifende Annahme an, die die
Eindeutigkeit der Losungen erzwingt.

Wir diskutieren nun zwei typische zweidimensionale Beispiele, wobei wir mit dem
Rduber-Beute-Modell (mit oder ohne Sattigung) von Volterra und Lotka beginnen,
siehe auch die Beispiele 5.15 und 5.29.

BEISPIEL 5.1. Es seien u(t) > 0 die (relative) Anzahl einer Beutepopulation und
v(t) > 0 die einer Rauberpopulation zur Zeit ¢ > 0. Um ihre zeitliche Anderung zu
bestimmen, postulieren wir die folgenden Eigenschaften.

1) Die Beutepopulation wéchst ohne Rauber entweder exponentiell (bei unbe-
grenzten Ressourcen, siehe Beispiel 1.29) oder mit Sattigung (bei begrenzten
Ressourcen, siche Beispiel 1.30).

2) Die Rauberpopulation fallt ohne Beute exponentiell (da sie keine andere
Nahrungsquelle habe).

3) Die Beute(Rauber-)population fallt (wéchst) proportional zum Produkt
u(t)v(t), das der Haufigkeit eines ‘zufélligen’” Zusammentreffens entspricht.

Diese Annahmen fiithren auf die Gleichungen
u'(t) = au(t) — bu(t)® — ru(t)v(t), t>0, u(0) = uy,
V'(t) = —co(t) + su(t)v(t), t>0, v(0) = vy,

fiir fest gegebene Parameter a,c,r,s > 0 und b > 0, sowie Anfangswerte ug, vy > 0.
Hier kénnten die Parameter auch von der Zeit ¢ abhdngen (etwa um die Abhéangigkeit
von der Tageszeit zu modellieren). Im Gegensatz zum folgenden Beispiel aus der
Physik konnen die Daten in (5.4) in der Regel nicht sicher gemessen werden. Analog
formuliert man komplexere Modelle mit mehr Spezies uq, .. ., Uyy,.

Ahnliche Gleichungen beschreiben chemische Reaktionen, und (einfachere) Vari-
anten bilden Grundmodelle fiir die zeitliche Entwicklung von Epidemien, vergleiche
[6], [7]. Wir haben das obige Problem gewdhlt, da es keine weiteren Vorkenntnisse
erfordert und besonders gut zu den hier und in Analysis 4 erzielten Resultaten passt.
Wenn man in einem dieser Félle etwa auch die rdumliche Ausbreitung beschreiben
mochte, miissen die Mengen uy der Spezies zusatzlich von einer Raumvariablen x
abhéngen, und es gehen dann auch Ableitungen in x in die Beschreibung ein. Dies
fithrt auf weitaus kompliziertere partielle Differentialgleichungen. O

(5.4)

Wir betrachten nun mit der Pendelgleichung (mit und ohne Dadmpfung) ein
einfaches Beispiel aus der Physik, siehe Beispiele 5.13 und 5.30.

BEISPIEL 5.2. Ein Punkt der Masse m > 0 pendele an einem Stab der Lénge
[ >0,y > 0 sei die Gravitationskonstante und u(t) der Auslenkungswinkel (im
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Bogenmaf) zur Zeit ¢t > 0. Also ist der zurtickgelegte Weg gleich der Bogenlange
lu(t), die Geschwindigkeit gleich {u/(¢) und die Beschleunigung gleich lu”(t).

Auf den Massenpunkt m wirkt dann die Tangentialkomponente Fi(t) =
—ymsinu(t) der Gravitationskraft F' = —ym, da er sich nur auf dem Kreisbogen
bewegen kann. Weiter gebe es eine Reibungskraft —r(u/(t)), wobei r € C*(R) und
—yr(y) < 0 fir alle y € R gelten sollen. Damit wirkt die Reibung entgegen der
Pendelrichtung und héngt nur von der Geschwindigkeit ab. (Ein typisches Beispiel
ist 7(y) = roy?**! fiir Konstanten ro > 0 und k € Ny.)

Laut dem zweiten Newtonschen Gesetz (Masse mal Beschleunigung gleich Kraft),
erfiillt u die Gleichungen

u'(t) = =T sinu(t) — =r(u/'(t)) = g(u(t), v (t), t=>0,

u(0) = ug, u'(0) = vy,

fiir gegebene ug, vy € R. Man braucht hier zwei Anfangsbedingungen, da durch
die Angabe der Anfangsauslenkung ug das weitere Verhalten offenbar noch nicht
festgelegt ist. (Man kann ja z.B. das Pendel nach links oder rechts anstoflen.)
Man kann aus den Newtonschen Gesetzen auch die Bewegungsgleichungen von
komplexeren Systemen mit N Massenpunkten herleiten. (Bei freier Bewegbarkeit im
Raum hat der k-te Massenpunkt die Position uy(t) € R* und die Geschwindigkeit
uh(t) € R3, sodass man im RSV arbeiten muss.) Analog beschreiben Schwingungs-
gleichungen die Strome, Ladungen und Spannungen in (Teil-)Stromkreisen. O

(5.5)

Es sei noch erwahnt, dass man in diesen beiden Beispielen im ungeddmpften
Fall (d.h., b =01n (5.4) bzw. r = 0 in (5.5)) implizite Losungsformeln herleiten
kann, siehe Analysis 4. Explizite Formeln kann man aber nicht erhalten, und selbst
implizite gibt es im geddmpften Fall nicht.

Wir fiihren die Klasse gewohnlicher Diffentialgleichungen ein, die wir im Folgenden
untersuchen werden. Seien f : R5y x R™ — R™ stetig und uy € R™. Wir suchen
ein Intervall Jy mit min Jy, = 0 < sup Jy und eine Lisung u € C*(Jy, R™) des
Anfangswertproblems

u'(t) = f(t,u(t)), ¢>0, u(to) = uo. (5.6)

(Hier steht ‘¢ > 0’ fur ‘¢ € Jy mit moglichst groffem Jy’.) Man sagt auch, dass
u das Problem (5.6) auf Jy l6st, und nennt «/'(t) = f(t,u(t)) Diffentialgleichung
erster Ordnung. Das Problem heifit autonom, wenn f : R™ — R™ selbst nicht von
t abhangt. In Analysis 4 betrachten wir die folgende allgemeinere Situation.

1) Fir ein Interval J und eine offene Menge D C R™ sei f: J x D — R™. Dann
muss man von der Losung auch u(t) € D fiir all ¢ € J, fordern.
2) Man erlaubt irgendeine Anfangszeit tq € J und betrachtet auch Zeiten t < .

Die Theorie wird sich in dieser Situation nicht grundséatzlich &ndern, aber an
manchen Stellen etwas komplexer werden.

Die Pendelgleichung (5.5) beinhaltet allerdings auch u”. Dieser Fall kann aber
leicht auf (5.6) zurtickgefithrt werden.
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BEMERKUNG 5.3. Seien g : R>g x R™ x R™ — R™ stetig, ug, vo € R™, und J
wieder ein Intervall mit min Jy = 0 < sup Jy. Sei u € C?(Jy, R™) eine Losung des
Anfangswertproblems zweiter Ordnung

u’(t) = g(t,u(t),d'(t)), t>0, uw(0) = up, u'(0) = vy, (5.7)

auf Jy. Wir setzen nun

fiRsg X R 5 R¥™: f(t,,y) = ( Y ) wo = <“°>
- g(t,z,y) Vo
Dann liegt w := (u, ) in C'(Jp, R*™) und erfiillt (5.6) mit diesem f und w(0) = wy.
Umgekehrt 16se w € C*(Jy, R*™) das Problem (5.6) fiir die obigen f und wy.
Setze u = wy. Dann gelten v’ = w] = wy und w)(t) = g(t, u(t), we(t)) wegen (5.6),
sodass u in C%(Jy, R™) ist und (5.7) 16st.
Das obige Vorgehen kann man leicht auf hohere Ableitungen verallgemeinern. In

Beispiel 5.2 gilt f(x,y) = (y, —% sinx — ﬁT(yD %

Im Kontext von (5.6) interpretieren wir u(t) € R™ als Zustand eines Systems zur
Zeit t > 0, das man mit m Zahlen beschreiben kann. Der Anfangszustand ist dabei
der gegebene Vektor uy € R™. Dann bestimmt (5.6) die momentane Anderung u'(t)
des Zustands als Funktion des aktuellen Zustandes u(t). So ist zu erwarten, dass
(5.6) eine eindeutige Losung u besitzt. Man beachte, dass u'(t) der Tangentenvektor
der Losungskurve t — wu(t) ist.

Aus dieser Interpretation ergeben sich (zunéchst) die folgende Grundfragen.

1) Gibt es genau eine Losung u = u(-;ug) des Systems fiir jeden Startwert wug?
(Macht man also stets eine testbare Vorhersage iiber das Modell?)

2) Ist die Abbildung ug — u(t; ug) stetig? (Dann hdngt die Vorhersage kontrolliert
von Messfehlern in den Anfangsdaten ab.”)

3) Ist Jy = Jo(up) = R>¢? Man nennt dann die Losung global.

4) Bleibt die Lésung etwa in Beispiel 5.1 nichtnegativ, wenn ug, vy > 0 ist? Oder
allgemeiner: Bleibt die Losung in Zustandsbereichen, die fiir das Problem
relevant sind?

5) Gibt es konstante oder periodische Losungen fiir geeignete Anfangswerte?

6) Was geschieht fiir ¢ — oo? Konvergiert die Losung, stirbt etwa in Beispiel 5.1
eine Spezies aus?

7) Sei u, eine konstante Losung und ug = u,. Gilt dann u(t) = u, fiir alle t > 0
(‘Stabilitat”)?

Diesen Fragen werden wir uns teilweise hier und griindlicher in Analysis 4 widmen.
Wenn 1) und 2) erfillt sind, heifit (5.6) wohlgestellt.

Gewohnliche Differentialgleichungen haben auch andere Interpretationen. So
beschreiben sie zeitlich konstante (stationére) Probleme in einer Raumdimension
(z.B. die Verformung eines befestigten Stabes unter Last). Hier ist oft x € [a, 0]

"Tatséchlich sollte man auch die Stetigkeit von f u(t) = u(t; ug, f) zeigen, sieche Analysis 4.
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die (Raum-)Variable, und die Lésung muss Bedingungen wie u(a) = 0 = u(b) am
Rand geniigen. Man spricht von Randwertproblemen. Allgemeiner treten diese als
Hilfsprobleme in den partiellen Differentialgleichungen auf.

5.2. Wohlgestelltheit und globale Existenz

Wir definieren zuerst unsere zentrale Bedingung an die Funktion f in der ge-
wohnlichen Differentialgleichung (5.6). Diese Eigenschaft liefert insbesondere die
Eindeutigkeit der Losungen, erlaubt aber auch einen besonders eleganten Existenz-
beweis. Die folgenden Ausfithrungen vereinfachen sich fiir autonome Systeme ein
wenig. Wir gehen immer wieder auf diesen Sonderfall ein. Fiir spétere Vorlesungen
formulieren wir die einfiihrenden Begriffe und Aussagen allgemeiner als in (5.6).

DEFINITION 5.4. Seien M C R™ und J ein Intervall. Eine Funktion g : J x M —
R! heift lokal Lipschitz in =, wenn es fiir jedes Paar (to,x9) € J x M solche Zahlen
§ = d(to, z0) > 0, 7 =1r(to,x0) > 0 und L = L(to, o) > 0 gibt, dass die Ungleichung

lg(t,x) — g(t,y)l, < Lz —yl, (5.8)

fiir alle t € [tg — d,to + 8] N J und x,y € B(xg,r) N M gilt. Wenn g nicht von t
abhdngt, ldsst man ‘in x” weg und spricht von lokaler Lipschitz Stetigkeit. Falls
(5.8) fir allet € J und x,y € M gilt, ersetzt man ‘lokal’” durch ‘global’ (oder ldsst
es weg).

Aus der nichsten wichtigen Bemerkung ergibt sich insbesondere, dass Funktionen
f € CY(D,RY) Lipschitz stetig auf allen kompakten Teilmengen von D sind. Man
beachte, dass stetige Differenzierbarkeit in Beispielen oft leicht nachzuweisen ist.

BEMERKUNG 5.5. a) Seien f € C(J x D,R"), D C R™ offen, J ein Intervall und
es existiere d,, f € C(J x D, R!) fiir alle k € {1,...,m}. Dann ist f lokal Lipschitz
in 2. Wenn f nicht von ¢ abhingt und in C*(D,R!) liegt, dann ist f lokal Lipschitz.

BEWEIS. Sei (to,79) € J x M. Wir wihlen Radien r > 0 mit B(zy,7) C D
und, wenn ty € J° ist, 6 > 0 mit Jy := [tg — 0,19 + 6] C J. Falls etwa ¢ty = min J
ist, dann nimmt man ein § > 0 mit Jy := [to,fo + ¢] C J; und entsprechend fiir
einen rechten Randpunkt ;. Als stetige Funktion ist (¢,z) +— |0y, f(t, x)|2 auf der
kompakten (und konvexen) Teilmenge K := Jy X B(xo,7) von J X D durch die Zahl
L := max( ek 0. f(t, x)|2 beschrénkt, siche Theorem 2.50. Nach Satz 3.23 ist
dann fiir jede feste Zeit t € Jy die Abbildung B(xq,7) — RY; z + f(t,z), Lipschitz
stetig mit Konstanten L. Diese Aussage liefert die Behauptungen. O

b) Polynomiale nichtlineare f (wie in Beispiel 5.1) sind nicht auf M = R™ global
Lipschitz stetig, vergleiche Bemerkung 2.35 im Fall m = 1. Man muss also lokal
Lipschitz stetige f zulassen, um solche Standardbeispiele behandeln zu kénnen.

¢) Die Funktion g : J x M — R! fiir M C R™ sei lokal Lipschitz in z und stetig.
Dann gibt es fur alle @ < b mit [a,b] C J und kompakten Teilmengen K C M so
eine Zahl L = L(a,b, K) > 0, dass (5.8) fir alle ¢t € [a,b] und z,y € K erfullt ist.
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BEWEIS. Wir nehmen an, die Behauptung ware falsch. Dann existieren ein
Intervall [a,b] C J und eine kompakte Teilmenge K C M derart, dass es fur jedes
n € N eine Zeit t,, € [a,b] und Punkte z,,y, € K mit

|g(tn7$n) - g(tn>yn)|2 >n ’xn - yn|2 (59)

gibt. Insbesondere ist x,, # ¥y, fiir jedes n € N. Auf Grund der Kompaktheit finden
wir sukzessive Teilfolgen mit ¢,, — to in [a, b], ,,, = 2o in K und y,, — yo in K
fir j — oo. Da g stetig ist, konvergiert die linke Seite in (5.9) mit n; statt n fur
j — 00, sodass xg = o sein muss. Wir wihlen zu ty und x( die Zahlen 9,7 > 0 und
L > 0 aus Definition 5.4. Dann gibt es so einen Index jy, dass fir alle 7 > j, die
Zeiten t,,; in [ty — 0,y + 6] N J und die Punkte z,, und y,, in B(zg,r) N M liegen.

Aus (5.8) folgt nun die Abschétzung

U |$nj - ym’? < ’g(tnj7xnj) - g(tnﬁynj)‘? <L ’xnj - ynj‘Q
fir alle j > jp, was unmoglich ist. O

Um (5.6) zu losen, formulieren wir das Problem mittels des Hauptsatzes in eine
Integralgleichung in Fixpunktform um. Dies ist niitzlich, da Integrale glatten und
Ableitungen hingegen Regularitét verbrauchen.

LEMMA 5.6. Seien D C R™ offen, Jy C J Intervalle, f : J x D — R™ stetig,
ug € D, tg € Jy und u € C(Jy, D). Genau dann gelten u'(t) = f(t,u(t)) firt € Jy
und u(ty) = ug, wenn u die Gleichung

u(t) = up + /ttf(s,u(s))ds (5.10)
fur alle t € Jy erfillt.

BEWEIs. Nach Satz 2.30 ist mit v und f auch die Abbildung Jy — R™; ¢t —
f(t,u(t)), stetig. Es ist klar, dass die Funktion in (5.10) die Anfangsbedingung
u(to) = up erfiillt. Aus (5.10) folgt mit dem Hauptsatz (3.4), dass u in (5.10) die
(stetige) Ableitung f(t,u(t)) besitzt. Umgekehrt erfillt eine Losung von (5.6) die
Integralgleichung (5.10) auf Grund der anderen Halfte (3.5) des Hauptsatzes. [

Das folgende Wohlgestelltheitstheorem von Picard-Lindeléf® bildet die Grundlage
fiir die Untersuchung gewohnlicher Differentialgleichungen. In seinen Aussagen und
Methoden ist es auch ein wesentliches Vorbild fiir die Behandlung zeitabhangiger
partieller Differentialgleichungen.

Im Satz von Picard-Lindelof fordern wir von f nur leicht tiberpriifbare Eigen-
schaften, die in den typischen Anwendungen gelten. (Im autonomen Fall reicht
f € CH{R™ R™).) Fiir jeden Startwert ug € R™ sichert das Theorem eine eindeutige
Losung u = u(-; ug) von (5.6) auf dem mazximalen Existenzintervall [0,t(uo)), wobei
t(up) € (0,00] in Aussage a) definiert wird. Beispiel (5.2) belegt, dass #(ug) endlich

8Manche Aussagen des Theorems waren in der Vorlesung etwas schwécher formuliert worden.
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sein kann. Man beachte auch, dass die Einschrankung einer Losung wieder eine
Losung ist — deshalb formulieren wir in b) eine recht flexible Eindeutigkeitsaussage.

Die Maximalitat von £(ug) wird durch die Blowup-Bedingung in Punkt c) ausge-
driickt: Wenn #(ug) endlich ist, dann explodiert |u(t)|s fir t — t(ug). Fir r > |ug|z
findet man iibrigens eine untere Schranke #(uy) > 7(r) > 0, die nur von f und r
abhéngt, siehe Bemerkung 2.2.3 in [7]. Teil d) liefert schliefllich die stetige Abhdngig-
keit vom Anfangswert: Fur jede gegebene Endzeit b € (0,%(u)) gibt es eine Kugel
Bl(ug, (b, ug)), auf der vy — u(t; vg) Lipschitz stetig ist (gleichmaBig in ¢ € [0, b]);
insbesondere ist t(vg) > b.

Im Beweis 16st man statt (5.6) die Integralgleichung (5.10) mittels des Banach-
schen Fixpunktsatzes auf einer geeigneten Teilmenge eines Banachraumes von
Funktionen. Da wir den Beweis nur im Falle einer globalen Lipschitzbedingung
in z fithren, konnen wir als Teilmenge tatsichtlich den ganzen Raum wihlen. (In
Analysis 4 beweisen wir eine allgemeinere Version des Theorems zur Génze, siehe
auch die Satze 2.2.2, 2.3.2. und 4.1.2 in [7].)

THEOREM 5.7. Seien f € C(Rxq x R™ R™) lokal Lipschitz in x und uy € R™.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Es gibt genau eine maximale Losung u = u(-;ug) von (5.6) auf [0,t(ug)) mit
der maximalen Existenzzeit

t(ug) :=sup{7r > 0|3 Lisung u, von (5.6) auf [0, 7]}.

b) Es gebe zwei Losungen vy und vy von (5.6) auf Zeitintervallen Jy bzw. Jo mit
min J; = 0. Dann ist v(t) = va(t) fir allet € J; N Js.

c¢) Sei t(ug) < 0o. Dann folgt |u(t)|a — oo firt — t(up).

d) Sei b € (0,f(ug)). Dann gibt es solche Konstanten 0 = 0(b,uo) > 0 und
¢ = ¢(b,ug) > 0, dass fir alle Anfangswerte vy, wy € B(ug,0) und t € [0,b] die
Ungleichungen t(vy), t(wg) > b und

[w(t) —v(t)]2 < clwo — vol2
gelten, wobei v = u(-;vy) und w = u(-;wy) die maximalen Lésungen sind.
BEweEIs. Wir fithren den Beweis nur unter der globalen Lipschitzbedingung,
dass fiir ein L > 0 die Aussage
Vi>0, z,y e R™: |f(t,2) = f(t,y)l2 < Lz —yla (5.11)

erfillt ist. Weiter gebe es C,a > 0 mit |f(¢,0)]s < Ce* fiir alle ¢ > 0. Es sei
ug € R™. Unter diesen Bedingungen lésen wir (5.6) auf Rxy.

Nach Lemma 5.6 reicht es eine stetige Losung u der Integralgleichung (5.10) zu
finden. Fiir stetige v : R>g — R™ definieren wir deswegen die Funktion

Bv: Rog — R™: Bu(t) = (®0)(t) = (B (0))(£) = 1p + /Ot £(s,0(s)) ds.
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Wie im Beweis von Lemma 5.6 sehen wir, dass ®v stetig ist, also ® : C'(Rso, R™) —
C(R>0,R™) eine Abbildung ist. Um den Banachschen Fixpunktsatz 2.40 anzuwen-
den, miissen wir einen vollstandigen metrischen Raum E C C'(Rxo, R™) finden, auf
dem die Einschrankung @z eine strikte Kontraktion ist.

1) Zuerst beschreiben wir die Grundidee. Seien b > 0, ¢ € [0,b] und u,v €
C([0,b],R™). Dieser Raum ist vollsténdig mit der Norm ||v||o0p = maxo<i<p [0()]2.
Die Eigenschaften des Integrals und Bedingung (5.11) liefern die Abschétzung

@ult) — @olt)ly = | [ (F(s,u(s) = Fls, 0] ds| < [ 175, u() =75 005)) o ds

t
< L [ fu(s) = v(s)lads < bL u = vl
0

Wenn man b =: 5 in (0,1/(2L)] wahlt, folgt die strikte Kontraktivitét
12w = Pvllocs < 5 [l = Vocp- (5.12)

Dies liefert eine Losung auf dem (u.U. kleinen) Zeitintervall [0, 5]. Man kénnte das
Argument nun iterieren, um eine globale Losung zu erhalten. Wir wollen hier aber
mit einem ‘Trick” die Losung auf R in einem Schritt gewinnen.

2) Dazu setzen wir w = max{2L,a} > 0 und

[o]] = supe™" [u(t)]s
>0

fiir v € C(Rxg, R™). Wie in einer Ubung zeigt man die Vollstéindigkeit des Raumes
E={ve CRx,R™)[[Jv]| < oo}

beziiglich der Norm || - ||. Man beachte, dass E' exponentiell wachsende Funktionen
enthalt. Man kann dieses exponentielle Gewicht in die obige Rechnung einbauen
und sie dabei auf R>( ausdehnen. Seien u,v € E und ¢ > 0.

Zuerst miissen wir ||®v|| < oo nachweisen. Dazu berechnen wir

/Ot (f(S»U(S)) — f(5,0) + f(s,())) ds

< |ugl2 —1—/ w(t=s) Le “*o(s) — 02 + C’e_wseas) ds

e Du(t)]y < e |ugly + e

t
< ol + (L] +0) [0 ds = ol + (Lol + C) e,
< fuolz + (Lljol) + O™,

wobei (5.11), [f(s,0)]s < Ce* und w > « eingehen. Also liegt ®v in E.
Fiir die Kontraktivitat verwenden wir w > 2L und gehen dhnlich vor:

/Ot (f(s,u(s)) — f(s, U(s)) ds 2
</ w(t=s) [ o=ws ’u( ) (3)‘2(13

e | Du(t) — Pv(t)|y = e
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t
< L|ju — v|| %e“(s_t)

s=0

< 3 llu =2l

Mit sup, ergibt sich
|Pu — Dof] < 5 flu— ]| (5.13)

Theorem 2.40 liefert nun genau eine Funktion u in E mit v = ®u. Laut Lemma 5.6
16st u das Anfangswertproblem (5.6) auf Rxo.

3) In Schritt 2) zeigt der Banachsche Fixpunktsatz die Eindeutigkeit nur in F,
was eine unnoétige und unangenehme Einschrankung ist. Seien v; und v, wie in
Behauptung b). Falls 5 aus Teil 1) grofer als 7 := min{sup Ji,sup Jo} € (0, 00]
sein sollte, ersetzen wir es durch 7. Lemma 5.6 zeigt, dass v; = Pv; und vy = Do
gelten. Abschétzung (5.12) impliziert dann

[v1 = V2locs = [|PV1 — PUaloc,s < 5 [[01 — V2|es-

Somit muss ||v; — v2]lecs = 0 sein, sodass v; und vy auf [0, 4] ibereinstimmen.
Wenn 5 > 7 sein sollte, kann man wegen vy (5) = v() das Argument wiederholen.

Iterativ erhalten wir vy = vy auf J; N Jy. Insbesondere ist u die einzige Losung von
(56) auf Rzo.

4) Fiir die stetige Abhangigkeit sei v € C(Rxq, R™) die Losung von (5.6) zum
Anfangswert vy. Es gilt also v = ®,,v. Ferner haben wir die obige Lésung u = ®,,u.”
Man beachte, dass ®,,,v(t) — D, v(t) = up—wvy fiir alle ¢ > 0 ist. Aus der Ungleichung
(5.13) folgt dann

[ = vl = [[Pupts = Doy ]| < [[Pugts = Pugv]| + [[Pugv — Puy |

< % |lu— | + supe ™" [ug — vol2,
>0

5 lu = < Jug — vola-

Sei b > 0 gegeben. Fir ¢ € [0, b] schliefen wir aus der obigen Anschitzung sogar
die (in ug) globale Lipschitz Stetigkeit von ug +— u(t; ug) durch

lu(t) — v(t)|s = e“e " |u(t) — v(t)| < et |lu—v| < 260 |ug — vola- O

Wenn man in Theorem 5.7 die lokale Lipschitzbedingung weglésst, erhéalt man
noch die Existenz einer Losung, aber nicht notwendig ihre Eindeutigkeit (wie das
Problem (5.3) zeigt). Dies ist die Aussage des Existenzsatzes von Peano, siehe etwa
Satz 6.1.1 in [7].

Wir zeigen nun die einfachste Version der Gronwallschen Ungleichung, die ein
zentrales Hilfsmittel bei der Untersuchung von Differentialgleichungen ist. Wenn
man im Kontext der Integralgleichung (5.10) eine Abschédtzung vornimmt, erhélt
man oft die Norm der linken Seite (oder Varianten davon) rechts als Integranden.
Hier kann Gronwall entscheidend weiterhelfen.

Mm allgemeinen Fall muss man in Behauptung d) eine weitere Losung w heranziehen, da wug
als Mittelpunkt der Kugel in d) fixiert ist.
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SATz 5.8. Seien J ein Intervall, p € C(J), to € J und a,b > 0. Es gelte

t
0<opt)<a+b| p(s)ds fiir alle t € J.

to

Dann erhalten wir die Ungleichung
o(t) < aeblt—1) fiir alle t € J.
Insbesondere ergibt sich p =0, wenn a = 0 ist.

BEWEIS. Sei t € J. Wir setzen
t

P(t) =b | ¢(s)ds,

to

sodass 1(ty) = 0 ist. Also gilt p(t) < a+1(t) und damit ¢'(t) = bp(t) < ab+by(t).
Fir s € [to,t] (wenn t > ty) baw. s € [t,to] (wenn ¢t < tp) folgt daraus die
Abschatzung

%(e—b(s—to)¢(s)) = _be—b(s—to)w(s) + e—b(s—to)¢/(8) < abe~b(s—to)
Der Hauptsatz (3.5) liefert dann

t t
e ! y(t) — Y(t) = / LY (s))ds < [ abeT) ds = a1 — e,
t

ds
0 %° to

Y(t) < aeblt=h) — ¢,
woraus sich die gewiinschte Ungleichung ¢(t) < a +1(t) < ae’@~%) ergibt. O

Man beweist #(ug) = oo typischerweise indirekt. Dazu nimmt man an, es gélte
t(up) < oo und versucht dann zu zeigen, dass die Blowup Bedingung in Theo-
rem 5.7 ¢) nicht eintritt und somit ein Widerspruch vorliegt. Hierfiir muss man
sicherstellen, dass die Losung auf [0,#(ug)) beschrankt bleibt. Dies soll aus Be-
dingungen an f und ug (und nicht an «) folgen, da nur f und ug gegeben sind.
Schranken der Losung liefert der folgende wichtige Satz, bei dem eine Invarianzaus-
sage verwendet werden kann. Diese Fragestellung wird in Analysis 4 vertieft.

SATZ 5.9. Seien f € C(Rsog x R™ R™) lokal Lipschitz in x und M C R™
abgeschlossen (z.B. M = R™ oder M = (Rs¢)™). Sei u die mazimale Lésung von
(5.6) auf [0,t(ug)) und es gelte u(t) € M fir alle 0 < ¢ < t(ug).

a) Weiter ezistiere fir jedes b > 0 eine Konstante c(b) > 0 mit

Vte (0,0, € M: (f(t,x)|z) <cd)(1+ |z]3). (5.14)

Dann gilt t(ug) = oo.
b) Sei speziell f: R™ — R™ und es gebe eine Konstante ¢ > 0 mit

VeeM: (f(z)|z) <c(l+|z2). (5.15)
Dann gilt t(ug) = oc.
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BEWEIS. Die Aussage b) folgt direkt aus a). Es gelte (5.14). Wir nehmen

an, es ware t(ug) < oo. Seien 0 < s < t < t(ug) =: b. Die Produktregel, die
Differentialgleichung (5.6) und die Voraussetzung (5.14) implizieren

L u(s)[3 = & (u(s) uls)) = (o/(s)[uls)) + (uls)](s))
— 2(f(s,u(s)) | u(s)) < 2¢(b) (1 + [u(s)[2).

Man beachte dabei, dass u(s) nach Voraussetzung in M liegt. Wir integrieren nun
von 0 nach ¢ und erhalten mit der Anfangsbedingung und dem Hauptsatz (3.5) die
Ungleichungen

w(t)B— w3 = [ & u()Bds < [ 2e0) (1+ fuls) ) ds,
[a(t) < ol + 2e(6)0 + 20(0) [ Jus) .

Der Gronwallsche Satz 5.8 zeigt nun die Abschétzung
[u(t)|2 < (Juol? 4 2¢(b)b)e* @t < (Jug|? + 2¢(b)b)e®? fiir alle ¢ < t(uo).

Diese Aussage widerspricht Theorem 5.7 ¢), sodass t(ug) = oo ist. O

Wir haben oben das Quadrat der 2-Norm der Loésung nach ¢ abgeleitet und
dann die Differentialgleichung, eine Voraussetzung an f und die Gronwallsche
Ungleichung angewendet. Dieses Vorgehen ist typisch fiir die Theorie der (auch
partiellen) Differentialgleichungen. Man nennt es gerne Energieabschdtzung, da das
Quadrat der 2-Norm oft (bis auf Konstanten) einer Energie entspricht.

Wenn £(ug) = oo fiir jedes ug € R™ gilt, so bezeichnet man (5.6) als global
lésbar. In (5.2) haben wir t(ug) < oo fiir alle ug € Ry; hier verletzt f(x)z = 23 die
Bedingung (5.15) fir z € R,.

Wir formulieren einfache notwendige Bedingungen fiir (5.14) und (5.15)."°

BEMERKUNG 5.10. In der Situation von Satz 5.9 folgt die Bedingung (5.14) aus
der Eigenschaft

Vb>0 3é(b) >0 Vte[0,b], zeM: |f(t,x), <ed)(1+|z],), (5.16)
und (5.15) folgt aus
dé>0 YeeM: |f(z)],<c(l+]z]y). (5.17)

Fir |x|s — oo liegt hier eine lineare Wachstumsschranke vor, wihrend (5.14) und
(5.15) nur eine halbseitige lineare Wachstumsschranke fordern. (Genauer sind (5.14)
und (5.15) Schranken in radialer Richtung nach aufien, da z/|z|; der &ufiere Einheits-
Normalenvektor auf S(0, |z|2) ist.) Fur = in einer kompakten Menge gelten (5.16)
bzw. (5.17) wegen des Summanden 1 nach dem Satz vom Maximum automatisch.

101y der Vorlesung war diese Bemerkung nur implizit enthalten.
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Bewerls. Fir ¢ € [0,b] folgt mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung und
(5.16) die gewiinschte Abschitzung

(f(t,2)le) < [f(t,2)]2 |2]e < E0)(|xlz + [2]3) < 5e0)(1 + [xf3).
Man beachte, wie man mit dem Summanden 1 auftretende Storterme absorbiert. [J

Ein wichtiger Anwendungsfall der obigen Abschatzung sind die nachfolgend
behandelten inhomogenen linearen Systeme.

BEISPIEL 5.11. Seien A € C(R>o, L(R™)), g € C(R>p,R™) und uy € R™. Dann
hat das Problem

u'(t) = A(t)u(t) + g(t), t>0, u(0) = uy, (5.18)

genau eine Losung u auf Rs.

BEWEIS. Wir setzen f: Rsg x R™ — R™; f(t,z) = A(t)z + g(t). Diese stetige
Funktion hat in z eine stetige Ableitung, sodass sie nach Bemerkung 5.5 lokal
Lipschitz in x ist. Es sei b > 0. Dann wird |f(¢, x)|s fiir ¢ € [0, ] durch die Zahl
¢(b) == maxscop{||AM)|, [9(t)|2} beschrankt. Damit folgt die Behauptung aus
Theorem 5.7 und Bemerkung 5.10 U

In den folgenden Beispielen sehen wir, dass die Bedingung (5.15) (aber nicht
(5.17)) auch polynomial wachsende f mit ‘richtigem Vorzeichen’ zulésst.

BEISPIEL 5.12. Sei f(x) = —23 fiir z € R. Hier gilt (5.15), da f(z)z = —2* <0
fur alle x € R erfillt ist. Nach Theorem 5.7 und Satz 5.9 hat also das Problem

u'(t) = —u(t)®, t>0, u(0) = wuy,

fiir jedes up € R genau eine Losung auf R>o. Mittels Satz 1.31 erhalten wir im
iibrigen u(t) = £(2t + uy?)~2 fiir £ > 0 und g = 0. (Es gilt u = 0 fiir ug =0.) ¢

BEISPIEL 5.13. Die Pendelgleichung (5.5) in Beispiel 5.2 kénnen wir laut Bemer-
kung 5.3 als w'(t) = f(w(t)) mit w = (u,v') und f(z,y) = (y, —Fsinz — =r(y))
fiur x,y € R schreiben. Hier sind 7,1, m > 0, und es gilt —yr(y) < 0. Damit und

der Youngschen Ungleichung berechnen wir
(f(z,y)l(z.y) = 2y — Jysine — yr(y) < 5(° +9°) + (1 +3%) < 5(147) 205

fir alle z = (z,y) € R?. Theorem 5.7, Satz 5.9 und Bemerkung 5.3 liefern somit
fir alle (ug,vp) € R? eine eindeutige Losung u auf Rsq von (5.5).

Wenn die Zustande u(t) Stoffmengen beschreiben, miissen diese nichtnegativ
sein. Fiir diese Eigenschaft liefert der folgende Satz ein einfach zu iiberpriifendes
Kriterium an f (wobei man natiirlich annehmen kann, dass der Anfangswert
nichtnegativ ist). Wir erinnern daran, dass ein Vektor x € R™ nichtnegativ (positiv)
heifit, wenn z, > 0 (24, > 0) fiir alle £ € {1,...,m} gilt. Wir schreiben dann z > 0
bzw. x > 0. Analoge Begriffe verwenden wir fiir vektorwertige Funktionen. Weiter
sind RZ; := (Rx0)™ bzw. R} := (R;)™ die Mengen dieser Vektoren.
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SATz 5.14. Sei f € C(Rso x R™ R™) lokal Lipschitz in x und erfille das

Positivitatskriterium:
Vt>0, x € RYy mit v, =0 fiir ein k€ {1,...,m} gilt fi(xr) >0. (5.19)

Ferner seien ug € RZ, und u die mazimale Losung von (5.6). Dann erhalten wir
w(t) >0 fir alle t € [0,t(up)).

BEWEIS. Wir zeigen den Satz nur im (einfacheren) Spezialfall, dass ug > 0
ist und fi(¢t,2z) > 0 in (5.19) gilt. In dieser Situation erhalten wir sogar u(t) > 0
fiir alle ¢ € [0,#(ug)).'! Diese Aussage beweisen wir indirekt. Sie sei also fiir einen
Anfangsvektor uy € R mit maximaler Losung u falsch. Dann gibt solche Zahlen
t1 € (0,%(up)) und k € {1,...,m}, dass fiir alle Zeiten t € [0,¢;) die Ungleichung
u(t) > 0 gilt und ug(t;) = 0 ist. Es folgt u(¢;) > 0. Die Differentialgleichung (5.6)
und die Bedingung (5.19) implizieren nun den Widerspruch

0> lim + (u(ty + h) —ug(ty)) = u(tr) = fu(ty, uty)) > 0. O

Die Bedingung (5.19) bedeutet, dass der Vektor f(t,x) bei einem Punkt € OR™
nicht aus RZ, herausweist. Diese Beobachtung macht den obigen Satz plausibel, da
f(t,u(t)) die Tangentenrichtung einer Losung zur Zeit ¢ ist. Es sei betont, dass (5.19)
bei der Pendelgleichung in Beispiel 5.2 nicht gilt. Bei Schwingungsproblemen treten
freilich ganz nattirlich Vorzeichenwechsel auf. Wir wenden das Positivitatskriterium
nun auf Populationsmodelle an. Im zweiten Beispiel nutzen wir die Nichtnegativitat
auch aus, um mit Satz 5.9 globale Existenz zu zeigen.

BEISPIEL 5.15. a) Im Réuber-Beute-Modell (5.4) haben wir fi(z,y) = ax —
br? — roxy und fo(z,y) = —cy + szy fiir feste a,c,r,s > 0 und b > 0. Es sei
(ug,vp) > 0. Hier liegt f in C*(R? R?) und es gelten f1(0,y) =0 und f(x,0) =0
fur alle z,y > 0, sodass (5.19) gilt. Also hat (5.4) nach Theorem 5.7 und Satz 5.14
genau eine maximale Losung (u,v) > 0. (In Analysis 4 zeigen wir auch die globale
Existenz dieser Losungen.)

b) Im Konkurrenzmodell
u'(t) = au(t) — bu(t)® —ru(t)v(t), t>0,
V() = co(t) — dv(t)® — su(t)v(t), t>0, (5.20)
u(to) = ug, v(0) = v,
mit Konstanten a, ¢, s, > 0 und b,d > 0 gibt es fir jeden Anfangswert (ug,vy) > 0
genau eine Losung (u,v), die fiir alle ¢ € [0, 00) existiert und nichtnegativ ist.

BEWEIS. Zuerst bemerken wir, dass die rechte Seite f in C''(R? R?) liegt, sodass
Theorem 5.7 genau eine maximale Losung liefert. Ihre Nichtnegativitat zeigt man

HDje eigentliche Aussage folgt aus dem hier Gezeigten mittels eines Approximationsarguments,
siehe Satz 4.2.2 in [7] oder Analysis 4.
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wie in Teil a). Damit kénnen wir in Satz 5.9 die Menge M = R% verwenden. Fiir
(z,y) € R, gilt nun

(f(@.v)|(@,9)) = ar’~ba’~ra*y+ey?~dy* —say® < az’+ey® < max{a, c} (v, )13

Satz 5.9 liefert dann die globale Existenz fiir jeden Anfangswert (ug,vy) € R;O. O

5.3. Lineare Probleme

Gegeben seien A € C(Rxg, L(R™)), g € C(R>0,R™), 4o € R™ und ¢y > 0. Wir
suchen Lésungen u € C'(Rso, R™) des linearen Problems

u'(t) = A(t)u(t) + g(t), t >0, u(to) = uo, (5.21)

auf R>(. Man beachte, dass die Funktionen A und g unbeschrankt sein kénnen. Das
Problem (5.21) heifit autonom, wenn A(t) = A(0) fur alle ¢ > 0 gilt, und homogen,
wenn ¢ = 0 ist. In (5.21) hiingt also die zeitliche Anderung des Zustandes affin vom
aktuellen Zustand ab.

BEMERKUNG 5.16. Das Problem (5.21) ist auf R eindeutig lésbar. Um diese
Aussage auf Beispiel 5.11 zuriickzufithren, verschieben wir zuerst die Koeffizienten
zu A(T) = A(T+to)und §(7) = (7 +1to) fiir 7 > 0. Das Problem (5.18) fiir A, § und
ugp hat auf R genau eine Losung @ laut Beispiel 5.11. Dann 16st u, () = a(t — to)
das Problem (5.21) auf [tg, 00).

Falls ¢ty > 0 betrachten wir analog A(7) = —A(ty — 7) und §(7) = —g(to — 7)
fir 7 € [0, ¢y]. Hier erhdlt man wie in Beispiel 5.11 eine eindeutige Losung 4 des
modifizierten Problems auf [0, t5]. Man sieht leicht, dass dann u_(t) = a(to —t) das
Problem (5.21) auf [0, t] 16st. Nun gelten u4 (tg) = ug und w/(to) = A(to)uo+ g(to),
so dass man mit u(t) = ug(t) fir ¢ 2 to und u(tg) = ug eine Losung in C1 (R, R™)
von (5.21) definiert.

Sei v eine weitere Losung von (5.21) auf Rx(. Dann 16sen (1) = v(7 + t5) bzw.
0(1) = v(tp — 7) die obigen Hilfsprobleme auf R>q bzw. [0,to]. Sie sind folglich
gleich @ bzw. 4, und damit ist v = u. O

Wir erinnern an Beispiel 1.32b). Fiir m = 1 und g = 0 wird (5.21) durch

u:Rso— Ry wu(t) =exp (/tA(T) dT) U,

to

gelost, wobei hier A(t) € R ist. Fiir m > 2 ist diese Formel im allgemeinen falsch
(auBler wenn die Matrizen A(t), t > 0, alle kommutieren), siche die Ubungen. Tat-
sachlich erhélt man bei nichtautonomen linearen Systemen nur in Ausnahmeféllen
explizite Losungsformeln. In der autonomen Situation werden wir aber unten einen
Weg angeben, mit dem man die Losung (oft) explizit berechnen kann. Auflerdem
kann man in diesem Fall das Langzeitverhalten der Losungen mittels Eigenschaften
von A untersuchen, vergleiche Theorem 5.26. Die Resultate helfen auch bei der
Behandlung nichtlinearer Probleme in Theorem 5.28.
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Wir diskutieren zunéachst einige grundlegende Eigenschaften linearer Differen-
tialgleichungen, wobei wir die Sprache der linearen Algebra verwenden. Fiir ein
gegebenes g € C(R>o, R™) ist

Ly={ue C' (R, R™) |Vt >0 w/(t) = A(t)u(t) + g(t) |

der Lisungsraum von (5.21). Eine Funktion u € L, erfiillt also (5.21) mit dem
Anfangswert ug := u(ty).

LEMMA 5.17. Seien A € C(Rxq, L(R™)) und g = 0. Dann ist Ly ein m-dimen-
sionaler Untervektorraum von C'(Rso, R™), und die Abbildung S(to) : Ly — R™;
S(to)u = u(ty), ist bijektiv und linear.

BEWEIS. Es seien v und v die Losungen der Differentialgleichung in (5.21)
mit g = 0. Fiir a, 8 € R betrachten wir die Linearkombination w = au + fv in
C'(Rsp, R™). Dann liefern (5.21) und die Linearitit von A(t) die Gleichung

w'(t) = au/(t) + o' (t) = aA(t)u(t) + BA(E)v(t) = A(t)w(t)
fiir alle ¢ > 0. Somit ist Ly ein Untervektorraum. Weiter gilt offenbar
S(to)(au + pv) = au(ty) + pu(ty) = aS(to)u + 5S(to)v,

sodass S(tg) linear ist. Die behauptete Bijektivitat folgt aus der eindeutigen Los-
barkeit von (5.21) fiir jedes ug € R™ und g = 0. Nach Korollar 2 in Abschnitt 2.2.4
von [3] haben dann R™ und Ly die gleiche Dimension. O

Wir suchen nun eine Basis von Lg, also m linear unabhangige Losungen
Y1y Ym € CY(Rsp,R™) der homogenen Differentialgleichung

W) = A(b)ult), t>0. (5.22)

Dazu bendtigen wir Ableitungen von matrizenwertigen Funktionen M : J —
L(R™ RY), wobei J ein Intervall sei. Falls J offen ist, sieht man wie in Bemer-
kung 3.8¢), dass M bei t € J genau dann differenzierbar ist, wenn der Grenzwert
lim +(M(t+h) — M(h)) = D(t)  in L(R™R')
h—0
existiert, und dann ist D(t) = M'(t). (Hier verwendet man die Aquivalenz der
Konvergenz in L(R™, R!) mit der komponentenweisen, sieche Beispiel 2.38.) Die
obige Definition lasst sich wie bei Kurven auf nicht-offene J (z.B. Rx¢) ausdehnen.
Wenn auch N : J — L(R™,R™) bei t € J differenzierbar ist, liefert die Produkt-
regel Satz 3.12 (bzw. ein Vorgehen wie in Analysis 1) die Aussage

I (MN)(t) = M'(t)N(t) + M(t)N'(t), ted

Wir kénnen nun leicht Basen von Lo charakterisieren.
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LEMMA 5.18. Seien A € C(Rsq, L(R™)). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Funktionen yi,...,Ym : Rsg — R™ liegen genau dann in C'(Rso, R™) und
losen (5.22) auf Rso, wenn die matrizenwertige Funktion Y = [y1 -+ ym] in
CY(Rxg, L(R™)) liegt und die Matrizendifferentialgleichung

Y'(t) = A@)Y(t), t>0, (5.23)

auf Rxq lost.
b) Seien y, ..., ym Losungen von (5.22). Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1) {y1, .-, Ym} ist linear unabhingig in C'(Rxq, R™).

2) {y1(to), ..., ym(to)} ist linear unabhdngig in R™ fir ein ty > 0.

3) {yi1(to), - .-, ym(to)} ist linear unabhdingig in R™ fiir alle to > 0.

4) Y (to) ist invertierbar fir ein ty > 0.

5) Y (to) ist invertierbar fir alle to > 0.

6) det Y (to) # 0 fir ein to > 0.

7) det Y (to) # 0 fir alle to > 0.
c) Wenn yy, ..., Yym die Gleichung (5.22) auf R> erfillen, dann lost die Wronski-

Determinante ¢(t) = det Y (¢) die Differentialgleichung

¢'(t) = sp(A(t))p(t), =0,

wobei sp die Spur bezeichnet. Also gilt

©(t) = exp </$t sp(A(7)) dT) ©(s) fir alle t,s > 0.

BEWEIS. a) Wie nehmen an, dass die Funktionen yi, . .., ¥, € C'(Rxq, R™) die
Gleichung (5.22) auf R>( 16sen. Nach der Vorbemerkung liegt dann die Abbildung
Y =[y1 -+ Ym) in CY(Rsp, L(R™)) und erfiillt

YI(t) = [ (t) - yn(®)] = [AD)(t) -+ A()ym(1)] = A()Y(t)

fur t > 0, wobei wir (5.22) und die Regeln der Matrizenmultiplikation verwenden.
Die Umkehrung in Teil a) zeigt man entsprechend.

b) Die Implikationen ‘1)=-3)" und ‘2)=-1)’ folgen aus der Isomorphie von S(ty)
geméB Lemma 5.17, wihrend ‘3)=-2)’ wie auch ‘7)=-6)" klar sind. Ferner liefert
die lineare Algebra die Folgerungen ‘3)=-5)=7)" und ‘6)=-4)=-2)’, siehe etwa
Bemerkung 2 in Abschnitt 2.5.6 und Satz 3.1.3 aus [3].

c¢) Fiir den Beweis der letzten (hier nicht benotigten) Aussage verweisen wir auf
Lemma 3.1.2 in [7]. O

Die obigen Beobachtungen fithren auf die folgenden Begriffe, von denen fiir uns
der dritte der wichtigste ist.

DEFINITION 5.19. Die Funktion Y € C'(Rsq, L(R™)) ldse (5.23) und die Ma-
trizen Y (t) seien fir alle t > 0 invertierbar. Dann ist' Y die Fundamentallosung
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von (5.21). Wenn zusdtzlich Y (to) = I fir ein to > 0 ist, so heifit Y die Haupt-
fundamentallosung bei ty. Wenn Y eine Fundamentallosung ist, dann nennen wir
Ult,ty) ==Y ()Y (to)~" fiir t,ty > 0 die Losungsoperatoren von (5.21).

Wir kénnen nun die Lésung des inhomogenen Problems (5.21) mittels der Lo-
sungsoperatoren ausdriicken. Die Duhamelsche Formel ist fiir die weitere Theorie
von grundlegender Bedeutung, siche etwa den Beweis von Theorem 5.28.

SATZ 5.20. Seien A € C(Rxo, L(R™)), g € C(R>0,R™), to > 0 und ug € R™.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Wenn man linear unabhingige Anfangswerte uj, ... uj* € R™ wahlt, dann
bilden die Losungen yi,...,ym von (5.21) mit g = 0 und y;(ty) = uj fir j €
{1,...,m} eine Fundamentallésung Y = [y1 -+ ym]. Diese ist genau dann eine

Hauptfundamentallosung fir ty, wenn u) = e; fir jedes j € {1,...,m} ist. Es gibt
genau eine Hauptfundamentallosung zu tg.

b) Der Liosungsoperator U(t,s) ist fir festes s > 0 die Hauptfundamentallosung;
d.h., die Gleichungen U(s,s) =1 und 2U(t,s) = A(t)U(t,s) gelten fir alle
t,s > 0. Fernerist U(t,r)U(r,s) =U(t,s) fir allet,r,s > 0.

¢) Die Lésung von (5.21) ist durch die Duhamelsche Formel

t

u(t) = Ul(t, to)ug + \ U(t,s)g(s)ds

=y ()Y (t0) o + /: Y () gls) ds

fir alle t > 0 gegeben. Also ist der Losungsraum L, ein m-dimensionaler affiner
Teilraum von C*(Rso, R™).

BEWEIS. a) Behauptung a) folgt aus Lemma 5.17.
b) Teil a), die Produktregel und die Differentialgleichung (5.23) implizieren
Ut s) =5 Y (OY(s)™) =Y ()Y ()" =AY ()Y (s)7" = A(W)U(t, s)
fiir alle t,s > 0. Weiter gelten U(s,s) =Y (s)Y(s)™' = I und
Ut,r)U(r,s) =Y @)Y (r) 'Y (r)Y(s)' = U(t,s).

¢) Sei u die Lésung von (5.21). Aus der Produkt- und Kettenregel, einer Ubung,
sowie den Differentialgleichungen folgern wir

55 (UL, s)u(s)) = 5 (Y)Y (s) " u(s))
= —Y(0)Y(s) "Y' (s)Y(s) u(s) + V()Y (s) "/ (s)
= —U(t,s)A(s)Y ()Y (5) uls) + U(t, s)(A(s)u(s) + g(s))
=U(t,s)g(s)
fir alle ¢, s > 0. Der Hauptsatz (3.5) liefert nun

w(t) = U(t, to)u 2 (U(t, s)u(s)) ds = /t U(t, 5)g(s) ds.

t to

(5.24)

~+

o
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Mit u(ty) = up und der Gleichung (3.6) folgt dann die Formel (5.24). Sie stellt u
als Summe einer Funktion aus Ly und der festen Lésung von (5.21) zu ug = 0 dar,
sodass auch die letzte Behauptung wahr ist. U

Wir studieren nun den autonomen Fall genauer. Seien A € L(R™) und uy € R™.

Wir suchen eine Darstellung der Hauptfundamentallosung fiir to = 0 des Problems
u'(t) = Au(t), t>0, u(0) = ug. (5.25)

Fiir m = 1 gilt u(t) = euy. Um dies zu imitieren, setzen wir A in die Exponenti-
alreihe ein. Fur t € [-T,T] und k € Ny impliziert Satz 2.37 die Abschitzung

_ THALF
K
Nach Beispiel 3.15 aus Analysm 1 konvergiert die Reihe )~ by, sodass das Majoran-
tenkriterium vor Satz 2.39 die Konvergenz der Matrizenreihe

Ak

= bk

n

e = exp(tA) Z k‘Ak lim Z (5.26)

fiir alle t € R in L(R™) zeigen. Es gelten dabei e’ = I und Aet! = e'4A. Wir
schreiben S,,(t) fiir die obige Partialsumme. Ferner erhalten wir

n k—1 n—1 tl

(=3 (/: =AY A= A8

k=1

und damit
[e'e) Tk:

<> lAlE
k=n

fur alle t € [-7,7T] und n € N. Also konvergiert S/, fiir n — oo gleichmafBig auf
[T, T) gegen die Abbildung ¢ — Ae!4. Dies ist dquivalent zur komponentenweisen
Konvergenz, sodass die Komponenten [Ae4];; nach Theorem 5.31 in Analysis 1 die
Ableitungen von ¢ — [S(t)];; sind. Somit existiert die Ableitung et = Ae' in
L(R™) fur alle t € R. Iterativ behandelt man hohere Ableitungen entsprechend.
Wir sammeln nun die Eigenschaften der Matrizenexponentialfunktion e, Dafiir
verwenden wir die Begriffe in Definition 5.19 analog auf dem Zeitintervall R. Die
Duhamelsche Formel (5.27) gilt im tibrigen auch fir ¢ € R. (Man differenziere dazu
etwa die Version der Formel wie in der zweiten Zeile von (5.24) nach ¢t € R.)

) tk
tA / _ k
46 = 8,0l = |43 754

SATZ 5.21. Sei A € L(R™). Die Hauptfundamentallosung von (5.25) ist durch
die Matrizenexponentialfunktion e, t € R, aus (5.26) gegeben. Fiir t,s € R und
n € N gelten die folgenden Aussagen.

(I) 3 (% )netA — AnetA _ etAAn.
b) eOA — I, e(t+s)A — etAesA — esAetA'

C) EI (etA>—1 — e—tA.
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d) Seien A(t) = A, to = 0, up € R™ und g € C(Rso,R™) in (5.21), sowie
t,s € R. Dann hat (5.21) die Lésungsoperatoren U(t,s) = e*=94 und die Lésung

t
Rso — R™;  u(t) = eug +/ elt=94g(s) ds. (5.27)
0

BEWEIS. Die Aussage a) und der erste Teil von b) wurden oben gezeigt, woraus
die erste Behauptung folgt. Der zweite Teil von b) ergibt sich aus der néchs-
ten Bemerkung. Aussage c) ist ein Konsequenz von b) fiir s = —t. Aus diesen
Eigenschaften schlieBen wir auf die Gleichungen

U(ta 8) = etA(eSA)_l = etAe_SA _ e(t—s)A
fir alle ¢, s € R. Satz 5.20 liefert dann (5.27). 0

BEMERKUNG 5.22. a) Sei AB = BA fiir A,B € L(R™). Dann gilt e4™? =
edeP = ePed. Dies zeigt man wie im skalaren Fall Beispiel 3.25 in Analysis 1. Hier

benotigt man die Vertauschbarkeit von A und B. (Siehe die Ubungen.)
b) Fir ¢, A € R gilt

et)\I — i ()\t)n]' — e)\t]"
= n!

Daraus folgt mit Teil a) die Gleichung ef*+4) = eMetA,

c) Fir 2 = (C1,...,(m) € C™ setzen wir 2 = ((1,...,(n) € C™, Rez = (2 + 2)
und Im z = %(z— zZ). Dann liegen Re z und Im z in R™ und es gilt z = Rez+ilm 2.
Fiir T = [tj] € L(R™,R") erhalten wir ferner

Tz= (Z:Zl tjka) = (g:l tjk:Ck> =Tz,

J
woraus sich Re(7'z) = T(Re z) und Im(7'z) = T'(Im z) ergeben.
Weiter strebt eine Folge (z,) genau dann in C™ gegen z, wenn Re z, — Re z und
Im z, — Imz in R™ fir n — oo konvergieren (siche Satz 2.9 in Analysis 1 und
Satz 2.9). Deswegen existiert die Ableitung

J

d d
—ety = — (etA Re z + e Im z) — Ae" Rez +ide Im 2 = Aet 2.

e 7 dt
fiir alle t € R. Also 16sen u(t) = ez das Problem (5.25) fiir ug = z, Reu(t) fiir
up = Re z, Imu(t) fiir up = Im z und u(t) fir vy = 2. O

Wir berechnen nun e mit Hilfe zentraler Resultate der linearen Algebra.

Berechnung von ¢! mittels der Jordan-Normalform. Essei A € L(R™).
Schritt 1. Wir haben die (paarweise verschiedenen) Figenwerte \i,..., Ay € C
von A, die die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

g(\) = det(AT — A) = (A — A))™ -+ (A — Ay)™
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von A sind. Die Exponenten my,...,my € N heiflen algebraische Vielfachheiten
der Eigenwerte, und es gilt m; + --- + my = m. Jeder Eigenwert \; besitzt
definitionsgemaéss einen Eigenvektor v € C™; d.h., es gelten

v#0 und Av=\jv.

Der Eigenraum E; = Kern(\;I — A) hat die Dimension d; < m;, die man als die
geometrische Vielfachheit von \; bezeichnet. (Siehe Satz 4.2.3 und Lemma 4.3.2
in [3].) Man nennt \; halbeinfach, wenn m; = d; ist. Ein Spezialfall sind einfache
Eigenwerte mit m; = 1.

Schritt 2. Sei v € E;. Aus Av = ;v folgt dann A%v = A\;Av = A?v und iterativ
A™v = Nv fiir alle n € Ny. Damit erhalten wir die Lésung

von (5.25) mit up = v. Wir wéhlen solche Lésungen zu Basen aller Eigenrdume £,
was d; + - - - + dy linear unabhéngige Spalten einer Fundamentallosung liefert.

’fl o0
71

Z A”v—e I, t e R,

Schritt 3. Falls d; < m; fiir einen Eigenwert \; von A gilt, betrachten wir den
Hauptraum

H; := Kern(A — \;1)™,
zu \;, der nach Satz 4.6.1 von [3] die Dimension m; besitzt. Um eine Basis von H;

zu berechnen, wahlen wir einen Eigenvektor v zu \;. Wir setzen w; := v und l6sen
iterativ

(A — /\j])wg = Wy, (A - )\j])wg = W, ..., (A - )\j[)wl = Wwp—1, (528)

wobei die Gleichung (A — A\;I)w = w; nicht mehr 16sbar sei. Da w; # 0 ist, sieht
man induktiv, dass alle Vektoren wy ungleich 0 sind. Weiter folgen die Gleichungen

(A= ND)"wg = (A= NI)" wgy = .

:{wk_n%(), n<k-—1,

5.29
(A—)\jl)n_k(A—AjI)U:O, TLZ k, ( )

fur alle k € {1,...,l} und n € N. Ein Vektor w € C™ mit
(A= XNDFw=0 und (A—X\IF'w#0

fir ein k € N heiBt Hauptvektor k-ter Stufe zu A;. Also ist ein Eigenvektor ein
Hauptvektor erster Stufe und die wy, in (5.28) sind Hauptvektoren k-ter Stufe fir
ke{l,... 1}

Wir fithren die Konstruktion in (5.28) fiir d; linear unabhéngige Eigenvektoren
v zu A; durch. Die so berechneten Vektoren wy, liefern eine Basis von H; gemaf
des Beweises von Theorem 4.6.5 aus [3], siehe dort S. 266. Nach Satz 4.6.1 in [3]
ist die Vereinigung dieser Basen eine Basis von C™.
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Schritt 4. Seien wy ein Hauptvektor k-ter Stufe zu A; und ¢ € R. Bemer-
kung 5.22b) und (5.29) implizieren dann

ey, = MtetA=Xil g, — (At Z A WK

, ﬁﬂ
- eAJt<wk +twp_1 + ...+ (k—l)!w1> =:y(t). (5.30)

(Schritt 2 ist der Fall k£ = 1.) Nach Satz 5.21 16st y das Problem (5.25) mit y(0) = wy
sogar fir t € R. Wir erhalten somit linear unabhédngige Loésungen v, ..., ym

von v = Au auf R und die (unter Umstdanden komplexe) Fundamentallésung
Y =[y1 - ym). Nach (5.30) gilt ferner Y (t) = 1Y (0) und damit

=) - Ym®p2(0) -+ ym(0)]
fur t € R. Diese Matrix ist nach (5.26) reell.

Schritt 5. Wenn X ein Eigenwert von A mit einem Hauptvektor w k-ter Stufe ist,
so gilt dies auch fiir X und w. Dies folgt aus den Definitionen und Bemerkung 5.22 c).
Wenn wir in der Basis aus Schritt 3 jeweils w und @ (mit w # w) auf Rew und
Im w abbilden, so erhalten wir einen Isomorphismus von C™. Insbesondere bilden
die so entstehenden Vektoren Rew und Imw zusammen mit den unverdanderten
reellen Hauptvektoren aus Schritt 3 eine Basis von R™. Weiter treten fiir nichtreelle
Aj und A in (5.30) Paare komplex konjugierter Losungen y und ¢ auf. Wir ersetzen
diese durch die Losungen Rey und Imy, siehe Bemerkung 5.22c¢), und erhalten
damit nach Satz 5.21 ein reelles Fundamentalsystem.

Wir fassen die obigen Uberlegungen in einem Satz zusammen.

THEOREM 5.23. Sei A € L(R™). Dann hat (5.25) eine (unter Umstinden kom-
plexe) Fundamentallosung Y (t) = [yi(t) -+ ym(t)] fir die durch (5.30) gegebenen
linear unabhdngigen Lésungen yi, ..., Ym von (5.25). Wenn hier ein Figenwert \
nicht reell ist, kann man die zugehorigen Losung vy durch Reyy und Imyy ersetzen
und die Losung y; = Jx 2u X weglassen. Dies liefert eine reelle Fundamentallésung
Y. Die Hauptfundamentallésung ist durch

M =YY (0) ' =Y()Y(0)!, teR,
gegeben.

Wir erlautern das obige Vorgehen durch einige Beispiele. Man beachte, dass in
den Eintragen der Matrizenexpontialfunktion auch Sinus, Kosinus oder Polynome
auftreten konnen.

BEISPIEL 5.24. a) Es sei A = (9 {'). Dann gilt /4 = (%! —sint) fiir ¢ € R. Hier

sint cost
sind die Eigenwerte gleich +i und e** beschreibt eine Drehung in R2.
BEWEIS. Das charakteristische Polynom von A

ﬁM:d%QLmM:d%<jli>:V+i
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hat die Nullstellen +i, die damit einfache Eigenwerte sind. Es reicht also i zu
betrachten. Der Eigenvektor v = (z )T zum Eigenwert i erfiillt

Oz(iI—A)v:<_il })(jj) = ir=-y

Wir wahlen v = (1 —1)T und erhalten nach (5.30) die Losung
. ¢4 isint
y(t) = e'v = ( cos * e >, teR.
t—1cost+sint
Durch Zerlegung in Real- und Imaginarteil ergibt sich die reelle Fundamentallosung

Y(t) = <cost sint ) mit  Y(0) = (é _01> — Y (0)".

sint —cost

Also hat e =Y (¢)Y(0)~! die behauptete Gestalt. O
b) Es sei A = (J}). Dann gilt ! = (}!) fiir t € R. Hier ist 0 der einzige

Eigenwert mit dem Eigenvektor (1 0)T und dem Hauptvektor (0 1)T zweiter Stufe.
BEWEIS. Das charakteristische Polynom von A

g()) = det (3 —;) e

hat nur die Nullstelle 0, die ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit 2 ist. Ein
Eigenvektor v = (x y)T von A erfillt

0 1\ [z
O—A’U—(O O)(y) — y=0.

Somit wird der Eigenraum von v = e; aufgespannt und 0 hat die geometrische
Vielfachheit 1. Ein Hauptvektor w = (z y)T zweiter Stufe muss der Bedingung

0 1)\ (x
61—1411)—(0 0><y> = y=1

gentigen. Wir wihlen w = ey. Gemaf (5.30) haben wir die Losungen
y1(t) = e"v = e, und ya(t) = % (w + tv) = G)
fiir t € R. Da [y;(0) 42(0)] = I ist, folgt die Behauptung e = [y, () y(t)]. O

c) Sei A = (é g §> Hier hat man die Eigenwerte A; = 3 mit der Vielfachheit

my; = 1 und dem Eigenvektor (1 1 1)7, sowie Ay = 1 mit der Vielfachheit my = 2,
dem Eigenvektor (0 1 0)T und dem Hauptvektor zweiter Stufe (1 0 0)T. Es gilt

et 0 eSt _ et
tA

et = | tet et 3t — et — tet

0 0 e3t
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fir t € R. Das Anfangswertproblem

0 1
u'(t) = Au(t) + (t) , t>0, u(0) = (2) ,
0 0

hat die Losung

1 . 0 e
u(t) = [ 2] + / =D sl ds=|(t+3)e! —1—1¢
0 0 0 0
BEWEIS. Die Matrix A hat das charakteristische Polynom

A—1 0 -2
q()\)det( ~1 A-1 -1 ) —(A=3)(A—1)
0 0 A-—3

mit den behaupteten Eigenwerten und algebraischen Vielfachheiten. Die Eigenvek-
toren v = (x y 2)T zum einfachen Eigenwert 3 ist durch die Beziehung

2 0 =2\ [z
0=0BI—Av=|-1 2 —1]|y = rx=y=z
0 0 0 z

gegeben. Wir wihlen v = (1 1 1)T und erhalten die Losung y; (t) = (% €3 €3')T mit
t € R. Die Eigenvektoren v = (x y z)T zum Eigenwert 1 geniigen der Gleichung

0 0 =2\ [z
0O={I—-Av=|[-1 0 -1y = r=z=0.
0 0 =2/ \z

Also hat 1 die geometrische Vielfachheit 1 und den Eigenvektor v = e; samt der
Losung yo(t) = (0 e 0)T. Um den Hauptvektor zweiter Stufe w = (z y 2)7 zu
bestimmen, betrachten wir das Problem

0 0 2\ [z
ea=A-Nw=1|1 0 1| |y — z=1, 2=0.
00 2/ \z

Wir wiahlen w = e; und erhalten die dritte Losung ys(t) = e'(w + tv) = (e' te 0)7
aus (5.30). Dies liefert die Fundamentallosung

et

tet

0

01 00 1
10 und  Y(0)'=|0 1 —1].
00 1 0 -1

e3t

Y(t) = [yi(t) va(t) ys(t)] = (egt

e3t

o o

und damit
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Somit erfiillt 4 = Y'(¢)Y(0)~! die Behauptung. Die letzte Aussage folgt dann aus
der Duhamelschen Formel (5.27) und partieller Integration. O

Im néachsten Beispiel betrachten wir eine lineare Version des gedampften Pendels
aus den Beispielen 5.2 und 5.13. Insbesondere ersetzen wir die Riickstellkraft

—yl7tsin(x) durch —w?z was fiir w = y/v/l und kleine |x| eine gute Néherung ist.

BEISPIEL 5.25. Fur gegebene w > 0, r > 0, h € C(R>0,R) und wup,vg € R
betrachten wir das Anfangswertproblem

u”(t) = —wu(t) — 2ru/(t) + h(t), t>0,

w(0) = up, u'(0) = vp. (5.31)

Wir setzen A = ( 0, 1 ) und g(t) = (0 h(t))T fir t > 0. Indem wir w = (u v)7

—w? —2r

betrachten, ist gemafl Bemerkung 5.3 das Anfangswertproblem (5.31) zum System
u'(t)

(0= (1)) = 400490 = (o Sy i) 120

wo=(3)

aquivalent. Dabei ist die Losung w von (5.32) von der Form w = (u ')T fir eine
Losung w von (5.31). Somit hat die Fundamentallésung von (5.32) die Gestalt

Vo - <y<t> z<t>> e

(5.32)

y(t) 2(t)

fir zwei linear unabhéngige Losungen y und z von (5.31) mit h = 0.
Die Matrix A hat das charakteristische Polynom

_ A =1 e 2
q(A\) = det (w2 )\+2r> =N +2r +w

und damit die Eigenwerte

Mo =—TEVr2—wi
(Fir s > 0 ist dabei v/—s gleich +iy/s.) Die Eigenvektoren v 2 = (2 y)7 erfiillen

A —1 x
0= ()\172[ — A)’ULQ = ((;’22 )\1’2 4 27") (y) < Yy = )\1,2I
Wir erhalten also Eigenvektoren vy = (1 A12)7, die genau fiir A\; # Ay linear
unabhangig sind. Wir behandeln nun die Félle nichtreeller, reeller und doppelter
Eigenwerte getrennt.

1. Fall. (Schwingungsfall) Es sei 0 < r < w, sodass keine oder schwache Dampfung
vorliegt. Dann gelten 1o = —r +ia fir a := vw? —r? € (0,w]. Im Falle r =0
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ohne Dampfung haben wir a = w. Wir wahlen A = —r + i und den Eigenvektor
v= (1 A)T mit der Lésung

oAt oMt
y(t) = My = ( x| = d n
)\e ae .

Wir erhalten damit die reelle Fundamentallosung

ReeM  ImeM
Y(t) = (Re oAt Ty de’“)
i a

ot cos(at) sin(at)
- —rcos(at) — asin(at) —rsin(at) + « cos(at)
fiir t € R. Hier gelten

Y(O)z(l 0) und y<o>—1:<} 9).

(e}

Es ergibt sich

o4 Y (1Y (0)! = (e_” (cos(at) + gsin(at)> e~rtl sin(at)) 7 fER.

* *

Gemaf der Duhamelschen Formel (5.27) ist die Losung von (5.31) durch

(i) = (o) o e o)

gegeben. Dies liefert die Funktion

u(t) = e’”(cos(ozt)uo + ~ sin(at)ug + isin(at)v(ﬁ
1 gt
+ —/ e " sin(a(t — 5))h(s) ds, t>0.
aJo

Fiir » > 0 und beschrankte h ist diese Losung auf Rs( beschréankt (und fiir h =0
konvergiert sie gegen 0 fiir t — 00). Sei nun r = 0 (also o = w), h(s) = sin(ws)
und uy = vg = 0. Dann folgt mit einer trigonometrischen Formel der Ausdruck
1t 1t
u(t) = —/ sin(w(t — s)) sin(ws) ds = —/ (cos(wt — 2ws) — cos(wt)) ds
0 2w Jo

w
1 t t 1 t
=~ g Sinlet = 20| = 5 cos(ut) = g sinfr) = 5 cos(w)

fiir t > 0. Diese Funktion oszilliert unbeschrinkt, was ein Resonanzeffekt ist.

2. Fall. Im Falle r > w starker Dampfung sind die Eigenwerte Ay < —r < Ay <0
einfach. Die Losungen y »(t) = e’\l«ztvm liefern dann die Fundamentallosung

eMt eret . 1 1
Y(t) - </\1e)‘1t A2€A2t> mlt Y(O) - <)\1 A2> .
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Diese Matrizen konvergieren fiir ¢ — oo gegen 0. Wir lésen hier (5.32) im homogenen
Fall g = 0 ohne Y (0)~! oder €' explizit auszurechnen. Wir setzen dazu (a b)T :=
Y (0) " (ug vo)T, sodass Y (0)(a b)T = (ug vp)T und damit

up) a-+b
Vo n )\1@ + /\Qb
gelten. Wir erhalten dann die Losung

u(t)\ _ tA(u o —1(u o a
() = () =YY O () =Y ).
wobei Y (t) bekannt ist und man die Zahlen a und b aus dem obigen Gleichungssys-
tem bestimmen kann. Fiir ug = 1 und vg = 0 und h = 0 ergeben sich z.B.
)\2 _>\1

- d h— 1
N — N, Ap— A

a

sowie die Losung

_ A2 Art A1 Aat
u(t)—/\2_/\1e )\2_)\16 )
von (5.31) mit ug =1, vg = 0 und h = 0.

3. Fall Im ‘aperiodischen Grenzfall’ » = w hat der zweifache Eigenwert A\; = Ay =
—r die geometrische Vielfachheit 1 mit Eigenwert v = (1 — r)T. Wir bekommen
wie im Fall 2 die Losung y; () = e v der Differentialgleichung in (5.31) mit h = 0.
Weiter besitzt A einen Hauptvektor w = (z y)T zweiter Stufe, der durch

S I RFNRATC) PR

bestimmt ist. Wir wéahlen w = e; und erhalten die zweite linear unabhéngige
Losung e " (w + tv), deren erste Komponente gleich y5(t) = te™" fiir t € R ist. Die
Funktion ys 16st (5.31) fiir ug =0, vo = 1 und h = 0. O

5.4. Langzeitverhalten

In diesem letzten Abschnitt wollen wir untersuchen, wann die Loésungen fiir
t — oo gegen 0 konvergieren, wobei wir uns auf zwei einfachere, aber doch recht
typische Situationen beschrénken. In Analysis 4 werden wir diese Fragen vertiefen.

Zuerst betrachten wir wieder das lineare autonome und homogene Problem (5.25)
mit der Systemmatrix A € L(R™). Im skalaren Fall m = 1 (mit ug # 0) konvergiert
die Losung ey, genau dann fiir t — oo gegen 0, wenn Re A < 0 ist (und wir hier
komplexe A zulassen). Dies legt es nahe, die Spektralschranke

s(A) = max{ReA| A € C ist Eigenwert von A} .

zu definieren. Tatséchlich charakterisiert diese Grofle, dass alle Losungen von (5.25)
gegen 0 konvergieren.
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THEOREM 5.26. Seien A€ L(R™) und e >0. Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) Es gibt eine Konstante M. > 1 mit

]| < M.e®WF fiir alle t > 0.
b) Jeder Eigenwert A\, von A mit Re A\, = s(A) sei halbeinfach (d.h., geometrische
und algebraische Vielfachheit sind gleich). Dann gibt es eine Konstante M > 1 mit
||| < Me¥™t  fir alle t > 0.

¢) Genau wenn s(A) < 0 gilt, konvergiert fir jedes uy € R™ die Lisung u(t) =
eug von (5.25) fiirt — oo gegen 0. In diesem Fall erhalten wir sogar

[u(t)ly < Mae™" Ju(0)],
fir allet >0 und a € (0, —s(A)), sowie fiir Konstanten M, > 1.

BeEwEIs. a) Wir verwenden die Fundamentallésung Y = [y; -+ y,] aus Theo-
rem 5.23, wobei e = Y ()Y (0)~ gilt und die Funktionen yj, durch (5.30) gegeben
sind. Mit Satz 2.37 zur Operatornorm und der Hilbert—Schmidt Norm aus Bei-
spiel 2.38 erhalten wir zunéchst die Abschatzung

e I O 0] < ey Ollss = e ( 3 1) < evim me (o)

fir alle ¢ > 0 und eine Konstante ¢ > 0. Sei k& € {1,...,m}. Formel (5.30)
liefert yx(t) = eM'pi(t) fiir einen Eigenwert \; von A (mit j = j(k)) und ein
Polynom p; : R — R™ vom Grad kleiner gleich m — 1. Wir finden nun fir alle
e > 0 eine Konstante C. > 1 mit |pg(t)]2 < C.e fur alle t > 0. Daraus folgt
lyr(t)]2 < C.efteReNt und damit die behauptete Schranke

]| < ey/mCLeEW+o) t > 0.

b) Wenn Re \j) < s(A) ist, wahlen wir oben fiir y;, speziell € = ¢, = s(A4) —
Re Xy > 0. Im Falle Re \j) = s(A) ist in b) der Eigenwert A;) halbeinfach.
Dann ist p, konstant und man kann oben fiir y; einfach ¢ = ¢, = 0 verwenden.
Also gilt Aussage b).

¢) Wenn s(A) < 0 ist, liefern Satz 2.37 und Teil a) die gewiinschte Abschitzung
[u(®)l2 = le"uol2 < [l luolz < Mae™ [u(0)],

fur alle t > 0 und o € (0, —s(A)). Sei nun s(A) > 0. Dann gibt es einen Eigenwert
A = 8(A) + it von A mit 7 € R und einem Eigenvektor v € C™. Es sei etwa
Rewv # 0. (Andernfalls nehme man unten Imv.) Wir haben dann die Losung

u(t) := e* Rev = Re(ev) = Re(e*Wtei™y) = Wt Re(el™v),

sieche Bemerkung 5.22. Wenn 7 = 0 ist, so konvergiert [u(t)| = st Re |, fiir
t — oo nicht gegen 0. Fiir 7 # 0 sind A = s(A)+i7 und A = s(A) —ir Eigenwerte von
A. Wir kénnen also annehmen, dass 7 positiv ist. Wir betrachten nun ¢,, = 2wn/7
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fiir n € N. Dann gilt |u(t,)]> = et |Re(e?™v)|y = e |Rev]y, was fiir n — oo
auch nicht verschwindet. O

BEISPIEL 5.27. Sei A = (2Y) € L(R?). Diese Matrix hat das charakteristische
Polynom

g(A) = det (A__C“ ! d) — A2 (a+ )\ + (ad — be) = X* — sp(A)A + det(A).

Somit sind die Eigenwerte von A durch

Mg = A ¢sp<A>2 _ det(A)

2 4
gegeben. Man sieht nun leicht, dass genau dann s(A) < 0 gilt, wenn sp(A) =
a+d < 0 und det(A) = ad — be > 0 erfiillt sind. O

Man beachte, dass man im obigen Beispiel die Konvergenzbedingung s(A) < 0
alleine durch polynomiale Ungleichungen in den (gegebenen!) Eintrédgen von A
charakterisieren kann. Diese wichtige Eigenschaft 148t mit erheblichem Aufwand
auf beliebige Dimensionen m > 3 verallgemeinern, vergleiche Satz 5.4.3 in [7].

Wir betrachten nun f € C(R™,R™), ug € R™ und das nichtlineare Problem
u'(t) = f(u(t)), t>0, u(0) = uyp. (5.33)

Es gibt eine Klasse von spezieller Losungen, die man (im autonomen Fall) besonders
einfach berechnen kann. Fiir einen Vektor u, € R™ priift man leicht die Aquivalenz

u:Rsg = R™; u(t) = uy, 16st (5.33) mit up = v, <= f(u,) =0. (5.34)

In diesem Falle heifit u oder u, stationdre Losung, Gleichgewicht oder Equilibrium.
Es stellt sich dann die Frage, wie sich die Losungen mit Startwerten ug nahe
bei u, verhalten. Dies kann detailliert mittels der Eigenwerte der Linearisierung
A = f'(u,) untersucht werden. Wir beschrianken uns hier auf Lyapunovs Prin-
zip der linearisierten Stabilitdt: Fine Losung konvergiert exponentiell gegen das
Gleichgewicht u,, wenn s(A) < 0 ist und der Anfangswert nahe bei u, liegt.

THEOREM 5.28. Seien f € CY(R™ R™) und u, € R™ mit f(u,) = 0. Setze
A = f'(u.) € L(R™). Es gelte s(A) < 0. Wihle o € (0,—s(A)). Dann gibt es
solche Konstanten r > 0 und ¢ > 1, dass fiir jedes ug € B(u.,r) die Aussagen

t(ug) = 00 und lu(t) — uily < ce™® |ug — Uyl
fir alle t > 0 gelten, wobei u die Lisung von (5.33) auf Rxq ist.

BEWEIS. 1)'* Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen. Seien 1y € R™ und
u die Losung von (5.33). Wir setzen v(t) = u(t) — u, fir 0 < ¢ < t(up) und

21 der Vorlesung wurden die Gleichungen anders nummeriert und der Beweis etwas infor-
meller gefiihrt.
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g9(x) = flue + ) — f(u.) — Az fir € R™. Wegen (5.33) und f(u,) = 0 erfillt v
die Differentialgleichung
V(t) = (1) = flu(t) = Av(t) + f(u. +v(t) — f(u) — Av(t) = Av(t) + g(v(t))

fiir 0 <t < #(ug) und besitzt den Anfangswert v(0) = ug — u,. Die Duhamelsche
Formel (5.27) impliziert dann die zentrale Beziehung

v(t) = e (0) + /Ot et =94g(u(s)) ds, 0 <t < t(ug). (5.35)

Wir wollen hier den exponentiellen Abfall von e*4 nach Theorem 5.26 ausnutzen,

und wéhlen dazu 0 < a < < —s(A). Dann gibt es eine Konstante M > 1 mit
|| < Me™P! (5.36)

fir alle t > 0. Wir setzen nun ¢ = (8 — «)/M > 0. Um in (5.35) die Nichtlinearitét
zu kontrollieren, verwenden wir die Definition der Ableitung von f bei u,. Diese
liefert uns so einen Radius § > 0, dass fir alle x € B(u, ) die Ungleichung

9(x)]2 < €z (5.37)

|gil<t.)|Wir definieren nun r = ﬁ. Im folgenden sei vy € B(u.,r) und damit
v(0)]y < r < 6.

2) Wir haben das Problem, dass wir die Nichtlinearitat nur auf einer Kugel
abschatzen konnen und wir zunachst nicht wissen, ob die Losung in dieser Kugel
enthalten ist. Deswegen beschranken wir uns auf Zeitintervalle, in denen v(t) in
der Kugel bleibt und setzen dafiir

7i=sup {t € [0,E(up)) |Vs € [0,4] : [u(t)]> < d}.
Da |v(0)|2 < § gilt und v stetig ist, liegt 7 in (0, #(ug)]. Fiir ¢ € [0, 7) erlauben dann
die Formeln (5.35), (5.36) und (5.37) die Abschiatzungen
t
S olt)la < (Mo fuO)p + [ Me fg(u(s) o ds )
0

t
< M[o(0)], + Me/ e u(s)|2 ds.
0

Gronwalls Satz 5.8 und die Wahl von € und r implizieren nun die Ungleichungen
e fu(t)l2 < Mv(0)|z e,

[u(t)]s < MeP=e P u(0)|, = Me ™ ug — uy|s < 5/2 <6 (5.38)
fir t € [0, 7). Wenn nun 7 < (ug) wére, liefert die Stetigkeit von v ein 7/ € (7, #(ug))
mit [v(t)]z < ¢ fiir alle ¢ € [0, 7']. Dies widerspricht der Definition von 7, sodass
T = t(up) ist. Also gilt (5.38) auf dem Intervall [0, #(ug)). Insbesondere liegt dann

u(t) in der Kugel B(u.,d/2) fiir alle t € [0,#(up)). Theorem 5.7 zeigt nun die globale
Existenz t(ug) = oo von u, und (5.38) ist die Behauptung. O
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Das obige Theorem lésst sich oft leicht anwenden wie etwa im folgenden Réuber-
Beute-Modell mit Sattigung (siehe Beispiele 5.1 und 5.15) und danach beim ge-
ddmpften Pendel (siche Beispiele 5.2 und 5.13). Diese und verwandte Systeme
werden in Analysis 4 umfassender studiert. Insbesondere zeigen wir dann ‘globale’
Konvergenzaussagen fiir ug, die nicht unbedingt nahe bei u, liegen.

BEISPIEL 5.29. Fur Konstanten a,b,c,r,s > 0 und Anfangswerte ug,vy > 0
betrachten wir das Anfangswertproblem

u'(t) = au(t) — bu(t)® — ru(t)v(t), t>0,

V'(t) = —cu(t) + su(t)v(t), t ; 0, (5.39)
uw(0) = ug, v(0) = vp.

Die rechte Seite definiert eine Funktion f € C1(R? R?). Wir suchen ein ‘Koexis-
tenzgleichgewicht’ (u,, v,) € R2. Fiir u,, v, > 0 gilt genau dann f(u,,v,) = 0, wenn
a — bu, — rv, = 0 und —c + su, = 0 sind. Dieses System wird nur von

(e, v2) = (£, 2(a— 1))
gelost. Genau fiir as > be liegt dieser Punkt in R? und ist dann das einzige positive
Gleichgewicht von (5.39). Ferner erhalten wir

y [(a—2brx—ry —rx , B —% -5\
f(x,y) = , fug,v,) = 5(@—@) 0 =: A.

sy —c+ sz . .
Wir nehmen die Beziehung as > bc an. Dann gelten sp(A) < 0 und det(A) > 0,
sodass die Ungleichung s(A) < 0 aus Beispiel 5.27 folgt. Theorem 5.28 liefert nun
so eine Kugel B um (u,,v,), dass fir alle Anfangswerte (ug,vo) in B die Losung

(u(t),v(t)) fir t — oo exponentiell gegen (u,,v.) konvergiert. O

BEIsSpIEL 5.30. Fiir Konstanten v, [, > 0 und Anfangswerte ug, vy € R betrach-
ten wir das Anfangswertproblem

u'(t v(t .
QVD:<—%mm5—mm>:fW@”@* L2005
(u(0), v(0)) = (o, v0).

Dies ist das Pendel aus Beispiel 5.2 und 5.13 im Spezialfall linearer Dampfung. Die
Nullstellen von f sind (kw,0) fiir & € Z. Fir diese Gleichgewichte gilt

/ 0 Ly _.
f (k"]T,O) = (_7(_1>k —T) = Ak
Wir haben sp(Ay) < 0, sowie det(Ag) > 0 fir gerade & und det(A) < 0 fir ungerade
k. Nach Beispiel 5.27 ist also s(Ax) < 0 fiir gerade k; hier lésst sich Theorem 5.28
anwenden. Dieses Gleichgewicht entspricht dem gerade herabhidngenden Pendel.
Fiir ungerade k ist s(Ay) > 0. In diesem Fall steht das Pendel aufrecht, und wir
zeigen in Analysis 4, dass dieses Gleichgewicht ‘instabil’ ist. O
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