Analysis 3

Skriptum Wintersemester 2021 /22

Dieses Skriptum folgt meiner Vorlesung im Wintersemester 2021/22, wobei gele-
gentlich kleinere Korrekturen und Erganzungen vorgenommen wurden. Die Num-
merierung blieb unverdndert. Die Beweise und Rechnungen im Skriptum sind
typischerweise etwas knapper gehalten als in der Vorlesung. Es fehlen dariiber
hinaus die meisten Schaubilder und die Mehrzahl der miindlichen Erlauterungen
aus der Vorlesung. Referenzen auf Analysis 1 und 2 beziehen sich auf meine gleich-
namigen Skripten aus dem akademischen Jahr 2020/21. Gelegentlich verwende ich
aber auch Begriffe, Notation und Standardresultate aus diesen Vorlesungen ohne
weiteren Kommentar.

Ich bedanke mich herzlich bei Esther Bleich und Andreas Geyer—Schulz fiir ihre
Unterstiitzung bei der Erstellung fritherer Versionen dieses Skriptums, sowie fiir
die Erstellung der Bilder.

Karlsruhe, 9. Mai 2022 Roland Schnaubelt
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KAPITEL 1

Das Lebesguemaf}

In dieser Vorlesung entwickeln wir einen recht allgemeinen Integralbegriff, der
insbesondere auf Henri Lebesgue zuriickgeht und der fiir die moderne Mathematik
von fundametaler Bedeutung ist. In der Stochastik wird diese Integrationstheorie
ebenfalls verwendet. Unser Zugang beruht auf dem Konzept des Mafles, das wir in
diesem Kapitel diskutieren. Wir verwenden dabei ohne weitere Kommentare die
grundlegenden Regeln der Mengenalgebra, vergleiche etwa die Abschnitte 1.2 und
1.3 des Lehrbuches [1] und die Ubungen.

Uns interessiert in diesem Kurs vor allem das Lebesguemafl; welches im R™ das
Elementarvolumen etwa von Quadern auf allgemeinere Teilmengen fortsetzen und
dabei gewisse natiirliche Eigenschaften besitzen soll. Beispiele wie z.B. Satz 1.27
unten zeigen, dass dies nicht auf der ganzen Potenzmenge des R™ gelingen kann.
Deswegen muss man sich auf gewisse Systeme von Teilmengen einschranken. Im
ersten Abschnitt definieren und diskutieren wir die entsprechenden Begriffe in grofler
Allgemeinheit. Im zweiten Teil konstruieren wir dann als Beispiel die gewiinschte
Fortsetzung des elementaren Volumens von Quadern auf eine Klasse von Teilmengen
des R™, die alle relevanten Objekte enthélt.

1.1. Etwas Mafitheorie

Es sei stets X eine nichtleere Menge und P(X) := {A| A C X} ihre Potenzmenge.
Wir fiihren zunéchst die Systeme von Teilmengen ein, auf denen wir spater Mafe
definieren werden.

DEFINITION 1.1. Ein Mengensystem A C P(X) heifit o-Algebra (auf X), wenn
es die folgenden Eigenschaften besitzt.

(A1) Die Grundmenge X ist ein Element von A.
(A2) Sei A € A. Dann liegt auch das Komplement A°:= X\ A in A.
(A3) Seien A, € A fiir jedes n € N. Dann ist auch 2, A, in A enthalten.

Man beachte, dass o-Algebren Mengen von Teilmengen A einer festen Grund-
menge X sind. Um dies sprachlich zu unterscheiden, sprechen wir hier auch von
‘Mengensystemen’ oder ‘-familien’. Im Falle von X = R™ werden wir im Grunde nur
eine bestimmte ‘sehr grofle’ o-Algebra verwenden, siche Definition 1.8. Um diese
einzufiihren und zu untersuchen, benotigen wir allerdings den obigen allgemeinen
Begriff. In der Stochastik verwendet man eine grofiere Vielfalt von o-Algebren, die
auch eine wahrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung haben kénnen.
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Zur Mlustration diskutieren wir zunéchst einige einfache Beispiele. Dabei bezeich-
nen wir endliche oder abzahlbar unendliche Mengen als abzdhlbar. Wir verwenden
im Folgenden haufig, dass Teilmengen, abzdhlbare Vereinigungen und endliche
kartesische Produkte abzahlbarer Mengen wieder abzahlbar sind, siehe etwa die
Satze 1.6.7 bis 1.6.9 in [1] und auch Beispiel 3.20 in Analysis 1.

BEISPIEL 1.2. a) Man sieht leicht ein, dass P(X) und {0}, X} stets o-Algebren
auf X sind. Fir die Inklusion sind diese die grofite bzw. kleinste o-Algebra auf X.

b) Sei A C X nichtleer. Dann ist A := {{), A, A°, X'} eine o-Algebra auf X, da
alle Komplemente und Vereinigungen von @), A, A und X wieder in A liegen.

c) Das Mengensystem A = {A C N| A endlich} UN ist keine o-Algebra auf N.
Zum Beispiel ist die Menge A,, = {2n} fiir jedes n € N ein Element von A, aber
weder A noch U, ey A, sind in A enthalten.

d) Die Familie A = {AC X|A oder A€ sind abzahlbar} ist eine o-Algebra auf X.
BEWEIS. Zunéchst gilt (A1), da X¢ = () abzahlbar ist. Die Bedingung (A2) folgt
aus der Definition von A und der Gleichung A© = A. Seien A, € A fir n € N
und A ihre Vereinigung. Wenn alle A,, abzédhlbar sind, dann gilt dies nach der
Vorbemerkung auch fiir A. Sei nun Ay, fiir ein £ € N nicht abzéhlbar. Dann ist Af
und damit A = ),en AS C Af, abzihlbar. Also liegt in beiden Féllen A in A. [

Der folgende Hilfssatz zeigt, dass o-Algebren unter abzédhlbaren Mengenoperatio-
nen abgeschlossen sind.

LeEMMA 1.3. Seien A eine o-Algebra auf X, n € N und A; € A fir j € N. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

a) ) =X e A.
b) AjU---UA, € A.
c) N2, 4, €A und AjnN---NA, €A
d) Ay \ Ay = AN AS € A.
BEWEIS. Aussage a) folgt sofort aus den Eigenschaften (A1) und (A2). Behaup-
tung b) ergibt sich aus Teil a), Axiom (A3) und der Gleichung

AU UA, =A,U---UA,UDUDU--- .

Nach (A2) und (A3) wissen wir, dass die Menge B := ey AS in A liegt. Dann ist
nach (A2) auch das Komplement B¢ = (;cy A; in A enthalten. Den zweiten Teil
von Behauptung c) zeigt man wie in b), und d) folgt aus c¢) und (A2). O

Mittels des nédchsten Resultats konstruieren wir die fiir uns relevanten o-Algebren.

LEMMA 1.4. Sei F eine nichtleere Familie von o-Algebren A auf X. Dann ist
thr Durchschnitt

Ay=({A|AeF} ={ACX|Ac A firalle Ac F}
eine o-Algebra auf X.
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BEWEIS. Die Menge X liegt in allen o-Algebren A aus F und damit auch in
Ap. Seien A, fiir n € N Mengen aus 4y. Somit sind sie in jeder o-Algebra A in F
enthalten, und geméaf (A2) und (A3) gilt dies auch fiir das Komplement A{ und
ihre Vereinigung U, ey An. Also beinhaltet Ay wie gefordert A{ und U,eny An. O

Somit liefert die folgende zentrale Konstruktion eine o-Algebra.
DEFINITION 1.5. Sei & C P(X) nichtleer. Dann heifit
o(&) :={AC P(X)|A ist eine o-Algebra mit € C A}
die von & erzeugte o-Algebra und £ ein Erzeuger von o(E).

Diese Begriffsbildung erinnert an Definition 2.21 in Analysis 2, wo der Abschluss
N einer Teilmenge N eines metrischen Raumes erklirt wurde. Im nichsten Hilfssatz
sehen wir, dass sich einige Eigenschaften des Abschlusses auf das Erzeugen von
o-Algebren tibertragen. Allerdings gibt es keine so bequeme Beschreibung von o(&)
wie die von N durch Grenzwerte in Satz 2.22 aus Analysis 2. Gleichwohl wird es
uns mit den richtigen Instrumenten oft gelingen, den Nachweis von Eigenschaften
einer o-Algebra auf solche eines (einfacheren) Erzeuger zu reduzieren; vergleiche
etwa Lemma 1.10, Theorem 1.20 und Satz 2.3, sowie ihre Beweise.

LEMMA 1.6. Sei ) # & C P(X). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Sei A eine o-Algebra mit € C A. Dann erhalten wir £ C o(€) C A.

b) Das Erzeugnis o(€) ist die einzige o-Algebra, die die Aussagen in Teil a)
erfullt. (Also ist o(E) die kleinste o-Algebra, die € enthdlt.)

c) Sei € eine o-Algebra. Dann folgt die Gleichung € = o(&).

d) Sei £ C & C P(X). Dann gilt die Relation o(E) C o(&').

Beweis. Die Inklusion £ C ¢(€) in Teil a) folgt direkt aus Definition 1.5. Die
o-Algebra A in a) liegt in dem Durchschnitt in Definition 1.5, sodass o(£) in A
enthalten ist.

Sei C eine o-Algebra, die die Aussagen in a) erfiillt. Zunéchst ist C eine £ enthal-
tende o-Algebra, woraus die Inklusion o(€) C C nach Schritt a) folgt. Andererseits
ist auch o(€) eine o-Algebra mit £ C ¢(&). Die Voraussetzung an C liefert nun die
Umkehrung C C ¢(€). Also gilt Behauptung b).

Wir erhalten die Aussagen c¢) bzw. d) aus Teil a), wenn wir dort als o-Algebra A
die Systeme £ bzw. (&) wahlen. O

Wir diskutieren zunachst zwei einfache Beispiele, bei denen man die erzeugte
o-Algebra konkret angeben kann.

BEISPIEL 1.7. a) Sei £ = {A} fiir eine nichtleere Teilmenge A C X. Nach
Beispiel 1.2 ist {(), A, A°, X'} eine o-Algebra. Andererseits muss jede o-Algebra
mit A auch A° und sowieso () und X enthalten. Geméfl Lemma 1.6 folgt (&) =
{0, A, A<, X }.
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b) Seien X = {1,2,3,4,5} und & = {{1}, {1,2}}. Dann erhalten wir

o(€) ={0,{1},{2},{1,2},{3,4,5},{2,3,4,5},{1,3,4,5}, X}.

BeEwEIS. In der o-Algebra ¢(£) miissen neben {1} und {1,2} auch die Dif-
ferenzmenge {2} und die drei Komplemente {2,3,4,5}, {3,4,5} und {1, 3,4,5}
liegen. Man priift nun leicht nach, dass diese Mengen zusammen mit () und X eine
o-Algebra bilden. Also ergibt sich die Behauptung wieder aus Lemma 1.6. U

In der Analysis spielt vor allem die folgende Klasse von o-Algebren eine Rolle.

DEFINITION 1.8. Sei X ein metrischer Raum und O(X) das System der in X
offenen Mengen. Dann heifit o(O(X)) =: B(X) die Borelsche o-Algebra auf X.
Man setzt B, := B(R™).

Also enthélt B,, alle offenen und abgeschlossenen Mengen in R™, ihre abzédhlbaren
Vereinigungen und Durchschnitte, usw. Zum Beispiel liegen die halboffene Halbkugel
B(0,1) n{z € R™|z; <0} oder Q™ als abzéhlbare Vereinigung abgeschlossener
Mengen {¢;} in B,,. Grob gesagt, sind alle ‘verniinftigen’ Teilmengen von R™ in
B,, enthalten. Satz 1.27 liefert andererseits eine nichtborelsche Teilmenge des R™.

Im folgenden spielen Intervalle im R™ eine wichtige Rolle. Das sind Mengen der
Form I =1, x Iy x --- x I,,,, wobei Iy, I>,..., I, Intervalle in R sind. Fiir a,b € R™
mit a < b (d.h., a; < b; fiir alle Komponenten a; und b;) schreiben wir dabei

(a,b) = (a1, by) X (ag,ba) X... X (Am,bym),  [a,b) = [a1,b1) X [az,be) X ... X[am, bm),
(CL, b] = (al, bl] X (CLQ, bg] X... X (am, bm], [CL, b] = [CLl, bl] X [CLQ, bQ] X... X [am, bm],
wobei (a,b),[a,b), (a,b] = 0 sind, wenn ay = by, fiir ein k gilt. Fir k € {1,...,m}
und « € R definieren wir die abgeschlossenen Halbraume
H. (o) ={z e R™ |2, <a} und H(a)={zr e R™|z>a}.
Alle diese Mengen liegen in B,,, z.B. gilt mit (A2) und Lemma 1.3
(a,b] = [a,b] N () H (ar)S € By
k=1
Wir beschreiben nun die Borelsche o-Algebra B,, mittels bequemerer Erzeuger

als O(X). Entsprechende Aussagen erhalt man fiir andere Typen von Intervallen
und Halbrdumen, siehe etwa die Ubungen.

SATZ 1.9. Es gelten die Gleichungen
B, =oc({(a,b)|a,beQ™, a<b})
=0 ({(a,b][a,b € Q™, a<b})
=o({Hy(a)|aeQ ke{l,...,m}}).

Hier kann man Q durch R ersetzen. Weiter ist jede offene Menge im R™ die
abzihlbare Vereinigung offener Wiirfel.
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BEWEIS. Wir bezeichnen die o-Algebren auf der rechten Seite mit Ay, Ay bzw.
As. Wir zeigen nacheinander die Inklusionen A; C Ay, C A3 C B,, C A;. Dazu
seien a,b € Q" mit a < b, « € Qund k € {1,...,m}.

1) Wenn a; = b; fir ein [ gilt, dann ist (a,b) = () ein Element von Ay. Andernfalls
gibt es eine Zahl ny € N mit 1/ng < b; — a; fiir alle j. Wegen der Gleichung

(e 9]

(a,b) = U (a,b—(%,...,%)}

n=ng

und (A3) fir A, liegt (a,b) in As. Lemma 1.6 impliziert nun die Relation A; C As.
2) Ahnlich folgt die Inklusion Ay C Az aus Lemma 1.3, (A2) und der Formel

IDE!

(a,b] = () (Hg (bp) N H, (ar)) € As.

k=1

3) Die Menge H, («) ist abgeschlossen und somit in B,,. Also gilt A3 C B,,.
4) GeméB Lemma 1.6 ergibt sich die verbleibende Inklusion B, C A; aus dem
zweiten Zusatz. Um diesen zu zeigen, sei O C R™ offen. Wir definieren das System

W, ={W =B _(z,27")|[W CO, xeQ"}
offener Wiirfel fiir jedes n € N. Mit W, ist auch die Vereinigung
V= UneN W W eWw,}

abzéhlbar. Nach Konstruktion ist V' eine Teilmenge von O. Sei umgekehrt y € O.
Dann gibt es einen Radius 7 > 0 mit B, (y,r) € O. Wir finden nun eine natirliche
Zahl n und einen Punkt x € O N Q™ mit |z — y|o < 27" < r/2. Damit ist y ein
Element von By, (z,27"), und es gilt B, (z,27") C B}, _(y,r) C O. Folglich liegt
y in V' und wir erhalten die gewiinschte Gleichung O = V.

Fir den ersten Zusatz, sei z.B. A, wie Ay aber mit R statt Q definiert. Aus dem
Obigen und Lemma 1.6 folgt dann B,, = A; C Ay C B,, und damit Ay = B,,. O

Wir wollen nun die Borelsche o-Algebra einer Teilmenge mit der des Grundraums
in Beziehung setzen. Dafiir definieren wir fiir eine nichtleere Menge Y C X und ein
nichtleeres Mengensystem M C P(X) die Spur (von M in Y') durch

My =MnNY ={B=MnNY|MecM}CPY). (1.1)
Wir fassen My auch als Teilsystem von P(X) auf (da B C Y auch in X liegt).

LEMMA 1.10. Sei ) #Y C X.

a) Sei A eine o-Algebra auf X. Dann ist Ay = ANY eine o-Algebra auf Y.
Ferner ist Ay genau dann in A enthalten, wenn Y in A liegt. In diesem Fall
erhalten wir Ay = {Be€ A|B CY}.

b) Sei ) #£ & C P(X). Dann gilt die Gleichung c(ENY)=0(E)NY.
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BEWEIS. a) Zundchst liegt Y = X NY in Ay. Es seien B,, = A, NY firn € N
Elemente aus Ay, wobei alle A, aus A sind. Wir erhalten die Gleichungen

Y\Bi=YNANY) =YN(AUY®) =Y N AS,
UneN B, = UneN(An ny) = YﬂUneN A,.

Da A eine o-Algebra ist, sind auch die obigen Mengen Elemente von Ay, und Ay
erweist sich so als o-Algebra.

Sei Ay C A. Dann liegt Y € Ay in A. Nun sei Y in A. Fiir jedes B € Ay gibt
es eine Menge A € A mit B = ANY. Folglich sind B in A4 und die Familie Ay in
{B € A| B CY} C A enthalten. Falls umgekehrt A eine Menge B C Y beinhaltet,
so ist B = BNY auch ein Element von Ay. Also ist Aussage a) gezeigt.

b) Lemma 1.6 impliziert die Inklusion o(€NY) C o(€) NY, da das System
(&) NY die Familie £ N'Y umfasst und nach Teil a) eine o-Algebra ist. Fir die
Umkehrung setzen wir

C={ACX|ANY eo(ENY)}.

Wir miissen die Relation o(€) C C zeigen. Zunéachst gilt £ C C, da fiir jedes F € £
der Durchschnitt ENY in ¢(€ NY') enthalten ist. Gemaf Lemma 1.6 folgt nun
Behauptung b), sobald C als o-Algebra auf X erkannt worden ist.

Zunéchst liegt X in C,da Y = XNY ein Element von ¢(£NY’) ist. Zum Nachweis
von (A2) und (A3) seien A, aus C fir n € N gegeben. Es gilt also A,NY € o(ENY)
fir jedes n € N. Nach (A2), (A3) und Lemma 1.3 fiir o(£ NY) sind dann auch

(X\A)NY =Y\ (A4nY) wd Ynl _ A=U, (A4:."Y)

in 0(£ NY') enthalten. Also liegen die Mengen X \ A; und U,,cy 4, in C, sodass C
wie gefordert eine o-Algebra ist. O

Im letzten Beweisschritt haben wir erstmals das Prinzip der guten Mengen
verwendet. Mit diesem werden oft Eigenschaften einer o-Algebra A = (&) aus
solchen ihres Erzeuger £ abgeleitet. Hierzu definiert man ein System C ‘guter
Mengen’ in solcher Weise, dass sich die gewiinschte Aussage aus der Inklusion
A C C ergibt. Diese Relation folgt mit Lemma 1.6 im einfachsten Fall daraus, dass
& in C liegt und C eine o-Algebra ist. Wir verwenden den obigen Hilfssatz meist in
Form der nachsten Folgerung zu Borelschen o-Algebren.

KOROLLAR 1.11. Seien X ein metrischer Raum und Y C X. Dann gilt B(Y') =
BX)NY. WennY in B(X) liegt, erhalten wir B(Y) ={B € B(X)|B CY}.

Beweis. Nach Bemerkung 2.25 in Analysis 2 gilt O(Y) = O(X) NY. Somit
liefert Lemma 1.10b) den ersten Teil. Der zweite folgt dann aus Lemma 1.10a). O

Wir definieren unten Mafle, indem wir minimale Anforderungen an einen verall-
gemeinerten Volumenbegriff aufstellen. Ausgehend vom Elementarvolumen, wird
man dem R™ das ‘Volumen’ oo zuweisen wollen. Also miissen wir in der erweiterten
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Zahlen-Halbgerade [0, oo] = [0, 00) U {oo} rechnen, wobei man auch +oo statt oo
schreibt. (Zum Folgenden siehe Abschnitt 3.4 in Analysis 1, sowie Abschnitt 2.1
dieses Skriptums.) Wir versehen dazu [0, oo] mit den zusétzlichen Rechenregeln

0o+ =00, F*Tatoo=oc0ta=o00 a<© fir alle a € [0,00) = Rxy.

Der Ausdruck oo — oo ist nicht definiert. Ferner gilt a,, — oo fiir n — oo, falls
es fur alle K > 0 ein N € N mit a,, > K fir alle n > Ny gibt. Fir a,, € [0, o0]
existiert stets die Reihe >°7°, a,, in [0, 00]. Sie ist dabei gleich co, wenn ein aj = 0o
ist oder wenn sie divergiert. Diese Reihe kann ferner umgeordnet werden.

Ein Mengensystem M C P(X) heifit disjunkt, wenn M N N = () fir alle
M,N € M mit M # N gilt. Wir schreiben auch U fiir eine Vereinigung von
disjunkten Mengen. Der folgende Begriff ist von grundlegender Bedeutung fiir grofie
Teile der Mathematik.

DEFINITION 1.12. Sei A eine o-Algebra auf X. Fine Abbildung p: A — [0, o]
heifst (positives) MaB auf A, wenn sie die Eigenschaften

(M1) () =0,
(M2) u(UnenAn) = 302 1(Ay)  fir jede disjunkte Menge {A, |n € N} C A
(o-Additivitét )
besitzt. Das Tripel (X, A, 1) heifst dann Maraum. Falls u(X) < oo gilt, nennt
man p endlich. Wenn p(X) =1 ist, dann ist p ein Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Hierbei folgt (M1) schon, wenn man (M2) und 0 < u(0) < oo fordert, da dann
p0) =p@0OU--) =3 u(®).
n=1
gilt. Seien Mengen A, ..., A, € A disjunkt. Dann ergibt sich aus (M2) und (M1)
auch die endliche Additivitdt von p durch
AU UA) =p(AU---UAU000U---)
= u(Ar) + - 4 p(An) + p(0) + p(0) + - -
— (A e p(Ay). (1.2)

Es ist klar, dass ein sinnvoller Volumenbegriff dieser Eigenschaft gentigen muss. Die
stiarkere o-Additivitdt werden wir fiir Konvergenzbetrachtungen benétigen. Wir
diskutieren zunéchst zur Illustration einige einfache Beispiele, die man auch ohne
Maftheorie gut behandeln kénnte. Die Komplexitat dieser Theorie wird erst im
nachsten Abschnitt beim Lebesguemafl benotigt.

BEISPIEL 1.13. a) Seien A = P(X) und = € X fest gewéhlt. Dann definiert
1, r €A,

3.(A) =
(4) {O, r g A,
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf P(X), das Punktmaf oder Diracmaj$ heifit.

fir ACX
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BEWEIS. Offenbar gelten 6,.(0) = 0, 0,(X) = 1 und 0,(A) € [0, o0]. Seien 4,, C X
fiir n € N disjunkte Teilmengen und B ihre Vereinigung. Nun liegt x genau dann
in B, wenn es in einem einzigen Ay liegt. Daraus folgt die Gleichung

1, .Z'EAk

W):{o Y }:i_'flww

und somit (M2). O

b) Seien X =N, A= P(N) und p,, € [0, 0] fir jedes n € N fest gewéhlt. Dann

erklart man durch
p(A) = an fir ACN
ncA

ein Mafl auf P(N), das genau im Falle }°, p,, = 1 ein Wahrscheinlichkeitsma$ ist. Es
gilt p({k}) = py fiir k£ € N. Wenn alle p,, = 1 sind, dann erhalten wir das Zaihlmafs
C(A) = #A, wobei #A € Ny U {oo} die Anzahl der Elemente von A ist.

BeEwEIs. Alle Aussagen bis auf (M2) ergeben sich sofort aus den Definitionen.
Seien A; C N fiir j € N disjunkt und B ihre Vereinigung. Da jedes n € B in genau
einem A; liegt, erhalten wir (M2) mit

WB) =D =D > pa=D_u4). O
neB j=1nea, =1

c) Seien (X, A, p) ein Mafiraum, Xy C X und Ay eine o-Algebra auf X, mit
Ay € A. Wir setzen pi]4,(A) := p(A) fuir A € Ap. Dann ist (Xo, Ao, 1] 4,) ein
Mafraum, da sich (M1) und (M2) direkt von p auf p|4, iibertragen. Sei weiter
Xy € A. Wir wiahlen nun speziell 4g = AN Xy C A, siehe Lemma 1.10. Dann ist

tx,(B) = u(B) fir B € Amit B C X
ein Maf} auf Ay, die Finschrinkung von p auf Xj. O

Sei (A,) eine Folge in P(X). Wir schreiben A,, T, falls A, C A, 1, fir allen € N
gilt, sowie A, | im Falle A,,1 C A,. Man sagt dann, dass die Mengen wachsen
bzw. fallen. Wenn zusétzlich A die Vereinigung bzw. der Durchschnitt aller A,
ist, setzt man A, T A bzw. A,, | A. Im nachsten Satz sammeln wir grundlegende
Eigenschaften von Maflen. Vorab isolieren wir einen Beweisteil als Hilfssatz, da
diese Aussage spéater noch bendtigt wird.

LEMMA 1.14. Seien A eine o-Algebra, A; € A fir j € N undn € NU{oo}. Dann

existieren disjunkte Mengen B; € A mit B; C A; fir j € N und Uj_; A; = U, B;.
BEWEIS. Wir setzen rekursiv By = Ay und B; = A; \ (A, U---U A;_,) fiir alle
J € N. Dann liegt jedes B; in A und ist in A; enthalten. Weiter ergibt sich induktiv

die Disjunktheit von {B;|j € N}. Ferner gelte fiir ein n € N die Gleichung

UBj: UA]:Sn
j=1 j=1
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Hieraus folgt die Beziehung

n+1 n+1

j=1 j=1
Also gilt die obige Gleichung fiir alle n € N und somit auch fiir n = oc. O

SATZ 1.15. Seien (X, A, n) ein Mafiraum und A, B, A; € A fir j € N.

a) Sei A C B. Dann gilt 1(A) < u(B).  (Monotonie)

Wenn ferner u(A) < oo ist, dann folgt u(B\ A) = pu(B) — p(A). Insbesondere
gilt fiir endliche p die Gleichung p(A°) = u(X) — u(A).

b) Es gilt pu(U52, Aj) < 3552, u(Ay). (o-Subadditivitét)

c) Sei Ajt. Dann strebt p(A;) fir j— oo gegen p(U32, Aj). (Stetigkeit von unten)

d) Seien A; | und p(A;) < oo. Dann konvergiert u(A;) fir j — oo gegen
(N2, Aj).  (Stetigkeit von oben)

BEWEIS. a) Die Menge B ist die disjunkte Vereinigung von A und B \ A. Da
w1 endlich additiv ist und nichtnegative Werte annimmt, folgt die Relation

1(B) = pu(A) + p(B\ A) = p(A).

Wenn (A) endlich ist, erhdlt man auch den zweiten Teil von a).
b) Wir verwenden die Mengen B; aus Lemma 1.14. Mittels (M2) und Teil a)
schliefen wir auf die behauptete Ungleichung

M(UjeN AJ) = M(UjeN Bj) = z“(Bj) < éM(Aj)-

c) Es sei A; T A. Dann gilt in Lemma 1.14 sogar Uj_, B; = A, fiir allen € N.
Ausgehend von der letzten abgesetzten Identitat, berechnen wir nun

W) = S u(By) = Jim S u(By) = Jim o U By) = Jim (A,

n—oo n—oo

d) Es seien A; | und p(A;) < oo. Mittels Komplementbildung fithren wir die
letzte Aussage auf Teil c¢) zurtick. Wir setzen dazu C; = Ay \ A; = A; N AS fir
jedes j € N. Somit wachsen die Mengen C; gegen

UCj:AlﬂUA§:A1m<ﬂAj> — AN\ A,
j=1 j=1

j=1 j=1

Nach Voraussetzung und Behauptung a), gilt pu(A4;) < p(A4;) < oo. Deswegen
kénnen wir aus a) und c¢) die Gleichungen

p(Ar) = u(ﬂ;ol Aj) = u(U;ol Cj) = lim u(Cy) = p(Ar) = lim pu(A;)

und dann Teil d) folgern. (Der letzte Limes existiert, da (p1(A;)) wegen a) fallt.) O
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...................

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

ABBILDUNG 1.1. In diesem Schaubild ist A =1, Ul U I3 € Fs.

In den Teilen a) und d) des obigen Satzes kann man nicht auf die Bedingungen
w(A), u(A;) < oo verzichten. Als Beispiel betrachten das wie Zahlmafi ¢ aus
Beispiel 1.13, sowie C' ={1,3,5,---} und B,, = {n,n+1,...}. Hier gelten ((C) =
((B,) = o0, aber ((C®) = oo und ((BS) =n — 1, sowie B, | 0.

1.2. Konstruktion des Lebesguemafles
Sei I = (a,b] C R™ fiir a,b € R™ mit a < b. Wir definieren das Elementarvolumen
M) =An(I) = (b1 —ay) - ...« (by, — am)- (1.3)
Das Menge dieser Intervalle I heiflt 7,,. Wir setzen in drei Schritten A\, auf 7,

zum Lebesguemaf A, auf B,, = o(J,,) fort. Diese Konstruktion geht insbesondere
auf Emile Borel und Henri Lebesgue (um 1900) zurtick.

1. Schritt: Der Ring der Figuren.
Wir betrachten zunéchst endliche Vereinigungen der Intervalle in 7, und defi-
nieren die Familie F,, der Figuren durch

Fa={a=U_1,

Man beachte, dass die Vereinigung in der obigen Definition nicht disjunkt zu sein
braucht, vergleiche Abbildung 1.1. Das Lebesguemaf fiir eine Figur kann man
im Falle einer disjunkten Darstellung in (1.4) auf naheliegende Weise definieren,
siehe (1.5). Die Existenz einer solcher disjunkten Zerlegung und andere wichtige
Eigenschaften des Systems F,,, werden im néchsten Hilfssatz gezeigt.

ermneN} (1.4)

LEMMA 1.16. Seien I,I' € J,,. Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) Wir haben o(F,,) = By,.
b) Der Durchschnitt I N 1" ist in J,, enthalten.

c¢) Die Differenzmenge I\ I' liegt in F,,, und I\ I' ist die endliche Vereinigung
disjunkter Intervalle aus J,.
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d) Jedes A € F,, ist die endliche Vereinigung disjunkter Intervalle aus Jp,.
e) Die Menge F,, ist ein (Mengen-)Ring; das heif§t, fir alle A, B € F,, liegen
auch die Mengen O, B\ A und AU B in F,,.

Man beachte, dass im Gegensatz zu einer o-Algebra ein Ring die Grundmenge
und abzahlbar unendliche Vereinigungen nicht enthalten muss.

BEWEISs. a) Es gelten die Inklusionen 7,,, C F,,, C B,, und nach Satz 1.9 auch
die Identitat B, = 0(Jm). Also folgt Behauptung a) aus Lemma 1.6.
b) Seien I = [Ij,(ag, bx) und I" = [17*, (a}, by,]. Dann erhalten wir wie gefordert

INI'={zeR™|Vke{l,....,m}: x € (ar, bx] N (a}, b,]}
= [] (max{ay,a}}, min{by, b},}] € Tn.
k=1

Dabei ist 1 N I’ leer, wenn max{ay, aj,} > min{by, b} } fiir ein k ist.
¢) Wir zeigen Teil ¢) durch Induktion tber m. Fiir a < b und ¢’ <V in R gilt

(a,b)\ (d/, 1] = (a,b] N ((—o00,d] U (V,00)) = ((a,b] N (=00, a’]) U ((a,b] N (V, 00)).

Rechts stehen hier zwei disjunkte, eventuell leere Intervalle aus J;, sodass Aussage c)
fiir m = 1 wahr ist.

Aussage c) sei fiir ein m € N bewiesen. Wir schreiben die Intervalle 1,1’ € 7,11
als [ =1} x I, und I' = I x I/, mit I, I] € Jy und 1,,, I/ € J,,. Damit erhalten
wir die disjunkte Vereinigung

INT = ((I\ 1) x L) U (0 1) % (I \ 1},)).

Der Induktionsanfang, Aussage b) und die Induktionsvoraussetzung zeigen, dass die
Faktoren in den kartesischen Produkten jeweils endliche disjunkte Vereinigungen
von Intervallen in J; bzw. 7, sind. Also ist 1\ I’ eine endliche disjunkte Vereinigung
von Elementen aus 7.1, und c) ist fiir m + 1 gezeigt. Somit gilt Behauptung c).

d) Wir verwenden eine Induktion tiber die Anzahl n der Intervalle in der Dar-
stellung (1.4) von A in F,,. Im Falle A = I} € J,, ist Aussage d) offenbar erfillt.
Weiter gelte d) fiir ein festes n € N und jede Menge der Form Uiz £ mit I; € T
Sei nun A = U"Jrl I; fir gewisse Intervalle I; aus 7, gegeben. Nach Induktionsvor-
aussetzung glbt es dlsjunkte Intervalle I7,...,I] € J,, mit

U, UJ i
Daraus folgt die Gleichung
-1
A=1I1U szlfi, I U U (L \ Lnya)-

Nach Teil ¢) ist jede Differenz I} \ I,4; eine endliche disjunkte Vereinigung von
Intervallen aus 7,,, sodass auch A diese Eigenschaft besitzt. Durch Induktion ergibt
sich Teil d).
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e) Die leere Menge () = (a, a] gehort zu J,,, € F,,. Seien A, B € F,,, durch
A=UIL wd B=UI

fur 1;, 1] € F,, gegeben. Aufgrund der Definition (1.4) ist auch A U B ein Element
von F,,. Weiter sieht man induktiv, dass endliche Vereinigungen das System F,,
invariant lassen.

Wir behandeln B\ A per Induktion tiber die Zahl n € N in der Darstellung von
A. Sei zuerst n = 1, es gelte also A = I; € J,,,. Daraus folgt die Identitéit

! !
B\A=BnI{=JUNI) = U (I;\ I).
i=1 i=1
Gemaf Teil c) liegt die Menge I/ \ I in F,,, sodass nach dem bisher Gezeigten
auch B\ A in F,, enthalten ist.

Nun sei fir ein n € N die Beziehung B \ A" € F,, gezeigt, wenn die Figur A’
eine Darstellung wie in (1.4) mit diesem n hat. Eine Menge A aus F,, besitze eine
solche Darstellung mit n + 1. Also kann man A = A’ U [,,,4 fiir ein obiges A" und
ein Intervall I,,.1 € 7, schreiben. Dann gelten die Gleichungen

B\A= BN (AUl = (BOA))N I, = (B\NA)N L, = (B\A)\ Inga.

Laut Induktionsvoraussetzung liegt B \ A’ in F,,, und damit auch (B \ A’) \
I,+1 wegen des Induktionsanfanges. Folglich ist B\ A fir alle A, B € F,, in F,,
enthalten. U

2. Schritt: Das Lebesguemafl auf F,,.
Wir wollen nun das Elementarvolumen A,,(/) aus (1.3) von den Intervallen
I € J,, zu deren endlichen Vereinigungen A € F,, auf natiirliche Weise fortsetzen,
siehe (1.5). Dabei werden wir im Grunde ein Maf erhalten, allerdings ist F,,, keine
o-Algebra. Diese Hiirde wird dann im dritten Schritt iberwunden. Wir zeigen
zundchst, dass die Definition von A,,,(A) in (1.5) nicht von der Wahl der Intervalle
in Lemma 1.16d) abhéngt, vergleiche Abbildung 1.2.

LEMMA 1.17. Seien {Iy,...,1, } und {11, ..., I]} zwei jeweils disjunkte Mengen

von Intervallen in Jp, mit Uj_y I; iy Il. Dann gilt die Identitdt

S () = 3 A

j=1 =1

BEWEIS. Wie zeigen die Behauptung zuerst fiir n = 1 mit einer Induktion iiber
die Raumdimension m. Danach schlielen wir auf den Fall allgemeiner n € N.
1) Seienn=1und I :=1; € Jp,.
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y

ABBILDUNG 1.2. Zwei Zerlegungen von A € F, aus Abbildung 1.1
in disjunkte Intervalle.

a) Wir betrachten zuerst den Fall m = 1 mit I = («, ] und I} = (o}, f}] fiir
i €{l,...,l}. Indem wir gegebenenfalls umnummerieren, erhalten wir

a=ai<f=ah< - <B=a{ <=5

Daraus folgt nun die Behauptung wegen
!

!
M) =B—a=> (B —ai)=> A(I)).
i=1 i=1
b) Die Aussage gelte fiir ein m € N. Seien I und I} aus J,,4+1 wie vorausgesetzt.
Dann gibt es Intervalle [ und I} in J,, sowie Zahlen a < § und o < /3! mit

I=1x (o, O] und Il = 1:{ x (af, B3]

(2

fir i € {1,...,l}. Wir ordnen die Zahlen o}, 3, ..., a}, 5, der GréBe nach an und
nummerieren sie neu zu v, fir k& € {1,...,p + 1}, wobei mehrfach auftretende
Zahlen nur einmal beriicksichtigt werden. Wir erhalten so nichtleere disjunkte
Intervalle Jy = (&, ka1 fur k& € {1,...,p} mit Vereinigung («, 3], wobei der
Durchschnitt Ji, N (o, 5] fir alle k£ und i entweder leer oder gleich Jy ist. Weiter
gibt es fir jedes i € {1,...,1} Indizes k(i,1),...,k(i,q) € {1,...,p} mit (o}, 5] =
Ji(i1y U - -+ U Ji(iq)- Daraus folgt die Identitét

~ 9
[Z{ = [l( X U Jk(w)

r=1

fur jedes i € {1,...,l}. Wir verwenden nun die Definition (1.3) und den Schritt a)
in den Gleichungen

_ ] G i _
A () = I M (UL i) = MM Vi) = S Amsa (% i)
r=1

r=1

Um die folgende Summe iiber ¢ zu manipulieren, definieren wir die Indexmenge

Nk)={ie{l,...;l}|3re{l,...,q¢} mit k =k(i,r)}
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fur jedes k € {1,...,p}. Sie gibt die Indizes i an, fiir die J; im Intervall (af, 5]
liegt. Indem wir die Summen vertauschen, berechnen wir

! I a4 R
S = Z)\”H”l(Iz/) = Zz)\m+l(11/ X Jk(z 7‘) Z Z )‘erl I X Jk)

i=1 i=1r=1 k=1ieN(k)
—ZZA (I () = Z)\le S (D),
k=1ieN (k) ieN (k)

wobei wir auch (1.3) verwendet haben. Die Intervalle I/ sind disjunkt und es gilt
I' x J, C I! fir alle i € N(k). Also sind auch die Mengen {I |i € N(k)} fiir jedes
feste k € {1,...,p} disjunkt. Sie liegen ferner in I. Seien umgekehrt k € {1,...,p}
und z € I x Ji,. Nach Voraussetzung gibt es genau ein i € {1,...,{} mit z € I.
Damit ist .J; N (o}, B!] nicht leer, sodass 7 in N (k) liegt. Insgesamt ist I fiir jedes

k€ {1,...,p} gleich der disjunkten Vereinigung der Intervalle I’ mit i € N (k).
Wir konnen hierauf die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten

p ~ ~
S=> M) An(l) = (B — a)An(l) = Apsa(I).
Im Falle n = 1 gilt demnach die Behauptung fiir die Dimension m + 1 und damit
per Induktion fiir alle m € N.
2) Sei nun n € N beliebig und die Intervalle I; und I wie in der Behauptung
gegeben. Wir erhalten dann die disjunkten Vereinigungen
‘1 ‘m
L=U_ @0  uwd L= _ N0

(2

fir jedes j € {1,...,n} bzw. jedes i € {1,...,l}. Fiir beide Zerlegungen benutzen
wir Schritt 1) und folgern die Behauptung

Z S Sy Iy

j=1:=1

n l
S AN IL) =3 A1), O
=1

15=1

MN

.
Il

Fiir eine Figur A € F,, definieren wir nun
AA) = \u(A) = Z)\m(Ij), (1.5)
j=1
wobei die Intervalle I4,..., I, € J,, disjunkt sind und A = I, U---U [, ist. Gema$

der Lemmata 1.16 und 1.17 definiert (1.5) eine Abbildung A, : F,, — Rx¢. Seien
A, B, A; € F,,. Es gelten die Aussagen

ANB=(AUB)\ ((B\A)U(A\ B)) € Fpn,
Am (AU UAL) = Ma(A1) + - 4+ An(An) wenn A; disjunkt,
Am(A) < A\n(B) wenn A C B,
Am(AUB) < A\ (A) + An(B).

AAAA
—_ = = =
© o0 I O
— — ~— —



1.2. Konstruktion des Lebesguemafes 15

Dabei folgt (1.6) aus Lemma 1.16, und (1.7) impliziert Behauptungen (1.8) und
(1.9) genauso wie im Beweis von Satz 1.15a) und b). Um (1.7) zu zeigen, seien
ANB=0,A=U,I; und B = UL, I! fiir jeweils disjunkte I; € Jpund I] € Jyp,.
Wir setzen

111

I”: [k, kE{l,...,n},
., ke{n+1,...n+1}.

Dann ist AU B die disjunkte Vereinigung der Intervalle I{, ..., I/ ; und die Defini-
tion (1.5) impliziert die Gleichung
n+l l

Am(AUB) Z)\ (L) =D AnlL) + DA (L)) = Mu(A) + A (B).
= j=1 =1
Induktiv folgt dann Aussage (1.7). Genauso zeigt man (1.6) in jedem Ring, sowie
(1.8) und (1.9) fur jede endlich additive Funktion p: R — [0, 00| auf einem Ring.
Als néichstes weisen wir nach, dass A, auf F,, sogar og-additiv ist (soweit die
Vereinigung der A, noch in F,, liegt).

SATZ 1.18. Die Abbildung Ay, : Fr — Rso aus (1.5) ist ein Pramaf auf dem
Ring F,,; das heif§t, sie besitzt die folgenden Eigenschaften.
(M1) A\, (0) = 0.
(M2’°) Sei {A, |n € N} CF,, disjunkt und A := 2, A, liege in F,,. Dann gilt
Am(A) = 3521 Am(An).

BEWEIS. Zunéachst ergibt sich (M1) schon aus (1.3), da ) = (a, a] ein Element
von [J,, ist. Seien A,, und A wir in der Behauptung. Wir fithren in einem ersten
Schritt die Behauptung (M2’) auf eine Konvergenzaussage zurtick, die dann aus

einer gewissen Abschéitzung folgen wird.
1) Fiir jedes n € N liegt die Menge B,, := A\ (A1 U---UA,) nach Lemma 1.16 ¢)
in F,,. Damit gelten B, | # und A= A;U---UA, UB,. Formel (1.7) liefert nun

Am(A) = A (A1) + -+ An(An) + A (Br)

fiir alle n € N. Somit folgt die Aussage aus der nichsten Behauptung.

2) Behauptung 1. Seien B,, € F,, mit B, | (). Dann gilt \,,(B,) — 0 fiir n — oc.
Beweis von Behauptung 1. a) Sei € > 0. Wir konstruieren in diesem Schritt fiir
jedes n € N solche Figuren C,,, dass

C, C B, und An(Bp \ Cp) <27

gelten. Zunéchst liefert Lemma 1.16 disjunkte nichtleere Intervalle I; =TT} (ax;, bx;]
aus Jy, fur j € {1,...,l} mit B, = I; U---U I, wobei I;, I, ax; und by; von n
abhéngen konnen. Wir setzen d,, := maxy, ;(by; — ax;) und wéhlen Zahlen

o € (0, min {bkj — Qyj, 52_”(lm)_1di_m}>.

ke{l,...m},je{1,...,l}
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Nun definieren wir die verkleinerten Intervalle I} = [Ty, (axj + 6n, bi;] in Jr, und
die Figuren C,, = I; U --- U I]. Dann liegt C,, = U-f in B, und es gilt

(e

l l

~U(nunwr) e UIAYA

=1 “i=1 j=1

{z € I; | 21, € (ajlmajk + 0l }-

=y
u o

HCS

Mittels (1.9) und (1.3) folgt daraus die gewiinschte Ungleichung durch A, (B, \
C,) < Imd™ 15, < e27" fiir alle n € N,

b) Da Nneny Bn = 0 und C,, C B, ist, erhalten wir ﬂneNC = () und somit
Unen C," =R™ D By. Also iiberdecken die offenen Mengen C," das Kompaktum
B;. Theorem 2.46 von Heine-Borel aus Analysis 2 liefert Indizes n; < --- < Ny
mit B; € C,, U --- U CTPC. Per Komplement ergibt sich die Inklusion D :=
Cpy N---NCy,, C Bi". Auf der anderen Seite liegen aber alle C,,, in B,, C B,
sodass auch D C By gilt. Wir erhalten also die Identitat

Co,N---NGC, =0.

Dies bedeutet, dass fiir alle n > n,, =: N, der Durchschnitt 0?21 @ leer ist. Wir
setzen nun D,, = (j_, C; fiir n € N. Nach (1.6) und einer Induktion liegen alle D,
in F,,. Wir haben eben gesehen, dass D,, fir n > N, leer ist.

Behauptung 2. Fir alle n € N gilt A\, (B, \ D,) < (1 —=2"")e <e.
Wir werden diese Behauptung gleich zeigen. Aus ihr folgt dann Behauptung 1
mittels der Abschatzung

ANBp) = \n(B,\D,) <e
fur alle n > N, und damit wird der Satz bewiesen sein.

3) Beweis von Behauptung 2. Wir zeigen diese Aussage mit Induktion tber n.
Der Fall n = 1 wurde in Schritt 2a) etabliert. Behauptung 2 gelte nun fiir ein n € N.
Die Eigenschaften (1.9) und (1.8) sowie die Inklusion B,;; C B, implizieren

)‘m<Bn+1 \ Dn+1> = )‘m<Bn+1 \ (Dn M Cn+1)> = )‘m((BnJrl \ Dn) U (BnJrl \ Cn+1>>
< Am(Bn-i-l \ Dn) + )‘m(Bn-H \ On-i-l)
< )‘m(Bn \ Dn) + )‘m(BnH \ Cn—i-l)
<(1—2Me+2"le=(1-2"1),

wobei wir in der letzten Zeile die Induktionsvoraussetzung und nochmals Schritt 2a)

verwendet haben. Per Induktion folgt Behauptung 2 und damit der Satz. U

3. Schritt: Das Lebesguemaf} auf 5,,.
Im letzten Schritt setzen wir A,, von F,, zu einem Maf} auf B,, fort. Die ist ein
Spezialfall des folgenden Mafifortsetzungssatzes von Carathéodory (1914).
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THEOREM 1.19. Seien R C P(X) ein Ring und 1 : R — [0,00] ein Primaf.
Dann ezistiert so eine o-Algebra A(u) und ein Maf$ i auf A(p), dass o(R) C A(p)

und fi(A) = p(A) fir jedes A € R gelten. Insbesondere ist die Einschrinkung i|s(r)
ein Maf auf o(R).

Wir gehen unten auf den Beweis ein. Die hier auftretende o-Algebra A(u) wird
in (1.11) definiert. Im Falle des Lebesguemafes 1afit sie sich ndher bestimmen, siehe
Satz 11.6.4 in [3] und auch unsere Bemerkung 3.3. Im Folgenden benotigen wir
auferdem den nachstehenden Maffeindeutigkeitssatz, vergleiche etwa Satz 3.24.

THEOREM 1.20. Seien € C P(X) der Erzeuger einer o-Algebra A = o(E), sowie
w und v Mafe auf A, fir die w(E) = v(E) fir alle E € € und die folgenden
Figenschaften gelten.
A) Firalle E, F € & liegt auch der Durchschnitt ENF in £.  (N-Stabilitat)
B) Es gibt Mengen E,, € £ mit p(E,) < oo fir allen € N und U2, E, = X.
(o-Endlichkeit )
Daraus folgt = v.

Der Beweis ist nicht Teil der Vorlesung, siehe aber Abschnitt 1.3. Das Theorem
besagt, dass Mafle schon durch ihr Verhalten auf einem (gentigend grofien) Erzeuger
festgelegt sind, was jedoch erstaunlich schwierig zu zeigen ist. Die folgenden Beispiele
zeigen, dass man hier weder auf Annahme A) noch auf B) verzichten kann.

Man betrachte zuerst die Menge X = {a,b,c} mit der o-Algebra A = P(X),
die vom nicht N-stabilen System & = {{a,b}, {a,c}} erzeugt wird. Wir setzen
p({a}) = p({b}) = n({c}) = 1, sowie v({a}) = 2 und v({b}) = v({c}) = 0. Wie in
Beispiel 1.13 liefert dies Mafle ¢ und v auf P(X), die offenbar verschieden sind,
aber auf £ iibereinstimmen.

Ferner erzeugt & = {(}} die triviale o-Algebra A = {(), X} auf X. Hier definieren
wir MaBle durch p(X) =1 und p(0) = 0, sowie v(X) = v(0) = 0. Wieder erhalten
wir zwei unterschiedliche Mafle, die auf £ gleich sind.

Aus den obigen Resultaten folgt nun leicht die Existenz und Eindeutigkeit des
Lebesguemafles auf B,,.

THEOREM 1.21. Es gibt genau ein MafS auf B,,, das das Elementarvolumen
Am + Tm — [0,00) aus (1.3) fortsetzt. Dieses Maf ist auch eine Fortsetzung des
Pramafes A, : Fn — [0,00) aus (1.5). Es heifst Lebesguemafl und wird ebenfalls
mit X = N\, bezeichnet.

BEwEIS. Nach Satz 1.18 und Lemma 1.16¢) la8t sich A, von 7, zu einem
Pramaf auf dem Ring F,, fortsetzen. Theorem 1.19 und Lemma 1.16a) liefern
nun eine Fortsetzung von A, auf B,, = o(F,,). Gemaf (1.6) besitzt £ = J,,, die
Eigenschaft A). Weiter wird B) durch die Mengen E,, = (—n,n|]™ € J,, erfiillt. Laut
Theorem 1.20 kann A, also nur auf eine Weise nach B,, fortgesetzt werden. [J

Auf dhnliche Weise erhalt man auch die Hausdorff- und Lebesgue-Stieltjes-Mafse
auf R™, siehe etwa Abschnitt 1X.3 und S.36 in [2]. Wir diskutieren zunéchst
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Varianten des Lebesguemafles und berechnen A,,(A) in einigen einfachen Féllen.
Substantielle Rechenbeispiele konnen erst ab Abschnitt 3.3 behandelt werden.

BEISPIEL 1.22. a) Sei ) # X € B,,. Geméa$ Beispiel 1.13 und Korollar 1.11
definiert die Einschrénkung von A, auf B(X) = {4 € B,,| A C X} ein Ma8 auf
B(X). Es wird auch mit \,, = X\ bezeichnet und heifit ebenfalls Lebesguemaps.

b) Seien a,b € R™ mit a < b. Dann erhalten wir (a — (+,...,2),b] | [a,b] und
somit wegen Satz 1.15d) und Definition (1.3) die Gleichung

)
n— o0 n n—00

)\m([a, b]) = lim /\m((a— (l ,%),b]) = lim 1:[ bk —ak—i— ﬁ bk —CLk

Entsprechendes gilt fiir andere beschrankte Intervalle. Satz 1.15a) liefert dann auch
die Gleichung \,,,(9I) = 0 fiir den Rand I =T\ I° jedes beschrénkten Intervalls
im R™. Ferner hat jede einpunktige Menge {a} = [a, a] das Lebesguemafl 0 und
somit auch Q™ als abzéhlbare Vereinigung solcher Mengen.

¢) Unbeschrinkte Intervalle / im R™ mit positiven Kantenldngen haben das

Volumen A, (I) = co. Sei etwa I = (a,b) mit by > ar +48 > 0 fir k € {1,...,m}
und ein 6 € R, = (0,00), sowie b; = co. Fiir n > a; erhalten wir dann

Am (D) > )\m((al, X Hk ) ak,ak—|—5)> (n—a)0™ ! — oo, n — oo.

d) Es gilt A\, (H) = 0 fir H = {x € R™ |z, =0}, da H die Vereinigung der
Intervalle [—n,n|™ ! x {0} mit Lebesguemaf 0 ist. (Verwende etwa Satz 1.15D).)
Diese Aussage zeigt man analog fir jede achsenparallele affine Hyperebene im
R™. Nach Satz 1.15a) und b) haben somit alle abzahlbaren Vereinigungen von
Teilmengen solcher Hyperebenen das Lebesguemaf 0.

e) Eine beschriankte Borelmenge A hat endliches Lebesguema$, da sie in einem
Wiirfel [—n, n]™ mit Mafl (2n)™ liegt. O

Um den Maffortsetzungssatz zu beweisen, setzt man das Pramaf} zunéchst zu
einem sogenannten duflerem Mafl auf P(X) fort. Dazu sei p : R — [0, 00] ein
Pramafl auf einem Ring R. Fir M C X definieren wir

(M) =inf {37 u(R,)| Ry €R firallneN, MCJ R} (1.10)
Dabei sei inf () := co. Dann wird p* auf das System der pu-messbaren Mengen
A(p) ={ACX|VYM CX gilt p"(M)>p"(ANM)+p*(A°NM)}. (1.11)

eingeschrankt, um dort ein Mafl zu erhalten. Wir sehen im néchsten Hilfssatz,
dass p* monoton und o-subadditiv ist. Also gilt die umgekehrte Ungleichung in
(1.11) auf P(X). Mafle auf o-Algebren erfiillen (1.11) hingegen mit Gleichheit,
da M = (M N A)U(M N A°) ist. Fiir A aus der Familie A(p) erhdlt man diese
Gleichheit sogar fiir alle Teilmengen M von X.
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LEMMA 1.23. Die in (1.10) definierte Abbildung p* ist ein duBeres Mafl auf
P(X); das heifst, es gelten

a) (@) =0,

b) w(A) < p*(B) fiir alle A, B C X mit A C B,

c) (U, Ay) <32 1w (Ay) fiir alle A, C X, n € N.

BEWEIS. Die ersten beiden Behauptungen folgen aus (1.10), da man () mit
PUDU--- tiberdecken bzw. die Mengen R; fiir B auch fiir A verwenden kann.
Um c¢) zu zeigen, seien A,, C X fiir n € N. Die Behauptung gilt, wenn p*(Ay) = oo
fir ein k erfiillt ist. Sei also p*(A4,) < oo fir jedes n € N. Sei ¢ > 0. Gemaf
(1.10) gibt es dann Mengen Rj, aus R mit A, C UjZ; Rj, und 372, u(R;,) <
w*(A,) +e27" fir alle n € N. Also wird die Vereinigung U2 ; A, durch die Familie
{Rjn|j,n € N} iberdeckt. Mit (1.10) erhalten wir nun die Abschétzung

p (U A < 3 i) < S (A +227) = + 5 '(4,)

Jmn=1
Da e > 0 beliebig ist, folgt Aussage c). O

Im néchsten Hilfssatz!' zeigen wir die entscheidenden Eigenschaften der Objekte
aus (1.10) und (1.11).

LEMMA 1.24. Das System A(p) aus (1.11) ist eine o-Algebra auf X und die
FEinschrankung 1 : A(pn) — [0, 00] von p* ist ein Mas.

BEWEIS. 1) Aus der Definition (1.11) folgt sofort, dass A(u) den Eigenschaften
(A1) und (A2) gentigt. AuBlerdem erfiillt 7 das Axiom (M1) nach Lemma 1.23a),
wobei ) = X geméB (A1) und (A2) in A(u) liegt.

Mittels verschiedener Abschétzungen leiten wir in den nachsten beiden Schritten
aus (1.11) und (1.10) ab, dass A(x) invariant unter endlichen Vereinigungen und
Durchschnitten ist und dass p* auf A(u) einer verschérften endlichen Additivitat
gentigt. Im letzten Teil vollziehen wir dann den Grenziibergang zur Eigenschaft
(A3) und der o-Additivitéat. Sei dazu M C X.

2) Seien A, B € A(u). Wir wollen die Ungleichung in (1.11) fiir AU B und M
nachweisen. Um hier (AU B)*N M = AN BN M zu kontrollieren, verwenden wir
diese Ungleichung fiir B € A(p) und AN M anstelle von M und erhalten

P (AN M) > p (BNA“NM)+ p*(B°NA N M).
Weiter gilt die Identitéat
MNAUB)=(MnNA)UMNANB).
Die Subadditivitdat von p* aus Lemma 1.23 liefert damit

pr(MN(AUB)) <p* (MNA)+p (MnNA“NB).

Das folgende Lemma wurde in einer zusitzlichen Vorlesung bewiesen.
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Da A ein Element von A(u) ist, fithren die obigen Ungleichungen auf
pr (M) = (M0 A) + (M N A
> (MNA) 4+ (MNANB) + p(MnN AN B°)
> (MN(AUB))+ p(MnN (AU B)°).
Also ist AU B in A(u) enthalten. Per Induktion erhélt man, dass die Vereinigung
von endlich vielen Mengen A, ..., A, aus A(u) auch in A(u) liegt.

Zusammen mit Schritt 1) sehen wir weiter, dass auch AN B = (A°U B°)¢ ein
Element von A(pu) ist.

3) Seien nun A, B € A(u) mit AN B = (). Aus der Disjunktheit, (1.11) fir A
und Lemma 1.23 erhalten wir
wW(MNA) 4+ (MNB)=p" (MN(AUB)NA)+ p (M N(AUB)N A
W*(M (AU B)) = (M 1 A)U (M 1 B)
i

<
< (MnA)+p (MnNB).

Also folgt die Gleichung
wWr(MN(AUB))=p (MNA)+ u (MnB).
Induktiv ergibt sich daraus
(AU~ UA)NM)=p (AiNM)+ -+ p* (A, N M)

fur alle disjunkten Ay, ..., A, € A(u).

4) Gegeben sei schliellich eine disjunkte Familie {A, |n € N} in A(p). Wir
wollen zeigen, dass auch A := J;_, A, in A(p) liegt und p*(A) = X2, u*(A,,) ist.
Nach einer Ubung und den Schrltten 1) und 2) ist dann A(u) eine o-Algebra und
somit p* ein Mafl auf A(u).

Dazu setzen wir B,, := U;L:1Aj fir alle n € N. Wenn wir zweimal Schritt 3) und
auferdem Lemma 1.23b) fiir (AN M) C (BS N M) anwenden, erhalten wir

(M) =p*(B,UB,)NM) = p* (B, N M)+ p* (B, " M)
:zn: (A; N M)+ p* (B, N M) zn: (A; N M)+ p* (AN M).

Zunéchst kann man hier den Grenzwert n — oo durchfiithren. Lemma 1.23 ¢) liefert
dann die Ungleichungen

B ) 2 3wt (A 0 M) (450 M) 2 0t (U (45 1 8)) (4% 0 )

— 1(AN M) + (AN M) = (AN M) U (A° 0 M) = (M),
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Also gilt hier Gleichheit und A gehort zu A(p). Wenn wir speziell M = A wéahlen
und p*(@) = 0 beachten, erhalten wir

w*( Zp (AjNA) +p (ANA) =D p (A O
7j=1

j=1

Wir beweisen nun den Maffortsetzungssatz.

BEWEIS VON THEOREM 1.19. Laut Lemma 1.24 ist A(u) aus (1.11) eine o-
Algebra und die Einschrankung i des duleren MaBes p* aus (1.10) auf A(u) ein
Maf. Wir zeigen nun, dass p* auf R mit p iibereinstimmt und dass R in A(u)
enthalten ist. Lemma 1.6 und Beispiel 1.13 ¢) implizieren dann die verbleibenden
Behauptungen. Sei nun A € R.

1) Wegen A =AUDUPU ---, gilt gemal (1.10) die Ungleichung p*(A) < u(A).
Im Falle p*(A) = oo folgt dann die Gleichheit p*(A) = p(A). Sei also p*(A) < oc.
Sei ¢ > 0. Dann gibt es Mengen R, aus R fir n € N mit A C U;2; R, und
> w(Ry) < p*(A) + e. Man sieht nun wie in (1.6) bzw. (1.8), dass auch AN R,
im Ring R liegt und dass das Pramaf} ;1 auf R monoton ist. Die o-Subadditivitat
von p auf R ergibt sich aus (M2’) wie in Satz 1.15b). Da A= (ANR,) =V
ist, schliefen wir mit diesen Beobachtungen auf die Abschéatzungen

W) = V) € D pAN L) € 3 p(R) < ' (4) e

Weil € > 0 beliebig ist, erhalten wir insgesamt p*(A) = u(A).

2) Sei M C X. Wenn (M) = oo ist, dann gilt die Ungleichung in (1.11) fiir A.
Im Falle p*(M) < oo, sei € > 0 gegeben. Nun finden wir Mengen R,, € R firn € N
mit M C Up?, R, und >0 u(R,) < p* (M) + €. Ferner sind M N A und M N A€
in der Vereinigung aller R, N A bzw. R, N A® fiir n € N enthalten. Da auch A°in R
liegt, sind wie in Schritt 1) alle Durchschnitte R, N A bzw. R, N A° Elemente von
R. Wir verwenden nun die Definition (1.10) und die Eigenschaft (M2’) von p, um

p(MNOA) +pf(MNAS) <Y (R, NA) + (R, NA)) ZM W (M) +e

n=1
zu berechnen. Daraus folgt die Ungleichung in (1.11) fir A, sodass A(p) die Menge
A und somit den Ring R beinhaltet. O

Wir zeigen noch einige wichtige Eigenschaften des Lebesguemafles. Zunachst
charakterisieren wir es als einziges translationsinvariantes Mafl p auf B, mit
w1((0,1]™) = 1. (Siehe Lemma 3.33 fiir seine Bewegungsinvarianz.)

SATZ 1.25. Seien A € B, und x € R™. Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) Die Menge x + A = {x +y|y € A} liegt in B,,.
b) Es gilt A\p(A) = \p(z+ A).

c¢) Sei p ein Maf auf By, das b) fir alle v € R™ und A € B,,, sowie pu((0,1]™) <
oo erfillt. Dann folgt (B) = u((0,1]™)A\m(B) fir jedes B € B,,.
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BEWEIS. Sei x € R™ fest. Es gilt t + A={2z € R™ |z — 2z € A}.
a) Wir verwenden wieder das Prinzip der guten Mengen. Setze A, = {B €
B, |z + B € B,,}. Wir benoétigen die Gleichung A, = B,,. Da
z+ (a,b] = (a1 + x1, b1 + 1] X -+ X (@ + Ty, O + Ty

gilt, umfasst A, das System 7, gema$ (1.3) . Offenbar ist R™ ein Element von
A,. Seien weiter B,, € A, fiir n € N. Dann enthalt B,, alle z + B,,. Somit liegt

r+Bi={zeR"|z—x¢ B} =(z+ B)°
in B,, und folglich auch BS in A,. Ahnlich sehen wir, dass die Menge

x+ UZO:1 B, = Uf;l(m + B,)
in B,, und damit die Vereinigung ;" B, in A, liegen. Also ist A, eine o-Algebra.
Satz 1.9 und Lemma 1.6 liefern dann B,, = 0(J,,) C A, C B,, und damit a).

b) Wir fithren die zweite und dritte Aussage auf den Mafieindeutigkeitssatz zurtick.
Dazu definieren wir p,(A) = A\ (z+A) fiir A € B,,. Zunichst ist p,.(0) = \,,,(0) = 0.
Die Familie {A,, | n € N} liege in B,,, und sei disjunkt. Dann sind auch die Mengen
x + A, disjunkt, und wir berechnen

m(Uf;l An> . )\m<UZO:1(x + An)) _ gjl Al + A) = g:l“x(A")'

Also ist u, ein Maf auf B,,. Sei I aus J,,,. Wegen der ersten abgesetzten Formel in
Schritt a) liefert (1.3) die Gleichung \,,(z 4+ I) = A\,,,(I), sodass y, und A, auf 7y,
tibereinstimmen. Behauptung b) folgt nun aus Theorem 1.21.

c) Sei p wie in Teil ¢) und ¢ := p((0,1]™) < oco. Wir zerlegen (0, 1]™ in 2™
disjunkte achsenparallele Wiirfel J in 7, mit Kantenldnge 1/2. Da p ein transla-
tionsinvariantes Maf ist, erhalten wir die Identitéat

c= ]; (i) = 27" (0, 1/2]™) = A ((0,1/2]™) (0, 1/2]™)

und somit p((0,1/2]™) = cAn((0,1/2]™). Iterativ folgt
p((0,277™) = A ((0,277]™)

fir jedes n € N. Indem wir die Wiirfel (0,27"]™ geeignet verschieben und vereinigen,
zeigen wir dann die Gleichung p(7) = ¢\, (1) fur alle dyadischen Intervalle

I €D :={(a,b]|Vke{l,...,m} i, j,p,q € Z: ar =12, b, = j2}.

Wie in Satz 1.9 sieht man, dass B,, auch von D erzeugt wird. Weiter besitzt D die
Eigenschaften A) und B). Theorem 1.20 impliziert also pu = cA,. O

Die Bedingung p((0,1]™) < oo wird in ¢) benétigt, da z.B. das Maf§ 1 mit
p(0) =0 und u(B) = oo fir B € B,, translationsinvariant ist.
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Wir zeigen nun eine wesentliche Verbindung zwischen dem Mafiraum (R™, B,,,, A, )
und der metrischen Struktur des R™. Mafe auf einer Borelschen o-Algebra, die b)
und der ersten Gleichung in a) gentigen, heilen requldr.

THEOREM 1.26. Das LebesquemafS N\, erfullt fir alle A € B,, die Gleichungen
a) Am(A) =inf {\,,(O)|O CR™ offen mit A C O}

= inf{\,,(V) |V = UnenIn CR™, I, offenes Intervall, A C V},
b) Am(A) =sup {\,,(K)| K CR™ kompakt mit K C A}.

BEWEIS. Sei A € B,,.

a) Wir bezeichnen die Terme auf der rechten Seite der j-ten Zeile in Behauptung a)
mit ¢;. Die Ungleichung A, (A) < 4; folgt aus der Monotonie des Lebesguemafes, und
i1 < i aus der Offenheit von V' geméaf Satz 2.20 aus Analysis 2. Falls \,,(A) = oo
ist, folgt sofort \,,(A) =iy = is.

Sei also A\, (A) < 0o. Sei € > 0. Wir wihlen R = F,,, in (1.11) und verwenden
Lemma 1.16d). So erhalten wir Intervalle I}, € J,, fir n € Nmit A C (J>°, I}, und

n=1-"n

D Am(L) S AL(A) +e=An(A) +e,

n=1
wobei am Ende Theorem 1.19 einging. Wie in Schritt 2a) des Beweises von Satz 1.18
verschafft man sich offene Intervalle I, O 1], mit A,,,(1,,) < A\ (I)) + €27 fiir jedes
j € N. Somit liegt A in der Vereinigung V" aller dieser [,, und Satz 1.15 liefert

An(A) € An(V) € 3 AnlT) £ 3 AlIl) + 3027 < A (A) 4 2.

n=1
Da ¢ > 0 beliebig ist, haben wir Behauptung a) gezeigt.

b) Die Ungleichung ‘>’ in Aussage b) gilt wegen der Monotonie von A,,. Mittels
Differenzmengen fithren wir nun b) auf Teil a) zuriick, wobei wir zunéchst nur
beschrankte A betrachten.

1) Sei speziell A C B := B(0,n) fiir ein n € N. Sei € > 0. Nach Schritt a) gibt es
eine offene Menge O in R”™ mit B\ A C O und

An(0) S An(B\ A) + € = An(B) — An(A) + ¢,

wobei wir Satz 1.15a) und A,,(B) < oo verwenden. Wir setzen K := B\ O = BNO°.
Diese Menge ist abgeschlossen und beschrankt und deswegen kompakt nach Bolzano—
Weierstraf3’ Theorem 2.44 in Analysis 2. Zunéachst liegt K wie gewiinscht in

BN(B\A)“=BN(B°UA)=BnNA=A.

Weiter ist B in K U O enthalten. Daraus folgern wir mittels Satz 1.15 und der
obigen abgesetzten Ungleichung die Abschétzungen

A (B) S Ap(KUO) < Xp(K) + X (0) < M (K) + A(B) — Ap(A) + €.
Wir kénnen nun \,,(B) < oo abziehen und erhalten \,,(A) —e < A\, (K).
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2) Wir betrachten nun ein beliebiges A € B,, und setzen A, = AN B(0,n) fiir
jedes n € N. Es folgt A,, T A. Nach Schritt 1) gibt es Kompakta K, C A, C A mit

An(An) = 5 < An () < Am(A),

wobei auch die Monotonie von )\, einging. Nach Satz 1.15¢) konvergiert die linke
Seite, und damit auch A, (K,), gegen A\,,(A). Also gilt Aussage b). O

Mittels eines Beispiels von Vitali (1905) zeigen wir nun, dass es nichtborelsche
Teilmengen des R™ gibt. Dieses beruht auf dem Awuswahlaxiom der Mengenlehre:
Fiir jedes nichtleere Mengensystem M C P(X) gibt es eine Abbildung

o M= J{A]|Ae M} mit p(A) € A firalle A e M.
Man kann ¢(A) als Index oder Reprasentanten der Menge A auffassen.
SATZ 1.27. Es gibt eine Menge Q in P(R™) \ B,,.

BeEwEIs. Auf W := [0, 1)™ schreiben wir z ~ y, wenn z —y € [—1,1]" = W’
rational ist. Man sieht leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation auf W erklart.
Wir setzen [z] = {y € Wlax ~ y} fir z € W und M = {[z]|x € W}. Sei
die Abbildung ¢ : M — W durch das Auswahlaxiom gegeben. Wir definieren
Q= {p(A)|A € M} CW. Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, liegt jeder Punkt
x € W in genau einer Menge A € M. (Siehe Satz 1.4.1 in [1].) Speziell sind
Elemente w und w’ aus €2 entweder gleich oder nicht dquivalent.

Weiter schreiben wir Q"NW’ = {g, |n € N}. Sei z in W. Also gibt es eine Menge
A aus M, die z und auch ¢(A) umfasst. Demnach ist die Differenz z — p(A) € W’
rational, sodass x in einer der Mengen g, + €2 enthalten ist. Es gelte weiter ¢; +w =
g + W' fiir w,w’ € Q. Dann folgt w — w' = ¢, — ¢; € Q™ und damit w = w’. Also
sind die Mengen ¢, + €2 fiir n € N disjunkt. Es gilt also

WCU (o +9Q) =0 C[-1,2]™

Wir nehmen an, €2 lidge in B,,. Da ), ein translationsinvariantes Maf} auf B,
ist, erhalten wir die Relationen

o0

3 = An((—1,21") = 3l ) = 3

=1

3

Diese Ungleichung impliziert A,,,(2) = 0 und damit auch A,,(©) = 0. Andererseits
liefern die oben abgesetzten Inklusionen den Widerspruch \,,(©) > A,,(W) =1. O

Nach dem obigen Beweis liegt 2 in keiner o-Algebra, die die Intervalle enthalt
und auf der )\, ein translationsinvariantes Maf} ist.
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1.3. Anhang: Der Beweis des Mafleindeutigkeitssatzes

Wir benétigen die folgende Eigenschaft eines nichtleeren Systems D C P(X ).

(A3’) Fiir alle disjunkten Familien {A, |n € N} in D liegt auch Uy, A,, in D.

Diese Bedingung passt offenbar besser zu (M2) als die starkere Annahme (A3).
Ein Mengensystem, das (A1), (A2) und (A3’) erfillt, heifit Dynkin-System. Gema$
einer Ubung ist es (genau dann) eine o-Algebra, wenn es durchschnittsstabil ist. Man
beachte, dass D = {A C X | #A gerade} ein Dynkin-System auf X = {1,2,3,4}
ist, aber keine o-Algebra. Zum Beispiel liegen {1,2} und {1,3} in D, aber ihre
Vereinigung {1, 2, 3} nicht.

Das folgende wichtige Hilfsmittel der Mafitheorie verfeinert die Minimalitats-
aussage in Lemma 1.6. Im Beweis tibertragt man die Durchschnittsstabilitat des
Erzeugers £ auf das Dynkin-System D zwischen £ und o(€).

LEMMA 1.28. Seien € C P(X) ein nichtleeres durchschnittsstabiles Mengensys-
tem. Weiter erfille D die Bedingungen (A1), (A2), (A3’) und es gelte E C D C o(E).
Dann erhalten wir D = o(&).

Im Beweis des Lemmas verwenden wir einen weiteren Begriff. Sei F C P(X)
nichtleer. Wie in Definition 1.5 fithrt man das von F erzeugte Dynkin-System

§(F) =D C P(X)|F C D, D ist Dynkin-System}

ein. Offenbar liegt F in §(F). Man zeigt wie in Lemma 1.4, dass 6(F) ein Dynkin-
System ist. Weiter folgt wie in Lemma 1.6 aus F C F’ die Inklusion 6(F) C 6(F),
und es gilt die Gleichung F = 6(F) fir Dynkin-Systeme F.

Es sollen die Voraussetzungen von Lemma 1.28 gelten. Ausgehend von den Inklu-
sionen £ C D C ¢(€) implizieren die eben aufgefithrten Resultate die Relationen

£ CH(E) CH(D) =D C8a(E)) = o(8).

Somit folgt Lemma 1.28 aus der Gleichung 6(€) = o(€). Diese wiederum ist ein
Konsequenz der abgesetzten Formeln, von Lemma 1.6 und dem folgenden Resultat.

LEMMA 1.29. Sei & C P(X) nichtleer und durchschnittsstabil. Dann ist §(&)
eine o-Algebra.

BEWEIS. Da §(&) ein Dynkin-System ist, verbleibt nach einer Ubung die Durch-
schnittsstabilitat von §(€) zu beweisen. Sei dazu A € §(&) beliebig gewahlt. Wir
definieren wieder ein System guter Mengen durch

Dy={BC X|ANB e &)}

Also miussen wir nachweisen, dass §(&) in Dy liegt.

Die Inhalte dieses Abschnitt wurden in einer zusétzlichen Vorlesung behandelt.
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Zunachst zeigen wir, dass D4 ein Dynkin-System ist. Die Grundmenge X liegt

in Dy, da ANX = A in §(€) enthalten ist. Sei weiter B aus D4. Dann sind AN B
und A Elemente von §(€). Da 0(€) ein Dynkin-System ist, liegt somit

ANB =AN(A°UB) =(A°U(ANB))*

in §(&); d.h., das Komplement B¢ ist in D4 enthalten. Schlielich sei die Familie
{B, |n € N} in Dy disjunkt. Dann sind alle Mengen B, N A Elemente von (&)
und ebenfalls disjunkt. Wie oben erhalten wir dann

AnJ B,=JANB,) €dé).
n=1 n=1
Insgesamt haben wir nachgewiesen, dass D4 ein Dynkin-System ist.

Als néchstes beweisen wir die Inklusion £ C D 4. Sei dazu E aus £. Wegen der
vorausgesetzten Durchschnittsstabilitat liegt fiir jedes B € € die Menge E N B in
E C 4(€), sodass B in Dy enthalten ist. Also gilt £ C Dg fiir jedes E € £. Da
Dg ein Dynkin-System ist, folgt nun die Inklusion (&) C Dg aus dem eingangs
Gesagten. Also ist AN E = EN A ein Element von 6() fur alle A € 6(€) und
E € £. Aber das heifit gerade, dass E in D4 liegt! Weil D4 ein Dynkin-System ist,
folgt aus € C Dy schlieBlich wie gewiinscht §(E) C Dy fur alle A € 6(E). O

Wir wenden uns nun dem MafBeindeutigkeitssatz zu.

BEWEIS VON THEOREM 1.20. Sein € N. Fiir die Mengen E,, aus B) definieren
wir das Mengensystem

D, ={Ac A|WANE,) =v(ANE,)}.

Da p und v auf £ tbereinstimmen, folgt die Inklusion £ C D,, aus der Annahme A).
Wir wollen zeigen, dass D,, die Bedingungen (A1), (A2) und (A3’) erfiillt. Dann ist
D,, gleich A = ¢(€) nach Lemma 1.28.

Zunéchst liegt X in D, da pu und v auf £ tbereinstimmen und deswegen
wX NE,) = uwk,) =v(E,) = v(XNE,) ist. Sei weiter A aus D,,, sodass
wANE,) =v(AN E,) gilt. Aus Satz 1.15a) und u(E,) = v(E,) < oo ergeben
sich somit die Gleichungen

WA N E,) = p(E,\ (AN Ey)) = w(Ey) — u(AN Ey)
=v(E,) —v(ANE, =v(E,\(ANE,)) =v(A°NE,).

Also liegt A€ in D,,, und wir haben (A1) und (A2) gezeigt.
Seien nun A; € D, j € N, disjunkt. Mit (M2) folgt (A3’) dhnlich wie oben aus

[e.e] o

p(BnUS, A) = (U, (A0 E)) = oAy 0 E) = Y v(4; 0 Ey)

i—1 j=1

= V(U;;(Aj N En)> = 1/<En N Uj; Aj).

<
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Wie schon gesagt, liefert Lemma 1.28 nun die Gleichung D,, = A fiir alle n € N,
sodass u(AN E,) =v(ANE,) fir alle A € A und n € N ist.

Nach Lemma 1.14 gibt es disjunkte F,, € A mit F,, C E, und U2, F,, =

~ 1 F, = X. Also sind auch die Mengen BN F,, = BN F,,NE, fiir n € N disjunkt.
Damit, aus (M2) und dem bisher Bewiesenen folgen die Gleichungen

1(B) _M(U?_I(Ban)> = iu(Ban) = iﬂ(BanmEn)

n=1

= iy(BﬂFnﬂEn):V(B). O

n=1



KAPITEL 2

Messbare Funktionen und das Lebesgue-Integral

Wir definieren in diesem Kapitel das Integral auf einem Mafiraum und zeigen
die aus Analysis 2 vertrauten und eine Reihe neuer Eigenschaften des Integrals.
Insbesondere beweisen wir die ersten wichtigen Aussagen zu seiner Vertauschbarkeit
mit Grenzwerten. Dabei erklédren wir das Integral fiir jede nichtnegative ‘messbare’
Funktion. Diesen grundlegenden Begriff untersuchen wir zuerst.

2.1. Messbare Funktionen

Wir hatten in Satz 2.32 in Analysis 2 gesehen, dass eine Funktion genau dann
stetig ist, wenn das Urbild jeder offenen Teilmenge des Bildraums wieder offen ist.
Die analoge Urbildeigenschaft fiir o-Algebren spielt in unserer Konstruktion des
Integrals eine entscheidende Rolle, siehe z.B. den Beweis von Satz 2.13. Im Hinblick
darauf fithren wir nun eine der zentralen Funktionenklassen der Analysis ein.

DEFINITION 2.1. Sei A eine o-Algebra auf der Menge X # () und B eine o-
Algebra auf Y # (). Eine Funktion f: X — Y heifit (A-B-)messbar, wenn fir jede
Menge B aus B das Urbild f~'(B) in A liegt.

Wir schreiben oft {f € B} statt f~}(B) = {z € X | f(z) € B}. In der Wahr-
scheinlichkeitstheorie spricht man von ‘Zufallsvariablen’ statt von messbaren Funk-
tionen. Wir werden im Laufe dieses Abschnittes sehen, dass die Messbarkeit sehr
angenehme Permanenzeigenschaften besitzt und dass zumindest im Falle der Bo-
relschen o-Algebren B,, Messbarkeit eine recht ‘schwache’ Eigenschaft ist. Wir
beginnen mit einigen einfachen, aber wichtigen Beobachtungen.

BEMERKUNG 2.2. Gegeben seien o-Algebren A und B auf X beziehungsweise Y.

a) Sei f: X — Y eine A-B-messbare Funktion. Dann ist f auch A’-B’-messbar
fir alle o-Algebren A" auf X mit A C A" und B’ auf Y mit B’ C B.

b) Jede Funktion f : X — Y ist P(X)-B-messbar und A-{), Y }-messbar. Ferner
sind konstante Funktionen f (etwa mit Bild f(X) = {yo}) stets messbar, da hier
f~YB) fiir jedes B € B entweder gleich X (fiir yo € B) oder gleich 0 (fir yo ¢ B)
ist. Sei f umgekehrt {0, X }-B-messbar. Sobald B ‘Punkte trennt’ (fiir jedes Paar
y1 # y2 in Y gebe es ein B € B mit y; € B und y, ¢ B), muss dann f schon
konstant sein.’ Insbesondere sind{(), X }-B,,-messbare Funktionen stets konstant.

IDies war in der Vorlesung falsch dargestellt worden.

28
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c) Fir A C X betrachten wir die charakteristische Funktion

1, x€A,

I[A:X—>R; ﬂA(x)I{O xEX\A:AC

Sei B € B;. Dann ist das Urbild durch

A, 1e€B,0¢B,

A¢, 1¢ B, 0€B,

X, 1eB, 0,e B,

0, 1¢B,0¢B,

gegeben. Folglich ist 14 genau dann A-B;-messbar, wenn A in A liegt. Die gleiche
Aussage gilt mit analogem Beweis fiir Funktionen der Form ¢l 4 und ¢ € R\ {0}.

Etwa die Funktion 1g : R — R ist also B;-Bj-messbar, wahrend 1 : R™ — R mit
() aus Satz 1.27 nicht B,,-Bi-messbar ist.

d) Seien Xy € Aund f: X — Y eine A-B-messbare Abbildung. Dann ist auch
die Einschrédnkung f|x, : Xo — Y eine Ax,-B-messbare Funktion, vgl. (1.1), denn
fiir jedes B € B liegt f|x.(B) ={z € Xo| f(z) € B} = XoN f71(B) in Ay,. ¢

13(B) =

Wir zeigen als erste Permanenzeigenschaft, dass die Komposition messbarer
Funktionen wieder messbar ist. Ferner geniigt es, Messbarkeit auf einem Erzeuger
der Bild-o-Algebra nachzurechnen.

SATZ 2.3. Gegeben seien o-Algebren A, B und C auf nichtleeren Mengen X, Y
bzw. Z, sowie f: X —Y und g:Y — Z. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Seien f A-B-messbar und g B-C-messbar. Dann ist die Komposition h =
gof:X — Z eine A-C-messbare Abbildung.

b) Seien ) # & C P(Y) und B = o(£). Die Funktion f ist genau dann A-B-
messbar, wenn fiir jede Menge E aus € das Urbild f~'(E) in A liegt.

BEWEIS. a) Sei C' € C. Nach Voraussetzung liegt zuerst ¢g71(C) in B und dann
h=H(C) = fH(g7}(C)) in A.

b) Die Implikation ‘=’ gilt laut Definition 2.1. Nach einer Ubung ist das System
f«(A) ={B CY|f1(B) € A} eine o-Algebra auf Y. Weiter beinhaltet f.(A)
voraussetzungsgeméifl den Erzeuger £ von B. Laut Lemma 1.6 ist somit B in f,.(A)
enthalten, was Behauptung b) impliziert. O

Wir fithren nun den fiir die Analysis wichtigsten Typ messbarer Funktionen ein.

DEFINITION 2.4. Seien X und Y metrische Riume. FEine Funktion f: X — Y
heifst Borel-messbar, wenn sie B(X)-B(Y')-messbar ist.

Bevor wir fortfahren, setzen wir fir f,¢g: X — R und a € R die Mengen
{f=gt={eeX|fl@)=9g@)}, {f<gt={veX|flx)<g()},
{f <gh={veX|fx) <g@)}, {f#g}={veX|f(x)#g9)} (2.1)
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{f=a}={r e X|f(z)=a} usw.
Wie in Analysis 2 bedeutet f > g, dass f(x) > g(x) fir alle x € X gilt, und analog
fir andere Relationen. Wir schreiben dabei oft a statt aly. Es sei Ry = (0, 00).
Wir zeigen nun, dass stetige Funktionen messbar sind und diskutieren weitere
Permanenzeigenschaften der Messbarkeit.

SATZ 2.5. a) Seien X und Y metrische Riume und f: X — Y stetig. Dann ist
f Borel-messbar.

Seien A eine o-Algebra auf X und f,g: X — R™, wobei f = (f1,..., fm) ist.
Wir schreiben hier ‘messbar’ statt ‘A-B;-messbar’ Es gelten die folgenden Aussagen.

b) Die Funktion f ist genau dann messbar, wenn alle Komponenten fr : X — R
messbar sind.

c) Sei m = 1. Genau dann ist f messbar, wenn fir jedes b € Q das Urbild
fH(—00,b]) in A liegt. (Analoge Aussagen gelten fiir (—oc,b), [b,00) und (b,00).)

d) Seien f und g messbar und o, f € R. Dann ist die Linearkombination af 4+ g :
X — R™ messbar.

e) Seien m = 1, sowie f und g messbar. Dann ist das Produkt fg : X — R
messbar. Sei ferner f # 0. Dann liegt Xo := {f # 0} # 0 in A und der Kehrwert
% : Xo — R ist Ax,-Bi-messbar. Weiter sind die Mengen {f > g} und {f > g} in
A enthalten.

BEWEIS. a) Sei OCY offen. Wegen der Stetigkeit von f liegt dann f~1(O) in
O(X)CB(X), siehe Satz 2.32 in Analysis 2. Aus Satz 2.3b) ergibt sich nun Teil a).
b) Die Koordinatenabbildung py : R™ — R; pp(y) = ys, ist stetig und damit
nach a) messbar. Also folgt laut Satz 2.3a) aus der Messbarkeit von f jene von
fr = pr o f. Seien umgekehrt alle f; messbar. Fiir a < b in R™ ist also das Urbild

F (b)) = {z e R™|Vk e {1,...,m}: flan) € (ap, be]} = ﬁ £ (an b))

in A enthalten. Wieder mit Satz 2.3 b) erhalten wir Aussage b), da B, laut Satz 1.9
vom System 7, erzeugt wird.

¢) Die Implikation ‘=" gilt definitionsgeméaf}. Die Umkehrung resultiert aus
Satz 2.3b), weil B; wieder nach Satz 1.9 den Erzeuger {(—o0,b]|b € Q} besitzt.
Die anderen Intervalle behandelt man &hnlich, vergleiche Lemma 2.7.

d) Wegen Behauptung b) ist die Abbildung (f, g) : A — R?*™ messbar. Weiter
ist die Funktion ¢ : R*™ — R™; p(z,y) = ax + By, stetig und somit auf Grund
von Teil a) messbar. Da af + 8g = ¢ o (f, g) ist, liefert Satz 2.3a) die Aussage d).

e) Die Menge Xy = f~!(R\ {0}) ist in A enthalten, da f messbar ist. Man zeigt
nun die Messbarkeit von fg und 1/f wie in Schritt d). Dieser impliziert ferner die
Messbarkeit von f — g, sodass auch {z € X | f(z) > g(x)} = (f — g) " (R>0) und
{r e X|f(x)>g(x)} = (f —g)"'(R,) Elemente von A sind. O

In diesem Abschnitt sei nun stets X mit einer o-Algebra A versehen. Wir
diskutieren einige einfache Beispiele, die den Nachweis der Messbarkeit illustrieren.
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BEISPIEL 2.6. a) Seien f : X — R™ eine A-B,,-messbare Funktion und ¢ : X —
R; g(z) = |f(z)|,. Es gilt g = N o f fiir die stetige (und damit nach Satz 2.5a)
Borel-messbare) Abbildung N : R™ — R; N(z) = |z|e. Satz 2.3a) liefert nun die
A-Bi-Messbarkeit von g.

b) Seien B eine o-Algebra auf Y, X = W U Z fir nichtleere disjunkte Mengen
W.Z € A, f : W — Y eine Ay-B-messbare Funktion und g : Z — Y eine
Az-B-messbare Funktion. Dann ist die Abbildung

flx), zeW,

h:X —=Y; h(x):{g($> ceZ

A-B-messbar.
BEWEIS. Sei B € B. Nach Lemma 1.10 sind Ay und A, in A enthalten. Daraus
und aus den Voraussetzungen folgt die Aussage mit

hi(B)={xr e WUZ|h(z) € By ={z € W| f(x) € BYU{x € Z|g(z) € B}
= f'(B)ug'(B) € AwUA,; C A O
c) Teil b) und Satz 2.5a) implizieren die By-B;-Messbarkeit der Funktion

R? L R e (z,y) €R?\ ({0} x R),
h:R> = R; h(m)—{O’ o9 € {0} XE.

da die Mengen R?\ ({0} x R) und {0} x R Borelsch und die beiden darauf definierten
Funktionen sogar stetig sind.

d) Wie in c¢) sieht man, dass stiickweise stetige Funktionen f : [a,b] — R
Borel-messbar sind, vergleiche Definition 1.2 in Analysis 2. O

Im Folgenden wird es sich (etwa bei der Behandlung von Infima und Suprema)
als niitzlich erweisen, auch Funktionen zu betrachten, die Werte in der Menge
R = [~00,+00] :== RU {—00, +00} annehmen. Wir versehen diese Menge mit den
folgenden Rechenregeln, wobei a € R und b € R\ {0} sind:

— 00 < a < oo, |£o0| = 400,
+ 00 + (£o0) = £o0, +oo+a=a%£o00==00,

+o0, b€ (0,00, a

— =0,
Foo, b€ [—00,0), +oo

b (£oo) = (£o0) - b= {
Wir verwenden auch oo statt +0o und setzen z.B. [—o00, a] = {—o0} U (=00, a|. Fiir
eine Folge (1), in R schreiben wir z,, — 400 (bzw. z,, — —00) fiir n — 0o, wenn
es fiir jede Schranke K € R so einen Index Ni € N gibt, dass die Ungleichung
1, > K (bzw. z,, < K) fiir alle n > Ny gilt. In einer Ubung in Analysis 2 wurde
gezeigt, dass diese Grenzwerte einer Metrik auf R entsprechen.
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Die oben aufgefiihrten algebraischen Gesetze respektieren diesen Konvergenzbe-
griff, vergleiche Satz 3.38 und die Ubungen in Analysis 1. In der Integrationstheorie
setzen wir

neu 0-(£o00) = (£00) - 0:=0.

Diese neuen Rechenregeln erweisen sich als bequem. Sie respektieren jedoch nicht
die Konvergenz von Folgen in R, siche Abschnitt 3.4 in Analysis 1, worauf man bei
ihrer Verwendung achten muss. Weiterhin

+oo

Too UsSw.

verboten sind + 00 + (—00), %7

Fir Funktionen f,g: X — R und Elemente a € R verwenden wir die Notationen
aus (2.1) in analoger Weise. Die Borelsche o-Algebra By auf R ist durch

By :={BUE|BE€B, EC{+o00,—00}}

:a({(—oo,a] UE|a€eQ,FE C{—o0, oo}}) (22)

definiert. Dabei folgt die zweite Gleichung aus Satz 1.9 und einer Ubung, die
auch zeigt, dass B; eine o-Algebra ist. Offenbar liegt B; in B;, da oben E = ()
zugelassen ist. Wir schreiben B fiir (Bi)[o,«), vergleiche Lemma 1.10. Eine B(X)-
Bi-messbare oder B(X)-B.-messbare Funktion heifit ebenfalls Borel-messbar. Wir
charakterisieren diese Begriffe.

LEMMA 2.7. Es gelten die folgenden Aussagen.

a) B = o({[~00,a]|a € Q}) = o({[-00,a)|a € Q}) = o({[a, +o0]|a € Q})
= o({(a, +o0][a € Q}).
b) Sei f: X — R. Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent.

i) f ist A-Bi-messbar.

i) {f <a} e A firalleacQ.
iwi) {f <a} e A firalleaecQ.
w) {f >a} € A firalleac Q.
v) {f>a} e A firalleacQ.

BeEWwEIS. Um a) zu zeigen, bezeichnen wir die vier erzeugten o-Algebren mit
A1, As, Az bzw. Ay. Sei a € Q. Da die Menge

[—OO, a] = ﬂ [—OO, a+ %)
neN
ein Element von A, ist, liefert Lemma 1.6 die Inklusion A; C A,. Analog erhilt man
Az C Ay. Weiter ist [—00, a) = [a, +00]¢ in Aj enthalten, weswegen nach Lemma 1.6
die o-Algebra Ay in Ajz liegt. Nach (2.2) beinhaltet B; die Menge (a,+oc] =
(a,00) U {400} und damit laut Lemma 1.6 auch das System .A4. Schliefllich sind
die Durchschnitte

{—o0} = ﬂneN[—oo, —n) und {+o0} = ﬂneN(n, +oo] = ﬂneN[—oo,n]c
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in A; enthalten. Somit liegt fiir jedes E' C {—00, 400} die Vereinigung (—oo, a]UE
in A;. Lemma 1.6 und (2.2) implizieren dann die verbleibende Inklusion B; C Aj,
und Aussage a) gilt. Die Behauptung b) folgt nun aus Teil a) und Satz 2.3b). O

Seien Funktionen f, : X — R fiir n € N gegeben. Wir definieren das Supremum

f=supfn: X =R

neN

punktweise durch

<sup fn> (x) = sup fn(x) fir alle z € X.

neN neN
Das Infimum inf,cy fn, der Limes inferior lim,,_, . f, = liminf, . f,, der Limes
superior lim,, . f, = lim SUDP;, 00 fn und, falls fiir jedes x € X in R existent, der
punktweise Grenzwert (in R)

f=Jim o X 5B (Jim f) (@) = Jim fulo),

n—oo n—oo

werden analog eingefiihrt. (Vergleiche (2.7) und (2.8) in Analysis 1.) Hierbei gelten
max_f, =sup{fi, fo, -, fn, [n,--- } und

1<n<N

min fn:inf{flafZa---7fN7fN7"'}'

1<n<N

Der folgende Satz zeigt, dass Messbarkeit unter abzéhlbaren Grenzprozessen erhal-
ten bleibt (im Gegensatz zur Stetigkeit!). Er wird oft zu ihrem Nachweis verwendet.

SATz 2.8. Die Funktionen f, : X — R seien A-Bi-messbar fiir jedes n € N.
Dann sind auch die Abbildungen sup,cy fn, infpen fr, im, .o fn und lim, o fn
alle A-By-messbar. Falls der Grenzwert lim,, .o fn(z) in R fiir jedes x € X existiert,
folgt ferner die A-Bi-Messbarkeit der Funktion lim,, s fn.

BEWEIS. Sei a € R. Da die Funktionen f,, messbar sind, liegen die Mengen

{r € X | sup,en fulr) < a} = [ {z € X[ fulz) < a},

neN

{r € X infuen fule) > a} = {o € X[ fue) > 0}

neN
in A. Lemma 2.7 liefert also die ersten beiden Behauptungen. Die néchsten beiden
folgen dann aus den Definitionen

lim f, =supinf f, und lim f, = inf sup f,.
n—00 jEN n>j n—00 JEN >

Wenn der punktweise Grenzwert existiert, dann ist er gleich dem Limes inferior
lim, .. f, und damit messbar. O
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Hier sind messbare f,, : X — R eingeschlossen, allerdings konnen sup f,, usw.
Werte in R annehmen (solange keine weiteren Annahmen getroffen werden).

Im Allgemeinen sind tiberabzéhlbare Suprema oder Infima messbarer Abbildun-
gen nicht messbar. Zum Beispiel ist fiir die Menge {2 aus Satz 1.27 die Funktion
Lo nicht B,,-B;i-messbar, aber sie ist gleich dem Supremum sup,.q 1} messbarer
Funktionen.

Fiir eine Funktion f : X — R definieren wir den Positiv- und Negativteil durch

fr =max{f,0}: X — [0,00] und f_ =max{—f0}:X — [0,0c0].
Es gelten dabei die Gleichungen
f=r—f fl=f+f  A{f>0n{f->0}=0 (2.3)

Wir erweitern nun einen Teil von Satz 2.5 auf R-wertige Funktionen.

SATZ 2.9. Seien f,g: X — R. Dann_gelten die folgenden Aussagen.
a) Die Funktionen f und g seien A-Bi-messbar und o, € R. Dann liegt

Xo = [({af = 00} N{Bg = —oo}) U ({af = o0} N {Bg = oo})|’

in A. Die Linearkombination of + g : Xo — R ist definiert und Ax,-Bi-messbar.
Das Produkt fg: X — R ist A-B;i-messbar.

b) Die Funktion f ist genau dann A-Bi-messbar, wenn f, und f_ beide A-B., -
messbar sind. Daraus folgt dann die A-B-Messbarkeit der Abbildung |f]: X —
[0, 00); @ = | f()].

BEWEIS. a) Da f messbar ist, liegt die Menge

{f=—-o0}, a<0,
{af:m}: ®7 a: Y
{f=00}, a>0,

in A. Die anderen Mengen in der Definition von X, behandelt man dhnlich. So-
mit ist Xy in A enthalten. Wir werden die in a) behauptete Messbarkeiten via
Approximation beweisen. Dazu erklaren wir die Funktionen f,, g, : X — R durch

fn(x) = max {—n, min{n, f(x)}} und ¢, (z) = max {—n, min{n,g(m)}}

fir z € X und n € N. Geméfl Bemerkung 2.2 sind die konstanten Abbildungen
x +— £n messbar. Satz 2.8 liefert nun die A-B;-Messbarkeit aller f,, und g,,, sodass
nach Satz 2.5 dies auch fiir die Funktionen of, 4+ 8gn, fngn : X — R gilt. Die
Einschrankung af,, + 8¢, : Xo — R ist somit Ay,-B;-messbar laut Bemerkung 2.2.

Wir zeigen unten, dass die Folgen (af,(x) + 8g,(z)), fur jedes z € X, gegen
af(z) + Bg(x) und (fn(x)gn(z)), fir jedes z € X gegen f(z)g(z) in R streben.
Satz 2.8 impliziert dann die Messbarkeit der beiden Grenzfunktionen. Zunéchst
gelten diese beiden Grenzwertaussagen, wenn f(z) und g(z) endlich sind.
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Sei etwa z € Xy mit f(x) = g(z) = oo und «a, § > 0. In diesem Fall konvergiert

0o, a+p3>0

afn(z) + Bgn(x) = an + fn — { } = af(z)+ Bg(r)

0, a+p5=0
fir n — oo. Die anderen Falle fiir af 4+ Sg behandelt man entsprechend.
Seien nun f(z) = oo und g(z) = —oo. Dann strebt f,(z)g,(z) = —n? gegen

—o0 = f(x)g(x). Seien weiter f(z) = oo und g(x) = 0. Hier gilt f,(z)g.(z) =
n-0— 0= f(x)g(x) fir n — co. Man erhilt die gewtlinschten Grenzwerte fiir die
verbleibenden x € X auf dhnliche Weise. Also ist Behauptung a) bewiesen.

b) Die erste Implikation ‘=’ in b) folgt aus Satz 2.8 und die anderen aus Teil a)
und den Gleichungen in (2.3). O

Aus der Messbarkeit von | f| folgt im Allgemeinen nicht die von f. Ein Beispiel
dafir ist die Funktion f = 1g — Lo : R™ — R mit |f| = 1gm, wobei die Menge 2
aus Satz 1.27 stammt. Wir verwenden nun die Konvergenzaussagen aus Satz 2.8 in
einigen typischen Situationen.

BEISPIEL 2.10. a) Sei f : [a,00) — R differenzierbar. Nach Satz 2.8 ist die
Ableitung f’ : [a,00) — R Borel-messbar, da sie der punktweise Grenzwert der
stetigen Funktionen f,, : [a,00) = R; fy(z) = n(f(z + ) — f(x)), ist.

b) Die Funktionen f; : X — [0, o] seien A-B-messbar fiir jedes j € Ny. Dann
sind die Partialsummen g, : X — [0, 00}; gn(7) = X7, f;(x), gemaB Satz 2.9 auch
A-B, -messbar fiir jedes n € N und somit ebenso ihr punktweiser Limes, die Reihe
g: X — [0,00]; g(x) = X572 fj(x). Analog folgt fiir messbare f; : X — R die
Messbarkeit der Reihe g : X — R; g(z) = 352, f;(2), wenn sie punktweise in R
konvergiert.>

c) Seien f: X - R, X,, € A mit X,, X und die Einschrankungen f|y, : X,, —
R seien Ay, -B;-messbar fiir alle n € N. Weiter sei f,, : X — R die nach Beispiel 2.6
messbare Nullfortsetzung von f|x, . Diese strebt punktweise gegen f : X — R.
Satz 2.9 zeigt nun die A-B;-Messbarkeit von f. 0.

Als Vorbereitung fiir die Einfiihrung des Integrals diskutieren noch eine wichtige
Klasse messbarer Funktionen.

DEFINITION 2.11. Eine A-Bi-messbare Funktion f : X — R heifit einfach, wenn
sie nur endlich viele Werte annimmt. Seien weiter vy, ..., y, € R alle verschiedenen
Funktionswerte der einfachen Funktion f. Die Menge A; := f~'({y;}) liegt dann
in A fir jedes j € {1,...,n}. Die Normalform von f ist

f= Z Yjla,.
j=1

Wir notieren einige Eigenschaften, die direkt aus dieser Definition folgen.

2In der Vorlesung wurde diese Aussage an anderer Stelle bewiesen.
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f
TN fous
fn

A A W

ABBILDUNG 2.1. Approximation einer Funktion durch einfache Funktionen

BEMERKUNG 2.12. a) Eine einfache Funktion hat viele Darstellungen, z.B.
Ig=214—1x+T1a=14+40- 1y (Die letztere ist die Normalform.)

b) Fir die Normalform in Definition 2.11 gelten f(z) = y; fiir alle x € A; und
X=AU---UA,.

c¢) Linearkombinationen, Produkte, endliche Minima und Maxima einfacher
Funktionen sind einfach. O

Wir zeigen nun eine zentrale Approximationsaussage, auf der unsere Konstruktion
des Integrals beruht. (Auch hier sind messbare f : X — R eingeschlossen.)

SaTz 2.13. Sei f : X — R eine A-Bi-messbare Funktion. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

a) Es gibt einfache Funktionen f, : X — R, die punktweise in R fiir n — oo
gegen [ konvergieren und der Ungleichung |f,| < |f| fir alle n € N gendigen.

b) Sei f beschrinkt. Dann gilt Aussage a) mit gleichmdfliger Konvergenz.

c) Sei f > 0. Dann gilt Aussage a) mit 0 < f, < foo1 < f fiir allen € N.

BEWEIS. 1) Sei f : X — [0, 00] messbar. Unser Vorgehen wird durch Abbil-
dung 2.1 illustriert. Seien n € N und j € {0,1,...,n2"}. Wir setzen die Mengen
5o {[jQ—", (G+1)2™), je{0,1,...,n2"— 1},
]7” -

. — -1 .
in, oo, o, und  Aj, = f(Bjn).
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Da f messbar ist, liegen alle A;,, in A. Nach Konstruktion ist X die disjunkte
Vereinigung von Ay, ... Apon ,,. Wir definieren nun die einfache Funktion

n2"

fn = ZjQ_n]]‘Aj’n‘
j=0

Fir x € A;,, erhalten wir f(x) € B;, und f,(z) = j27" = min B;,, < f(z). Somit
sind die Ungleichungen 0 < f,, < f gezeigt. Weiter notieren wir die Identitét
A . {AZj,n+1 U A2j+1,n+17 j € {07 ]-7 cee 7n2n - 1}7
7,n

*(nt1)2ntt ,
Uk=nzntt Akpt1, J = mn2".

Sei nun z € A;, mit j < n2". Dann gilt die Abschétzung

=227 = fo(x), € Agjnt1
< (274127 = fra(z), =€ Asjiinn

fn(x):jQ_n { } :fn-i-l(x)'

Sei ferner 2 € A, on ,,. Also liegt z in einer Menge Ay, .41 fiir ein k € {n2"*1 ... (n+
1)2"*1}. Daraus folgt die Relation

fn(x) =n= n2n+12—(n+1) S k2_(n+1) = fn-‘rl(x)'
Zusammen ergeben sich die in ¢) geforderten Ungleichungen
0<fn<fo1 <[

2) Um die Konvergenz von (f,(z)), zu beweisen, unterscheiden wir zwei Félle.

i) Sei f(x) = oo. Dann liegt x stets in der Menge A,on 5, sodass f,,(x) = n fir
n — oo gegen f(z) in [0, oo] konvergiert.

ii) Sei f(x) € Rsg. Fiir jedes n > f(z) gibt es dann einen Index j(n) < n2"
derart, dass & in A, und somit f(x) in [j(n)27", (j(n) + 1)27") enthalten sind.
Fir diese n folgern wir die Abschétzung

0 F(@) ~ fula) < Gl) + 12" = jmz " =27
In beiden Féllen strebt f,(z) fir n — oo gegen f(z), und Aussage c) ist gezeigt.

3) Fiir Behauptung a) und b) setzen wir f,, := (f1), — (f-)n. Diese einfache
Funktionen konvergieren nach Teil ¢) punktweise gegen f, — f_ = f fiir n — oo, und
es gilt |ful = (f)n+ (fo)n < fo+ f- =|f] fur alle n € N. Sei f fiir b) beschrankt.
Wir sind dann oben fiir n > || f||o stets im Fall ii), woraus die Ungleichung

[fu(@) = f(@)] < [(fn(x) = fo(@)] + |(f)nlz) = f-(x)] <2277
fiir alle x € X und damit die gleichméafige Konvergenz folgt. O

Zusammen mit Satz 2.8 erhalten wir eine interessante Folgerung, die die Mess-
barkeit auf Konvergenzbetrachtungen zuriickfiihrt.

KOROLLAR 2.14. Eine Funktion f : X — R ist genau dann A-Bi-messbar, wenn
es einfache Funktionen f, : X — R gibt, die punktweise gegen f konvergieren.
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2.2. Konstruktion des Lebesgue-Integrals

In diesem Abschnitt sei (X, A, u) stets ein Mairaum. Wir definieren das Integral
zuerst, direkt fiir einfache Funktionen, dann per Approximation fiir alle nichtne-
gativen messbaren Abbildungen und schliellich mittels Positiv- und Negativteil
fiir ‘integrierbare’ Funktionen. Man zeigt dabei die Eigenschaften des Integrals in
jedem Schritt unter Riickgriff auf den vorhergehenden. In d&hnlicher Weise gehen
wir auch in spéateren Beweisen oft in drei solchen Schritten vor.

Schritt A: Nichtnegative einfache Funktionen. Wir beginnen mit einer
natiirlichen Setzung, wobei wir an die Vereinbarung 0 - oo = oo - 0 = 0 erinnern.

DEFINITION 2.15. Sei f : X — R eine einfache Funktion mit der Normalform
J=2>7%_1yjla;. Dann definiert man das Integral durch

[ Fan= [ f@)dutr) :=§":1yju<Aj> e [0,

Der Wert oo tritt z.B. fiir f = 1gm und g = A, auf. Man beachte, dass oben die
Funktionswerte y; nichtnegativ sind. Als erstes zeigen wir, dass das Integral nicht
von der Wahl der Darstellung der einfachen Funktion abhéngt (soweit die Faktoren
nichtnegativ sind), was in manchen Beweisen benotigt wird. Im folgenden Lemma
koénnen sich insbesondere die Mengen By, iiberlappen.

LEMMA 2.16. Seien z, € Rso, By € A firk € {1,...,p} und f =>7%_, z1p,.
Dann gilt

/f()dﬂ ZZkMBk)
X k=1

BeEwEIs. Wir lassen alle leeren By, weg (soweit existent). Indem wir die Indizie-
rung gegebenenfalls anpassen, kénnen wir weiterhin & € {1,...,p} schreiben.

Es existieren disjunkte Mengen () # C; € A fir i € {1,...,l} und fiir jedes
ke{l,...,p} Indexmengen () # I(k) C {1,...,l} mit B, = Uief(k)@.

Wir zeigen diese Behauptung per Induktion iiber p. Sie ist klar fiir p = 1. Sie
gelte fiir ein p € N mit Mengen C;. Wir setzen dann Cy = B, \ (By U ---U By),
C! = C;\ Bpt1 und CY = C; N B,y fir jedes i. Wir lassen nun alle entstandenen
leeren Mengen weg und nummerieren die verbleibenden neu definierten Mengen
um. Damit ist die Behauptung auch fir p + 1 gezeigt, und folglich fiir alle p € N.

Weiter gibt die Indexmenge K (i) := {k € {1,...,p}|i € I(k)} fur jedes i €
{1,...,1} an, in welchen By die Menge C; liegt. Wir berechnen weiter

iZkM(Bk Z Z 2 (O Z Z 2(C, szﬂ

k=1 k=14icI(k i=1 keK ()

wobel wir w; = Y re k() 2k gesetzt haben. Man beachte, dass f(x) = w; fir jedes
x € C; gilt. Wir vereinigen nun alle C; mit gleichem Funktionswert w; zu einer
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Menge A; und setzen w; =: y; fiir diese w;. Sei V' die Vereinigung aller A;. Wenn
V # X ist, missen wir die Mengen A; noch etwas abéndern. Wenn ein Wert y; = 0
ist, so ersetzen wir das zugehorige A; durch A; U V. Wenn kein y; verschwindet,
fiigen wir Ag = V° und yo = 0 hinzu. Am Ende dndern wir die Nummerierung zu

je{l,...,n}.
Somit sind die Funktionswerte y; alle verschieden und die Mengen A, gleich
/'({y;}) und disjunkt. Also hat f die Normalform

= Z Yila,.
j=1
Da die Mengen C; disjunkt sind, gilt schliellich nach Definition 2.15
S =S yn(Ay) = [ f(@) du(a). 0
j=1

Das oben definierte Integral gentigt ahnlichen Eigenschaften wie das Riemannsche
Integral aus Analysis 2. Im néchsten Hilfssatz ist nach Bemerkung 2.12 auch
af + Bg > 0 eine einfache Funktion.

LEMMA 2.17. Seien f,g : X — Ry einfach, o, € Rsg und A € A. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

a) [x La(x)du(z) = u(A).

b) Jx(of + Bg)(x) du(z) = a [x f(x) du(z) + B [x g(z) du(z).

¢) Sei f <g. Dann ist  [x f(z)du(z) < [x g(z) dpu(z).

BEWEIS. Behauptung a) folgt direkt aus Definition 2.15. Fiir die zweite Aussage
schreiben wir f und ¢ in den Normalformen

n p
f:ZyjILAj bzw. g:szllBk
j=1 k=1

mit den Funktionswerten y;, z; > 0. Wir setzen nun C; := A; und w; = ay; fir
j=A1,...,n} sowie Cpyx = By und wy,4 = Pz fir k = {1,...,p}. Somit hat die
Linearkombination die Darstellung

n+p

=1

Da alle w; nichtnegativ sind, liefern Lemma 2.16 und Definition 2.15 nun Behaup-
tung b) durch

n-+p

/X(Oéf + Bg)dp =Y wip(Cy) = ai Yits(Ai) + 8 2ri(By)
=1 =1 k=1
:a/)(fdu+5/)(gdu.
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Sei g > f. Definitionsgemaf ist dann das Integral der einfachen Funktion g — f > 0
grofer gleich 0. Damit schlieBen wir mit Teil b) auf Aussage c)

/)(gd“:Afd/“F/X(g—f)duz/deu. 0

Schritt B: Nichtnegative messbare Funktionen. Wir fiihren nun das
Integral fiir jede A-B,-messbare Funktion f : X — [0,00] ein, wobei wir von
Satz 2.13 ausgehen. Dieser liefert

einfache Funktionen f, : X — Ryo mit f, < f,01 < f firallen e N

2.4
und f,(x) — f(z) fiir n — oo und jedes x € X. (2:4)

Gleichwertig kann man in (2.4) die zweite Zeile durch die Gleichung f = sup,,cy fn
ersetzen.

DEFINITION 2.18. Fiir eine A-B.-messbare Funktion f: X — [0,00] seien f,
fiirn € N mit den Figenschaften aus (2.4) gegeben. Dann definiert man das Integral

Jdu= [ @) () = Jim | fu)dp) = sup [ f@)dutz) < [0.00]

Im nichtnegativen Fall benotigen wir also nur die Messbarkeit der Funktion
f, um ihr Integral zu erkldren, das jedoch gleich oo sein kann. Lemma 2.17 und
die Monotonie von (f,) sichern dabei die Existenz des Limes als Supremum. Im
nichsten Resultat wird gezeigt, dass der Wert des Integrals nur vom Integranden f
und nicht von der Wahl der Folge (f,,) in der obigen Definition abhéngt.

LEMMA 2.19. Fliir jede A-B.-messbare Funktion f : X — [0, 00| gilt
[ @) dute) =sup{ [ gla) du()
X X

BEWEIS. Sei (f,) wie in (2.4) gegeben. Gemafl Definition 2.18 ist das Integral
von f kleiner oder gleich dem Supremum in der Behauptung. Fiir die Umkehrung
sei g : X — R eine einfache Funktion mit 0 < g < f und der Normalform

g: X = Rso einfach, ogggf}.

l
g = Z Z/jﬂAj
j=1

mit den Funktionswerten y; > 0. Wir wéahlen eine (vorerst feste) Zahl a > 1
und setzen B, = {af, > g} fir n € N. Auf dieser Menge geniigt also f, einer
Abschétzung, die zu der bendtigten Ungleichung passt.

Nach Satz 2.5 liegen alle B,, in A. Da (f,) wéachst, erhalten wir die Inklusion
B, C By, fir jedes n € N. Sei z € X. Wenn f(z) = 0 ist, folgt auch g(x) = 0 aus
der Annahme 0 < g < f. Folglich liegt z in allen B,. Im Falle f(z) > 0 liefert die
Annahme die strikte Ungleichung f(z) > g(z). Weil (f,(2)), nach f(z) strebt,
existiert deshalb so ein Index n(z) € N, dass f,(z) > 1g(z) und damit = € B, fir
alle n > n(x) gelten. Wir haben insgesamt B,, T X gezeigt.
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Weiter implizieren unsere Setzungen fiir jedes n € N die Relationen

l l
afn > ]ang = Zyj]]‘Aj]]‘Bn = Zyj:H‘Aijn'
j=1 j=1

Aus den Definitionen des Integrals, der Stetigkeit des MaBes in Satz 1.15, der obigen
Formel, sowie den Lemmas 2.16 und 2.17 schlieen wir nun

l l
/X gdu = JZ‘I yip(A;) = lim Z:fl yii(A; N By) = ,}ggo/x Lp,gdu

J
§alim/fndu:a/ fdu.
X X

n—oo

Da « > 1 beliebig war, folgt daraus die Ungleichung [y gdu < [y fdp und somit
die Behauptung. U

Wir erweitern nun die grundlegenden Rechenregeln des Integrals auf nichtnegative
Funktionen und zeigen eine wichtige zusétzliche Eigenschaft.

LEMMA 2.20. Fiir A-B,-messbare Funktionen f,g : X — [0,00] und Zahlen
a, B € Ry gelten die folgenden Aussagen.

o) f(af(z) + Bo(2)) du(x) = a fx F(x) du(x) + B fy 9(x) dp(z).

b) Sei f < g. Dann ist  [x f(z)du(z) < [y g(z) dp(z).

¢) Es gilt genau dann [y f(x)dp(z) =0, wenn p({f >0})=0 ist

d) Das Integral in a) ist endlich, wenn [y fdu < oo und [y gdp < oo sind.
Weiter folgt aus f < g und [ gdp < oo, dass [y fdu endlich ist.

BEWEIS. Seien (f,,) fur f und (g,) fiir g wie in (2.4) gegeben.
a) Die Funktionen af, + fg, besitzen die Eigenschaften aus (2.4) fiir die Li-
nearkombination af + B¢, die laut Satz 2.9 messbar ist. Also folgen aus der
Definition 2.18 und Lemma 2.17 die Gleichungen

J (e +Bg)an = lim [ (@fu+ Bon)dp = lim (a [ fadut 5 [ god)
:a/deu—l—ﬁ/ngu.

b) Aus Lemma 2.19 und der Ungleichung f < g schlieflen wir

/fd,u: sup udp < sup ud,u:/gdu.
X X

u einfach v X u _einfach
0<u<f 0<u<g

Die Aussagen a) und b) liefern sofort die Behauptung d).
c) Wir setzen A = {f > 0} € A. Sei zuerst p(A) = 0. Aus den Ungleichungen
0 < fn < f erhalten wir dann f,(z) =0 fir alle x ¢ A und somit

0< fu<|Ifullsola  fitralle neN.
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Lemma 2.17 liefert nun
0 [ fodu < [ 1fullo Ladp = lfull n(4) = 0.

Mit Definition 2.18 ergibt sich im Grenzwert n — oo wie gefordert [y fdu = 0.

Sei umgekehrt [y fdu = 0. Die Mengen Ay, = {f > 1/k} liegen fiir alle k € N in
A und erfiillen A, T A. Weiter gilt f > %IL A, Sodass Schritt b) und Lemma 2.17
fir jedes k € N die Ungleichung

1 1
= > — e
0 [;fd”-/;kﬂAkd“ o A)
und damit p(Ay) = 0 implizieren. Folglich ist p(A) = 0 nach Satz 1.15. O

Da A\ (Q) = 0 nach Beispiel 1.22 ist, liefert Aussage c¢) des Lemmas

Tgd\ =0
J et

fir jedes ¢ € [0, 0]. Der folgende Satz von der monotonen Konvergenz von B. Levi
(1906) geht wesentlich in den weiteren Aufbau der Integrationstheorie ein.

THEOREM 2.21. Gegeben seien ein Mafraum (X, A, u) und A-B,-messbare
Funktionen f, : X — [0,00] mit f, < fau1 fiir alle n € N. Wir schreiben f(x) =
lim, o0 fu(2) = sup,ey fol(@) fir x € X. Dann ist f : X — [0,00] auch A-B-
messbar und es gilt

J @ dute) = [l o) dpte) = im [ fue) dpe) = sup [ F @) dute),

BEWEIS. Die Messbarkeit von f folgt aus Satz 2.8 und die letzte Gleichung aus
der Monotonie des Integrals laut Lemma 2.20. GeméB (2.4) gibt es fir jedes n € N
solche einfache Funktionen u, ;j : X — R, dass 0 < u,,j < Uy 11 < f, fiir alle
J € Nund sup;cy tn; = fn gelten. Wir wollen aus diesen Abbildungen eine Folge
(vg) mit den Eigenschaften aus (2.4) fir f und mit v, < fj gewinnen.

Dazu setzen wir vy := max{uy , ..., urs} fir k& € N. Nach Bemerkung 2.12 sind
alle Funktionen vy einfach. Aus (2.4) und der Voraussetzung ergeben sich weiter
die Ungleichungen

v < max{uy g1, Uk} < Vg1 und v <max{fi,..., i} < fi < f

fir alle £ € N. Die Definition von v; liefert auch die Relation u, ; < v; fir n < j.
Daraus und den Eigenschaften der w, ; und vy folgern wir die Abschétzungen

fn =supu,; = supu, ; <supv; =supuvj,

jeN j>n i>n jeN

f =sup f, < supsupv; =supv; < f.
neN neN jeN jeN
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Also geniigt (vg) den Bedingungen aus (2.4) fir f. Definition 2.18, Lemma 2.20
und die Ungleichungen v, < fi < f implizieren nun wie gefordert

[ fdp=sup [oedp<sup [ fedp< [ fdu. 0
X keN /X keN /X X

Laut der folgenden Beispiele ist die Konvergenzaussage des Theorems im Allge-
meinen falsch fir nicht-monotone oder fallende (f,,). (Siehe aber die Ubungen fir
eine korrekte Variante des Satzes von der monotonen Konvergenz.)

BEISPIEL 2.22. a) Seien f, = %]1[0,“} oder g, = %]l[omz] fir X = R. Hier
konvergieren (f,) und (g,) sogar gleichméfig gegen 0 fir n — oo, aber ihre
Integrale [y f, dA\; = n~'A\([0,n]) = 1 und [y g, d\; = n~'\([0,n?]) = n streben

nicht gegen 0.

b) Sei f, = 1,00 fiir X = R. Dann gelten f,, — 0 punktweise fiir n — oo und
fn > fos1 fur alle n € N, aber [y f,, dA; = A1 ([n,00)) = 00 4 0 fiir n — 0. O

Der Satz von Levi impliziert die folgenden wichtigen Eigenschaften messbarer
nichtnegativer Funktionen.

KOROLLAR 2.23. a) Gegeben seien A-B-messbare Funktionen f; : X — [0, o0]
fir j € N. Dann ist 32, f; : X = [0,00] auch A-B.-messbar, und es gilt

() dp(z) = () dp(a).
Je X fi@dnta) =3 [ i) duta)
b) Seiw: X — [0,00] eine A-B, -messbare Funktion. Wir setzen
v(4) = [ La@w@)du@),  AeA
Dann ist v ein Maf$ auf A. (Hier heiffit w Gewicht oder Dichte.)

BEWEIS. a) Wir setzen g, = 37, f; : X — [0, o0] fiir n € N. Diese Funktionen
sind nach Satz 2.9 messbar und ihre Folge wéchst gegen 272, f;. Theorem 2.21
und Lemma 2.20 liefern dann die Gleichungen

Jo 3t = [ Jmondn =l [ gude=Jin > [ fidn=3 [ fidn

b) Nach Lemma 2.20¢) gilt v(0) = [y Tpwdu = 0. Sei die Familie {4;|j € N}
aus A disjunkt. Wir setzen A = ;enA;. Die Eigenschaften charakteristischer
Funktionen und Teil a) zeigen

y(A):/ ILAwdp:/ ZILA].wd,u:Z/ Ly, wdp =Y v(A;). d
X Xj=1 j=1"% j=1

Um spéter Integrale auf Teilmengen einschrianken zu konnen, bendtigen wir
den folgenden einfachen Hilfssatz. Die Restriktion py eines Mafles p wurde in
Beispiel 1.13 definiert.
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LEMMA 2.24. Sei f : X — [0, 00] eine A-B-messbare Funktion, Y eine nichtleere
Menge in A, und (Y, Ay, uy) der Mafsraum aus Beispiel 1.13. Dann folgen die
Ay -B. -Messbarkeit der Einschrinkung fly : Y — [0, 0] und die A-B. -Messbarkeit
des Produkts 1y f : X — [0, 00]. Weiter gilt die Gleichung

[ A @ dny(@) = [ 1y (@)f () dpe).

BEWEIS. Die Funktionen 1y f und f|y sind messbar nach Satz 2.9 bzw. Be-
merkung 2.2. Sei A € A. Wir berechnen

/ 11Y1Adu:/ Tynadu = p(ANY) :/(1A)yyduy.
X X Y

Lemma 2.17 liefert nun die geforderte Gleichung fiir einfache Funktionen. Wir
wahlen weiter f,, wie in (2.4) fiir f. Dann besitzen (f,,)|y und 1y f,, die Eigenschaften
aus (2.4) fur f|y bzw. 1y f, sodass die Behauptung aus Definition 2.18 folgt. [

Schritt C: R-wertige Funktionen. Sei f : X — R eine A-Bj-messbare
Funktion. Dann sind nach Satz 2.9 ihre Positiv- und Negativteile f,., f_ : X —
[0, 00] auch A-B,-messbar, sodass die beiden Integrale [ fidu in [0, 00] erklart
sind. Wenn diese Werte endlich sind, kann man das Integral von f als ihre Differenz
definieren. Daraus wird eine duflerst fruchtbare Integrationstheorie folgen.

DEFINITION 2.25. Seien (X, A, u) ein Mafraum und f : X — R eine A-B;-
messbare Funktion. Die Funktion f heifft (Lebesgue-)integrierbar, wenn

[ fe@dn@) <00 and [ fo(@)dp(e) < o
X X
gelten. Dann definiert man das (Lebesgue-)Integral durch die Gleichung

[fan= [ f@an@) = [ f@un) = [ fo@) @) — [ f-@) du().
Hiervon sind A-By-messbare Funktionen f : X — R ein Spezialfall und man setzt
LHX, A p) =LY p) = LYX) :={f: X = R| f ist integrierbar} .

Man schreibt oft dx statt d\ oder d),,. Man beachte, dass integrierbare Funk-
tionen stets messbar sein miissen. Weiter ist fiir eine Funktion f : X — R
die A-B;-Messbarkeit dquivalent zur A-B;-Messbarkeit, da B; C B; gilt, bzw.
J71H({—00,+0}) leer ist (vergleiche die Definition (2.2)). Wir betonen, dass eine
A-B,-messbare Funktion f : X — [0, 0] genau dann integrierbar ist, wenn ihr
Integral [y fdp ungleich oo ist.

Im folgenden wichtigen Satz charakterisieren wir die Integrierbarkeit einer mess-
baren Funktion f durch die Endlichkeit des Integrals [ |f| du mit nichtnegativem
Integranden und zeigen ein Majorantenkriterium. Weiter hangt die obige Defini-
tion nicht von der Wahl der Zerlegung von f in zwei nichtnegative integrierbare
Funktionen ab.
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SATZ 2.26. Fiir eine A-Bi-messbare Funktion f : X — R sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

a) Die Funktion f ist integrierbar.

b) Es gibt integrable Funktionen u,v : X — [0,00] mit f = u — v, wobei
u(z) = oo = v(x) fir kein x € X gilt.

c¢) Es existiert eine integrierbare Funktion g : X — [0,00] mit |f]| < g.

d) Die A-B,-messbare Funktion |f| : X — [0,00] ist integrabel, es gilt also
[ 1] dpt < oo.
FEs seien die Aussagen a)-d) erfillt. Dann erhalten wir die Gleichung

[ F@ du@) = [ u@) du@) — [ o) dua).

Weiter folgt die Beziehung
L p) = {f X — R‘f ist messbar, / |f(x)| du(z) < oo}.
b

BEwEIS. Wenn Eigenschaft a) erfiillt ist, so liefern Definition 2.25 und Formel
(2.3) Teil b) mit u = f und v = f_.

Sei Aussage b) wahr. Dann folgt die Ungleichung |f| < u+ v =: g und g ist nach
Lemma 2.20 d) integrierbar. Also ist ¢) gezeigt.

Eigenschaft c¢) impliziert d) wegen Lemma 2.20d) und da |f| geméB Satz 2.9
messbar ist.

Es gelte Aussage d). Mittels der Relationen 0 < fi < |f| ergibt sich die Inte-
grierbarkeit von fy wieder aus Lemma 2.20d). Wir erhalten somit Teil a) wegen
Definition 2.25.

Wir zeigen nun die Zusétze. Zunichst ist der Ausdruck fiir £1(u) eine Konsequenz
von Eigenschaft d). Aussage b) liefert ferner die Gleichung f, — f_ = f =u — v,
wobei die nichtnegativen Funktionen u und v nicht an der selben Stelle gleich
oo sind. Wenn fi(x) und f_(z) endlich sind, gilt dies auch fir f(z) und damit
sind u(x),v(z) < oco. Also folgt hier die Identitat fi(z) + v(z) = u(z) + f_(z).
Sei nun etwa f_(x) = oo fiir ein € X. Daraus schlielen wir f,(z) = 0 und
f(z) = —o0, sodass v(r) = oo und u(zr) < oo sein miissen. Somit ist wieder
fi(x)+v(x) = u(z)+ f_(z) bewiesen. Den Fall f, (x) = oo behandelt man genauso.
Aus der Formel f, +v = u + f_ fir nichtnegative Funktionen folgern wir mit
Lemma 2.20 die Gleichung

/Xf+du+/xvdu=/xudu+/xf_du

Da oben jeder Term nach Aussage a) bzw. b) endlich ist, implizieren eine Umformung
und Definition 2.25 die geforderte Identitat fir [ f du. O

Mit der nédchsten Folgerung sehen wir, dass bei integrierbaren Funktionen die
Werte +o00 ‘fast keine’ Rolle spielen, vergleiche Lemma 3.6.

KOROLLAR 2.27. Sei f : X — R integrierbar. Dann gilt u({|f| = oo}) = 0.
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BEWEIS. Da auch |f| messbar ist, liegt das Urbild A := {|f| = oo} in .A. Weiter
gilt die Ungleichung nls < |f]| fir jedes n € N. Mit Satz 2.26 und Lemma 2.20
folgern wir die Abschatzung

oo>c::/ | f] d,uZ/ nladu =nu(A)
b b
und damit 0 < p(A) < ¢/n fur alle n € N. Also ist pu(A) = 0. O

Zur Illustration bestimmen wir nun in zwei sehr einfachen Féllen den Raum
der integrierbaren Funktionen und deren Integral. Substantielle Beispiele fiir das
Lebesguemafl werden erst im néchsten Kapitel diskutiert.

BEISPIEL 2.28. Im Kontext von Beispiel 1.13 gelten die folgenden Aussagen.
a) Sei ¢ das Zdhlmafl auf P(N). Dann ist eine Funktion f: N — R genau dann
beziiglich ¢ integrierbar, wenn sie im Raum

El(C):{f:N—HR g:l|f(k:)|<oo} _—y

liegt. Fiir f € (' gilt dann [y fd¢ = 332, f(k). Also umfasst unsere Theorie
absolut konvergente Reihen.

BEWEIS. Zunéchst sind Funktionen f: N — R stets P(N)-B;-messbar.

1) Sei zuerst f = >0 y;1a, eine nichtnegative einfache Funktion auf N in
Normalform. Nach Definition ergeben sich die Gleichungen

n

[FaC=Suca) =3 T v =3 & ) =3 1(h)

J=1keA; J=1keA;

da die Mengen A; disjunkt sind und y; der Wert von f auf A, ist.
2) Sei nun f: N — [0, 00]. Wenn etwa f(l) = oo ist, dann folgt mit Lemma 2.20

[ £ac= [ 1 d¢ = ooc({1)) =00 = 3 £,
k=1

sodass hier Gleichheit herrscht. Im Falle f : N — Ry setzen wir f, = 1y . f ¢
N — Ry fiir n € N. Diese Funktionen sind einfach, und es gelten f,, < f,4+1 und
sup,ey fn = f. Mit Definition 2.18 und Schritt 1) erhalten wir

Afd<=gg%4fnd<=g;%;f<k>=k21f<k>-

Also ist das Integral von f : N — [0, 00] genau dann endlich, wenn f in ¢! liegt.

3) Sei schlieBlich f : N — R. Nach Satz 2.26 ist f genau dann integrierbar, wenn
[ 1f]d¢ endlich ist. Schritt 2) besagt, dass diese Eigenschaft dquivalent zu |f| € ¢!
und damit zu f € ¢! ist. Da alle Summanden reell sind, folgt weiter

(RS RSy RS SAUEDWATES SYCHENNS
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b) Sei p =, fiir ein z € X das Punktmafl auf P(X). Eine Funktion f: X — R
ist genau dann beziiglich §, integrierbar, wenn f(z) in R liegt. In diesem Fall gilt
Jx fdo, = f(z). Also ist dieses Integral gleich der Punktauswertung in z. (Dies
wird in einer Ubung gezeigt.) O

Das Integral besitzt die grundlegenden Eigenschaften, die man ausgehend von
Analysis 2 erwarten kann. Allerdings deuten die letzten beiden Teilaussagen an,
dass das Lebesgue-Integral viel flexibler ist.

SATZ 2.29. Seien f,g: X — R integrierbar und o € R. Nach Satz 2.9 liegt die
Menge Xg := [({f =oo}N{g=—o0})U{f=—-o0}Nn{g= oo})] in A. Weiter
gelten die folgenden Aussagen.

a) Sei ) #Y € A. Dann sind die Funktionen fly : Y - R und 1yf: X - R
integrierbar und geniigen der Gleichung

[ A dur @) = [ 1@ @) dn@) = [ 7o) dutz).

(Fir fly verwendet man hier den Mafraum (Y, Ay, py), siehe Beispiel 1.13.)
b) Die Funktionen af : X =R und f+g :Xo—R sind integrierbar und erfiillen

/X of () du(z) = o /X @) dp(x),
/Xo(f(x) +g(v)) dp(r) = /Xf(x) dyu(x) +/Xg(x) du(z).

Somit ist LY(p) ein (reeller) Vektorraum und das Integral ist eine lineare Abbildung
von L'(u) nach R.

¢) Die Funktionen max{f, g} : X — R und min{f, g} : X — R sind integrierbar.

d) Sei f < g. Dann gilt [y f(z)du(z) < [y g(z)du(z). (Monotonie)

&) 1fx F(2) dp@)] < f |£()] dp(z).

f) Sei h : X — R messbar und beschrankt mit u{h # 0} < co. Dann ist h
integrierbar mit

[ ha) dut)| < Il h £ 0D).

g) Seien A € A mit p(A) =0 und h : X — R eine A-By-messbare Funktion.
Dann ist 14h : X — R integrierbar und es gilt [, hdu = 0.

BEWEIS. a) Die Funktionen 1y f und f|y sind messbar nach Satz 2.9 bzw.
Bemerkung 2.2. Da |1y f| von der laut Satz 2.26 integrierbaren Abbildung |f|
majorisiert wird, ist 1y f geméaf dieses Satz ebenfalls integrabel. Weiter gelten
offenbar die Gleichungen (f|y)+ = (f+)|y und (1y f)+ = Ly fi. Mittels Lemma 2.24
und Definition 2.25 schliefen wir daraus

/ (fly)+dpy = / (fo)ly dpy = / ly frdp = / (Iy f)edp < oo
Y % X X
Also ist f]y : Y — R integrierbar, und die in a) behauptete Formel folgt leicht.
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b) Die Definition des Integrals tiber Positiv- und Negativteil sowie die Funktions-
werte 0o machen diesen Beweisteil aufwendig. Zunéchst berechnen wir

_ afx, a >0,
(/) = {[(—ax—mi — —afs. a<.

Diese Funktionen sind nach Satz 2.9 messbar, und fi sind nach Voraussetzung
integrabel. Mittels der obigen Formel und Lemma 2.20 folgt die Integrierbarkeit
von (af)+. (Man beachte, dass —a > 0 im Falle o < 0 ist.) Definitionsgemé$ ist
dann auch die Abbildung «f integrierbar und ihr Integral ist durch

Joafdu= [ @pdu= [ (af)-du

_ ) xafidp— [y af-dp, a >0,
Ix(=a) f-dp— [x(—a)frdu, a <0,

—a frdu—a [ fdu=a[ fau

gegeben, wobei wir wieder Lemma 2.20 verwendet haben.

Wir untersuchen nun die Summe f + g. Die Funktionen u := 1x,(fy + ¢g+) und
v = 1x,(f-+g-) sind gemafl Satz 2.9 messbar. Weiter erhalten wir 0 < u < f} +g.,
wobei die rechte Seite wegen der Voraussetzung und Lemma 2.20 ein endliches
Integral besitzt. Somit ist u integrierbar. Entsprechendes gilt fiir v. Wir erhalten
die Gleichung 1x,(f 4+ ¢g) = u — v, da auf X, die Summe und die Differenz erklért
sind. Satz 2.26 zeigt nun die Integrierbarkeit von Lx,(f + g).

Laut Korollar 2.27 hat X§ das Maf3 0. Somit verschwinden die Integrale von
Iye fi und 1 xcg+ wegen Lemma 2.20 ¢). Indem wir ferner Behauptung a), Satz 2.26
und Lemma 2.20 benutzen, folgern wir

/Xo(f‘i‘g)d/i:/Xﬂxo(f—i-g)du:/){udlu_/delu

= [ xfedu— [ Lo dut [ Lagedu— [ Tgdu
X X X X

=Aﬁ@—4ﬁ@+éww—émw

Z/de,u-f—/xgd,u.

c) Die Funktionen max{f, g} und min{f, g} sind nach Satz 2.8 messbar. Weiter
werden ihre Betrage durch die Summe |f| 4 |g| majorisiert, die gemafl Satz 2.26
und Lemma 2.20 integrabel ist. Also folgt Behauptung c) aus Satz 2.26.

d) Sei f < g. Dann erhalten wir die Ungleichungen f, < g, und f_ = (—f); >

(—g)+ = g—. Daraus ergibt sich mittels Lemma 2.20 die gewiinschte Abschétzung
/ fdu:/ f+du—/ f,dug/ g+du—/ gfdu:/ gdpu.
X X X X X X
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e) Wegen +f < |f| liefern Teil b) und d) die Relation
[ fap= [ xrau< [ |71
be b be

f) Die Behauptungen d) und e) impliziert auch f), da |h| < ||AloLin0} ist.

und somit Aussage e).

g) Aus Lemma 2.20 ¢) schlieflen wir die Gleichung

/ (IlAh)id,u = / ﬂAhid[L = 0,

X X

woraus mit Definition 2.25 die letzte Aussage folgt. 0
Wir kénnen nun in Lemma 2.16 die Positivitdtsannahme entfernen.

BEISPIEL 2.30. Sei f = Y4 yla, mit yp € R, Ay € A und u(Ag) < oo fiir
jedes k € {1,...,1}. Dann sind die Funktionen 1,, integrierbar mit Integral p(Ay).
Satz 2.29b) impliziert nun die Integrabilitat von f und die Formel

l
/X Fdu=>" yep(Ar). O
k=1

Wir zeigen abschliefend unter anderem, dass fir X = [a,b] C R und p = Ay das
hier eingefiihrte Integral jenes aus Analysis 2 fortsetzt.

BEMERKUNG 2.31. f“) Sei X die disjunkte Verinigung zweier Mengen A und B
in A. Wenn f : X — R integrierbar ist, liefert Satz 2.29 liefert die Gleichungen

/de,u:/X(]lAf‘i‘]le)dM:/X]lAfd,u—i-/Xﬂde,u:/Afdﬂ—F/deu. (2.5)

Seien® umgekehrt ¢; : A — R und ¢, : B — R integrierbar. Nach Beispiel 2.6 ist
die Funktion

_ A
g: X =R, g(zr)= (@), wed,
g2(z), =€ B,
messbar. Gleichung (2.5) gilt analog fiir |g|, sodass g wegen Satz 2.26 integrierbar

ist. Nach dem ersten Schritt erfillt auch g die Formel (2.5).

b) Sei f : [a,b] — R stiickweise stetig. Dann ist f nach Beispiel 2.6 messbar und
nach Satz 2.29f) integrierbar. Weiter stimmen das Riemann- und das Lebesgue-
Integral von f tiberein. Insbesondere gilt der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung aus Analysis 2 auch fiir das Lebesgue-Integral. Wir schreiben
demgemafl meist

b
/ Fdz  statt /[ T,
a a,b

wobei wir ;" do = — f;’ f dx setzen. Andererseits ist 1o Lebesgue-integrierbar, aber
die Riemann-Summen zu 1g divergieren nach Bemerkung 1.7 aus Analysis 2.

3Dieses Argument wurde in der Vorlesung an derer Stelle besprochen.
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BEWEIS. Wir zeigen noch die Ubereinstimmung der beiden Integralbegriffe.
Wegen Teil a) konnen wir uns dabei auf ein stetiges f einschranken. Seien n € N
und j € {0,1,...,n}. Wir setzen ¢, = a+ (b —a)j/n und

Up = f(tl,TZ)]l[a,th] + Z f(tjvn):n‘(tjfl,natj,n}'

j=2
Nach Theorem 1.4 aus Analysis 2 gilt fiir das Riemann-Integral

b . L b—a
[ yar=1im > ()
j:

YT i [ w,d),
n n—00 J{qb]

wobei wir auch Beispiel 2.30 verwendet haben. Da f gleichmafig stetig ist, kann

man die Konvergenz ||u,, — f||cc — 0 fiir n — 0o zeigen. Satz 2.29 impliziert nun

[y [ :‘/ (tn — f)dNs
[a,b] [a,b] [a,b]

woraus die Behauptung folgt. O
¢) Fiir X = [1,00) ist die Funktion f : X — R; f(x) = Lsinx, uneigentlich

Riemann-integrierbar, aber nicht Lebesgue-integrierbar, da ?100 |f| dz = oo gilt.
Siehe Beispiel 1.26 in Analysis 2, aber auch Bemerkung 3.15 unten. (Man kann
freilich ein ‘uneigentliches Lebesgue-Integral’ analog zum Riemannfall einfiihren,

welches die entsprechenden Eigenschaften hat.) O

< (b=a)llun = flloe — 0,



KAPITEL 3

Vertiefungen der Integrationstheorie

In diesem Kapitel diskutieren wir zuerst die Rolle von Menge mit Maf} 0, bevor
wir den wichtigsten Konvergenzsatz (von Lebesgue) zeigen. In der zweiten, lin-
geren Halfte entwickeln wir einen Teil der Theorie, mit der wir Integrale fiir A,
manipulieren und berechnen kénnen. Soweit nichts anderes gesagt wird, versehen
wir in diesem Kapitel Teilmengen des R™ und von R mit der Borelschen o-Algebra.

3.1. Nullmengen

In diesem Abschnitt bezeichnet (X, A, ) einen Mafiraum. An vielen Stellen der
Maf- und Integrationstheorie tritt die folgende Klasse von Mengen auf.

DEFINITION 3.1. Eine Menge N aus A mit u(N) = 0 heifit (p-)Nullmenge.
Wir diskutieren zuerst einige einfache Beispiele und Eigenschaften.

BEMERKUNG 3.2. a) Die rationalen Zahlen Q und die Cantor-Menge sind ;-
Nullmengen. Hyperebenen im R™, oder allgemeiner die Graphen stetiger Funktionen
f: D — R fiir abgeschlossene D C R™" !, sind \,,-Nullmengen. Siehe Beispiel 1.22
und die Ubungen, in denen die Aussage zu Graphen noch verschirft werden wird.

b) Wenn M C N in A liegen und N eine pu-Nullmenge ist, dann ist auch M eine
p-Nullmenge, da 0 < pu(M) < u(N) gilt. Wenn N; fir alle j € N p-Nullmengen
sind, dann gilt dies auch fur ihre Vereinigung N = U,ey Nj, weil Satz 1.15 die
Ungleichung u(N) < 3222, pu(N;) liefert. (Diese Eigenschaften verwenden wir im
Folgenden ohne Kommentar.) Somit sind abzahlbare Teilmengen des R™ und auch
Q x R™ ! \,,-Nullmengen. Uberabzihlbare Vereinigungen von Nullmengen kénnen
das Mafl oo besitzen, wie das Beispiel R = ,cp{x} fiir p = Ay zeigt.

¢) Im MaBraum (N, P(N), () ist die leere Menge ) die einzige Nullmenge. Ande-
rerseits ist in (X, P(X),d,) sogar X \ {z} (aber nicht {z}) eine Nullmenge, wobei
x € X fest gewéhlt ist. (Vergleiche Beispiel 1.13.)

d) Nach Theorem 1.26 ist eine Borelmenge A genau dann eine \,,-Nullmenge,
wenn es fir jedes € > 0 solche offene Intervalle I, fir n € N gibt, dass A in U,en!n
liegt und >0° ; A (1) < e gilt. Man kann die I, auch als Wiirfel aus 7, wahlen.

BEWEIS. Fir die letzte Behauptung gehen wir von den Intervallen I, gemaf
Theorem 1.26 aus. Wie im Beweis von Satz 1.18 findet man fiir jedes n € N ein
Intervall I, € J,, mit Volumen kleiner gleich 2\, (,,), das rationale Ecken hat und
I; enthalt. Seien I; = (a,b], die Briiche by — ay, = py/qi gekiirzt, und ¢ das kleinste

51
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gemeinsame Vielfache der Nenner ¢z. Dann kann man [/, in disjunkte Wiirfel
Wit W aus J,, mit der Kantenlange 1 /q zerlegen. Nach Umbezeichnung
gentigen diese der Behauptung. 0

e) Eine \,,-Nullmenge N besitzt keinen inneren Punkt, da sonst ein offener
Wiirfel W # () in N ldge und A, (W) > 0 ist. Somit hat jede Borelmenge mit
nichtleerem Inneren positives Lebesguema8. (Siehe Definition 2.21 in Analysis 2.) ¢

In Sinne der obigen Definition kann es Teilmengen einer Nullmenge geben, die
nicht in A liegen und damit selbst keine Nullmengen sind. Mittels der folgenden
Konstruktion konnte man dieses Phdnomen vermeiden, indem man die o-Algebra
einfach durch solche Teilmengen erweitert.

BEMERKUNG 3.3. Ein Mafiraum (X, A, i) heiit vollstindig, wenn jede Teilmenge
M einer p-Nullmenge N in A liegt und damit auch eine pu-Nullmenge ist. Fiir einen
beliebigen Mafiraum (X, A, i) definiert man

A= {fl =AUM ‘ Ae A, M C N fiir eine p-Nullmenge N},
fi(A) == p(A) fiir alle A = AU M wie oben.

Nach Satz I1.6.3 in [3] ist (X, A, i) ein vollstandiger MafBraum, den man Ver-
vollstindigung von (X, A, 1) nennt. Fir A = B, und p = \,, heiBt A =: £,, die
Lebesguesche o-Algebra, und man schreibt A, statt Ay (Siehe eine Ubungsaufgabe.)
Satz 11.6.4 in [3] impliziert, dass £,, mit der o-Algebra A()\,,) im Maflfortset-
zungssatz Theorem 1.19 iibereinstimmt. Der Beweis von Satz 1.27 zeigt, dass die
Vitali-Menge Q auch nicht in £,, liegt und somit £,, # P(R™) ist. Weiter ist 5,,
echt kleiner als £,, gemafl Korollar I1.8.6 in [3]. Folglich ist die identische Abbildung
x + x nicht B,,-L,,-messbar!

Wir verwenden im Folgenden die o-Algebra £, und die Vollsténdigkeit von
Mafirdumen nicht, um die Aussagen und Beweise etwas zu vereinfachen. O

Wir kommen nun zum wichtigsten Begriff im Kontext von Nullmengen.

DEFINITION 3.4. Fine Figenschaft E besteht fiir (u-)fast alle z € X oder (u-)fast
tiberall, wenn es eine solche u-Nullmenge N gibt, dass E fir alle v € X \ N gilt.
Man schreibt hier oft auch f.a. oder f.ii..

Das néchste Beispiel zeigt, dass wir solche Eigenschaften schon kennen.

BEISPIEL 3.5. a) Sei f : X — R integrierbar. Nach Korollar 2.27 ist dann
{|f] = oo} eine Nullmenge, also ist f fast tiberall reellwertig.

b) Wenn E f.ii. gilt, kann gleichwohl die Menge {x € X | E' gilt nicht fiir } nicht
in A liegen. In der Tat gibt es geméf des Beweises von Korollar 11.8.6 in [3] eine
Nullmenge N € B,, mit einer nichtborelschen Teilmenge M. Dann gilt 1,,(x) =0
fast iiberall, aber die Menge M = {z € X |1)(z) = 1} ist keine \,,,-Nullmenge.
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c) Fir die Menge M aus Teil b) ist die Nullfunktion f = 0 f.i. gleich der
Abbildung 1,,. Also erhélt die Gleichheit fast iiberall im Allgemeinen nicht die
Messbarkeit. (Lemma 3.8 zeigt, wie man mit dieser Schwierigkeit umgeht.) O

Das folgende Lemma werden wir hiufig verwenden. Es besagt, dass man Integrale
auf Nullmengen beliebig (messbar) abandern kann, ohne ihren Wert zu verandern.

LEMMA 3.6. a) Seien f : X — R integrierbar, g : X — R messbar und f = g
f-i.. Dann ist auch g integrierbar und es gilt [ fdp = [x gdp. Insbesondere kann
man [ durch die reellwertige Funktion [ = lyj<oc)f ersetzen und erhdlt dabei

fodu:fodu.
b) Wenn f,g : X — [0,00] messbar sind und f = g f.i. ist, dann gilt auch

Jx fdp=Jxgdu.

BeEwEIs. Wir zeigen nur Aussage a), die andere ergibt sich entsprechend. Geméa8
Annahme existiert so eine p-Nullmenge N, dass f(z) = g(x) fur alle x € X \ N
gilt. Die Messbarkeit von g und Satz 2.29 g) implizieren, dass die Funktion 1y g
das Integral 0 besitzt. Weiter ist auch 1x\ny g = Lx\nf nach Voraussetzung und
wegen Satz 2.29 a) integrierbar. Daraus folgen laut Satz 2.29b) die Integrierbarkeit
von g = Ix\y g + 1y g und die Gleichung

/ gdu = / ILX\Ngdu+/ Ingdu =/ Ixww/fdp= / Jdu,
X b's X b's X
wobei wir f wie g behandelt haben. Korollar 2.27 liefert dann den Zusatz. U

Der Begriff der Nullmenge fithrt auf eine niitzliche Verallgemeinerung der punkt-
weisen Konvergenz.

DEFINITION 3.7. Funktionen f, : X — R konvergieren (u-)fast tiberall fiir
n — oo, wenn die Folge (f,(x)), fir u-fast alle v € X in R konvergiert. Es gelte
fu(x) = f(x), n = oo, fir p-fast alle x € X. Dann sagt man, dass die Folge (f,)
(u-)fast tiberall gegen f konvergiert und dass f der (u-)fast iiberall Grenzwert ist.

Auch fir messbare f,, muss der f.ii. Grenzwert weder eindeutig bestimmt noch
messbar sein. Dies sicht man etwa anhand der Funktionen f,, = 0 auf R, die f.ii.
gegen f = 0, gegen 1 und gegen die nicht messbare Funktion 1,, aus Beispiel 3.5b)
konvergieren, da 1g und 1, f.i. gleich 0 sind. Immerhin ist nach dem néchsten
Hilfssatz der f.ii. Limes messbarer Funktionen eindeutig und messbar ‘im f.ii. Sinne’.

LEMMA 3.8. Seien f, : X — R fiir alle n € N messbar und (f,) konvergiere fast
iiberall. Dann gibt es so eine messbare Funktion f: X — R, dass (f,) gegen [ fast
iiberall konvergiert. Jede andere Funktion g : X — R, gegen die (f,) fast iiberall
konvergiert, ist fast tiberall gleich f.

BEWEIS. Die Voraussetzung liefert so eine p-Nullmenge N, dass der Grenzwert
lim, o0 fu(x) =t fo(x) fur alle x € X \ N in R existiert. Nach Satz 2.8 ist f :
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X\ N — R messbar. Die Nullfortsetzung

fo(z), xe€ X\N,

X = R; =

f Y f(x) {O’ T 6 ]\[7

erbt die Messbarkeit von fy laut Beispiel 2.6. Ferner konvergiert (f,,) f.ii. gegen f.
Weiter gibt es eine solche p-Nullmenge N’ dass f,(z) fir n — oo und alle

x € X \ N’ gegen g(x) strebt. Somit sind f(x) und g(z) fiir jedes x auBlerhalb der

Nullmenge N U N’ gleich. OJ

Mit den obigen Begriffen erhalten wir die folgende ‘fast iiberall’ Variante des
Satzes von der monotonen Konvergenz. Die Beweismethoden werden oft verwendet.

BEMERKUNG 3.9. Seien f, : X — [0, 00| messbar und fiir jedes n € N gelte die
Ungleichung f,, < f,.41 f.ii. Dann gibt es so eine messbare Funktion f : X — [0, o],
dass (f,) f.u. gegen f konvergiert und [y fdp =lim, o [y fndp gilt.

BEWEIS. Fiir jedes n € N gibt es so eine u-Nullmenge N,,, dass die Ungleichung
fo(x) < froi(z) fir alle x € X\ N, gilt. Dann ist auch die Vereinigung N = ;2 N,
eine p-Nullmenge. Wir setzen fu=1 x\w [ fiir n € N. Jede dieser Funktionen ist
nach Satz 2.9 messbar, und sie ist f.ii. gleich f,. Weiter wéichst die Folge ( fn)
punktweise. Nach Levis Theorem 2.21 ist die Abbildung f := sup,,cy f,, messbar
und erfillt f, — f f.i. fiir n — oo, sowie

dp = 1i /}Ld:l' /nd,
Jo i = s [ = Jin |

wobel wir auch Lemma 3.6 verwendet haben. O

3.2. Der Lebesguesche Konvergenzsatz

In diesem Abschnitt sei die Menge X stets mit einer o-Algebra A und einem
Maf} p versehen, soweit nichts anderes gesagt wird. Wir zeigen hier einige der
grundlegenden Grenzwertsitze, mit denen man Limiten und das Integral unter
geeigneten Voraussetzungen vertauschen kann.

Unser Zugang beruht auf dem folgenden Lemma von Fatou (1906), das haufig
zum Nachweis der Integrierbarkeit herangezogen wird, vergleiche etwa den Beweis
von Theorem 5.5. In einer Ubung findet man eine Variante fiir den Limes superior.

THEOREM 3.10. Seien f, : X — [0, 00| fir alle n € N messbar. Dann gilt
/X li%]gg}f frndp < 1i7?1>i£f/x frndpe.
Speziell konvergiere (f,) f.u. gegen ein messbares f: X — [0, 00]. Dann folgt

/ fdp <lim inf/ fodp <sup | fn.du.
X n—oo X neN X



3.2. Der Lebesguesche Konvergenzsatz 55

BEWEIS. Wir setzen g; = inf,,>; f,, fir j € N. Nach Satz 2.8 sind alle diese
Funktionen messbar, und sie erfiillen die Ungleichung g; < g;41. Weiter ist das
Supremum sup,cy g; gerade der Limes inferior der Folge (f,), der nach Satz 2.8
auch messbar ist. Ferner gilt die Abschatzung g; < f, fir alle n > j, sodass aus
Lemma 2.20 die Ungleichung

d <'f/ ' d
/Xg] u_glgjxf H

fir jedes 7 € N folgt. Levis Theorem 2.21 impliziert nun

/ liminf f, dp = / sup g; dp = sup/ g;dp <supinf [ f,dp =lim inf/ fndpu.
X X jeN jeN JX n—oo JXx

n—00 jEN n>jJXx

Im f.i1. konvergenten Fall ist der Limes inferior der Folge (f,,) f.ii. gleich ihrem
Limes, sodass sich der zweite Teil mittels Lemma 3.6 ergibt. U

Wir geben ein drastisches Beispiel mit strikter Ungleichung im Satz von Fatou.

BEISPIEL 3.11. Sei f, = 1}, o) : R = R. Dann gelten [; f,dz = oo fiir alle
ne€Nund f, 0= f fir n — oo, wobei [; fdx =0 ist. O

Der folgende Satz von der majorisierten Konvergenz von Lebesque (1910) ist
vielleicht das wichtigste Resultat in der Integrationstheorie. Fiir eine Folge ( f,,) mit
punktweisen Grenzwert f erlaubt es eine von n unabhingige Majorante g, den
Grenzwert in n mit dem Integral zu vertauschen.

THEOREM 3.12. Seien (X, A, i) ein Mafsraum, die Funktionen f, f,: X — R
messbar fir alle n € N und g : X — [0, 00] integrierbar. Weiter konvergiere (f,) in
R fast diberall fiir n — oo gegen f und fiir jedes n € N gelte |f,| < g fi.. Dann
sind f und f, fir jedes n € N integrierbar und wir erhalten die Grenzwerte

lim/fnd,u:/ fdu, genauer:
n—oo Jx X

[ tdn= [ gdn < [ if- Sl — 0 (0o o0)
X b X\N
wobei N := {|f| = 00} UUnen{|fn] = 00} eine Nullmenge ist.

Wir formulieren noch eine vereinfachte (aber oft ausreichende) Version. Seien
fn: X — R messbar, g : X — [0, 00| integrierbar, |f,| < ¢ fur alle n € N und
fn — f punktweise in R fiir n — oco. (Also ist f nach Satz 2.8 messbar.) Dann sind
fn und f integrierbar und erfiillen

/andu—/xfdu S/X\fn—ﬂdu — 0 (n— ).

In diesem Spezialfall besteht die Beweisidee darin, dass die Konvergenz |f|+ g —
|f — ful = |f| + g und Fatou eine Ungleichung mit — [ |f — f,| du auf der rechten
Seite liefert, in der sich die anderen Terme wegkiirzen. Ahnlich hatten wir z.B. in
Satz 1.15d) mit Komplementbildungen argumentiert.
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BEWEIS. 1) Wie im Beweis der Bemerkung 3.9 finden wir eine solche Nullmenge
Ny, dass fiir alle z € X \ N; und n € N die Ungleichung | f,,(z)| < g(x) gilt. Weiter
gibt es nach Voraussetzung so eine Nullmenge No, dass (f,(z)), fir alle x € X \ Ny
in R gegen f(x) konvergiert. Wir erhalten also |f(z)| < g(x) fiir alle z € X \ N3
und die Nullmenge N3 := N; U N,. Wir setzen nun g := g+ ool y,. Diese Abbildung
ist nach Satz 2.29 auch integrierbar und majorisiert |f| und |f,| punktweise fir
jedes n € N. Da alle Funktionen f und f, messbar sind, liefert Satz 2.26 ihre
Integrierbarkeit. Insbesondere ist N eine Nullmenge gemafl Korollar 2.27.

2) Wir setzen nun ¢, = |f| +§ — Lx\n |f — fu| fiir n € N. Nach Schritt 1) und
Satz 2.29 sind diese Funktionen integrierbar und wegen Lx\n |[f — fu| < [f| + 3
auch nichtnegativ. Fiir x € X \ Ny und n — oo strebt ¢, (x) gegen |f(z)| + g(z).
Fatous Theorem 3.10 und Satz 2.29 implizieren nun die Abschétzung

s an< im [ oudu=tim ([ A1+ aan= [ 1F - fildn)
/ (IfI+9) du—hm |f — fn| dp.

X\N

Da das Integral von |f| + g endlich ist, folgt wie gefordert

lim |f = fuldu <0, also  lim |f — fuldp = 0.

Die anderen Behauptungen erhalten wir nun via Lemma 3.6 und Satz 2.29 durch
o= [ = [ gada= [ g < [ 1= plan O
X X X\N X\N X\N

In den folgenden Beispielen diskutieren wir typische Majoranten und zeigen, dass
man auf die Majorisierungsannahme im Lebesgueschen Satz nicht verzichten kann.

BEISPIEL 3.13. a) Wenn p(X) < oo ist und es so eine Konstante M > 0 gibt, dass
|fu(z)| < M fir alle z € X und n € N gilt, kann in Theorem 3.12 die integrierbare
Majorante g = M1y gewahlt werden. (Verwende Satz 2.29f).)

b) Die Funktionen f, : [1,00) — R: fu(z) = 72 sin(¥), streben fiir n — oo
punktweise gegen f(z) = 72 sin0 = 0. Weiter gilt |f,(z)| < 272 =: g(x) fiir alle
n € N und x > 1. Nach Beispiel 1.24 in Analysis 2 und unserer Bemerkung 3.15 ist
g integrierbar. Gemafl Theorem 3.12 strebt dann [7° f,,(z) dz gegen 0 fiir n — oo.

c¢) Ohne die integrierbare Majorante g kann die Aussage des Satzes von Lebesgue
falsch sein, wie die folgenden Beispiele fiir \; auf R zeigen, vergleiche Abbildung 3.1
und Beispiel 2.22.

1) Die Funktionen f, = nl1/m) und g, = n2]1(071 /n) konvergieren punktweise
gegen 0 = f fiir n — oo. Wir haben jedoch [; f,dx = 1, [z gndz = n, sowie
Jg fdz = 0 fur alle n € N. (Kandidaten fir Majoranten wéren hier die nicht-
integrierbaren g(x) = x=! oder g(z) = 272.)
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3 =3 3t
|
|
24— n=2 2+
N
I
1= n=1 14 =1 022 1D

1) 2)

ABBILDUNG 3.1. Die Funktionen f, in Beispiel 3.13¢)

2) Auch die Abbildungen f,, = L, ) streben punktweise gegen 0, aber es gilt
sogar [p fndz = oco. (Hier hiatte man etwa g = 1g.,.)

d) Theoreme 2.21 und 3.12 sind fiir das Riemann-Integral im Allgemeinen
sinnlos. Dazu betrachte man die Menge A = QN [0,1] = {q1,¢2,...} und die
messbaren Funktionen f, = 1y, . 4.} fiir n € N. Deren Riemann-Integral stimmt
nach Bemerkung 2.31 mit ihrem Lebesgue-Integral fiir A; iiberein und ist gleich
0. Weiter gelten die Ungleichungen 0 < f,, < fh,41 < Loy fiir alle n € N, wobei
Ljo,1) integrierbar ist. Natiirlich konvergieren die Integrale der Funktionen f, gegen
das Lebesgue-Integral ihres punktweisen Grenzwertes 14 (es ist gleich 0). Aber die
Riemannschen Summen von 1 4 divergieren nach Bemerkung 1.7 in Analysis 2. ¢

Das néchste Resultat ergénzt Korollar 2.23 im Falle R-wertiger Funktionen.

KOROLLAR 3.14. a) Seien f; : X — R und g : X — [0, 00| integrierbar fir jedes
J € N. Fiir eine pu-Nullmenge N und jedes v € X\ N konvergiere s,(z):=37_, f;()
fiir n — oo in R und sei |s,(z)| < g(x) fir alle n € N. Wir setzen

s ) limy e sp(z), € X\ N,
j;fjm_{o, z€N.

Dann ist die Funktionenreihe 372, f; : X — R integrierbar und wir erhalten

Aifjd#:]i/xfjdu'
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b) Seien f : X — R integrierbar, X = UjeNAj fir disjunkte Mengen A; € A,
sowie B, 1 X fir Mengen B, in A mit n € N. Dann gelten die Gleichungen

foran=3 [, rau=jim [ san

BEWEIS. a) Wegen Beispiel 2.10 ist die Reihe 372, f; auf X \ N messbar und
damit auch ihre Nullfortsetzung auf X, siehe Beispiel 2.6. Da die Funktionen s,
f.i. gegen die Reihe streben und die Ungleichung |s,,| < g fast tiberall und fiir alle
n € N gilt, liefert Lebesgues Theorem 3.12 die Integrierbarkeit der Reihe und

d:l‘/nd:r /-d: /d,
/Xj;fg p=lim [ sndp nlllolo; | fidu ;ng [

wobei wir auch Satz 2.29 verwendet haben.

b) Die Menge N = {|f| = oo} hat nach Korollar 2.27 das Mafl 0. Wie setzen
J; = 1a,nf fiir j € N. Diese Funktionen sind nach Voraussetzung und Satz 2.29
integrierbar. Fiir alle z € X \ N konvergieren die Summen s, (r) = >7_, f;(z) fiir
n — oo gegen f(x), und es gilt |s,(z)| < |f(z)] fur alle n € N. Zusammen mit
Lemma 3.6 impliziert Schritt a) die Gleichungen

Aﬁhj@MmFAWEEWZEAWﬁm:gAJM

Der zweite Aussage in b) folgt direkt aus Theorem 3.12, da 1, f punktweise gegen
f konvergiert und |1g, f| < |f] fiir alle n € N gilt. d

Wir erganzen nun Bemerkung 2.31 im Hinblick auf den Zusammenhang zum
uneigentlichen Riemann-Integral.

BEMERKUNG 3.15. Seien I C R ein Intervall und f : I — R stiickweise stetig auf
allen Teilintervallen [a, b] C I. (GeméS der Beispiele 2.6 d) und 2.10 ¢) ist f messbar.)
Wenn die Funktion f fiir A; integrierbar ist, dann existiert ihr uneigentliches
Riemann-Integral und stimmt mit dem Lebesgue-Integral tiberein. (Wir verwenden
fir dieses auch die Notation aus Abschnitt 1.3 in Analysis 2.) Wenn das uneigentliche
Riemann-Integral von |f| existiert, dann ist f integrierbar fiir A;.

BEWEIS. Wir zeigen die Aussagen nur fiir [ = [a,b) mit b € (a,00] und a € R.
Wir wahlen b,, € I mit b, — b fiir n — oco. Sei zuerst f Lebesgue-integrierbar. Nach
Bemerkung 2.31 stimmen die beiden Integrale von f auf [a,b,] iiberein. Weiter
konvergieren sie gegen J = [; f dA\; laut Korollar 3.14 b). Definitionsgemé8 existiert
dann das uneigentliche Riemann-Integral auf I und ist gleich J.

Umgekehrt besitze |f| das uneigentliche Riemann-Integral [ |f|dz =: J' < oco.
Dann haben die Integrale | f“ |f|dz den Grenzwert J'. Andererseits streben diese
nach Theorem 2.21 (siche eine Ubung) auch gegen das Lebesgue-Integral von |f|,
sodass dieses den endlichen Wert J’ besitzt. Also ist f Lebesgue-integrierbar. [J



3.2. Der Lebesguesche Konvergenzsatz 59

Wir behandeln nun Funktionen f, die in x integriert werden und noch von einer
weiteren Variablen ¢t abhdngen. Um die Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit der Inte-
grale beziiglich ¢ zu zeigen, nehmen wir an, dass f in ¢ stetig bzw. differenzierbar ist.
Fiir die Anwendung des Satzes von Lebesgue ist die entscheidende Bedingung aber
die Existenz einer von t unabhiangigen Majorante g. Man kann in Anwendungen
der Theoreme M bzw. U oft als ‘kleine’ Umgebung eines Punktes ¢, wahlen. Wir
beginnen mit dem Stetigkeitssatz.

THEOREM 3.16. Seien M ein metrischer Raum, to € M, (X, A, u) ein Mafraum
und f: M x X — R erfiille die folgenden Eigenschaften.

a) Fir jedes t € M ist die Funktion f(t,-) : X — R; x — f(t,x), messbar.

b) Es gibt ein integrierbares g : X — [0, 00| und solche p-Nullmengen N fiir
jedest € M, dass |f(t,x)| < g(z) fir allet € M und alle x € X \ Ny gilt.

¢) Es gibt so eine u-Nullmenge N, dass die Funktion f(-,x) : M — R; t — f(t,x),
fir jedes x € X \ N bei ty stetig ist.

Dann ist f(t,-) : X = R; x — f(t,x), fir jedes feste t € M integrabel und es gilt

tim [ f(t2)dp(e) = [ flto,2) dp().

t—to Jx

BEWEIS. Wegen Satz 2.29 ist auch g, := 1x\n,g + coly, integrierbar. Nach
Voraussetzung b) gilt |f(¢, )| < g, sodass Satz 2.26 die Integrierbarkeit von f(t,-)
liefert. Wir betrachten eine Folge (¢,,) in M mit Grenzwert t,. Wir definieren die
Nullmenge N' = N U U,ey Ni, und die Funktionen ¢, : X — R; ¢, (z) = f(t,, x),
fir n € N. Sei x € X \ N'. Nach Voraussetzung strebt dann ¢, (x) gegen f(to, z) fur
n — oo und ist durch |p,(x)| < g(x) majorisiert. Lebesgues Theorem 3.12 liefert
dann die geforderte Konvergenz. O

Man beachte, dass man im Beweis nur abzéhlbar viele der eventuell iberabzahlbar
vielen Nullmengen in Voraussetzung b) bendtigt. Wir zeigen nun die Stetigkeit des
Integrals in der Integrationsgrenze als Folgerung des Stetigkeitssatzes, wobei die
Ausnahmemengen vom Mafl 0 von Nutzen sind.

KOROLLAR 3.17. Seien I C R ein Intervall, a € I und J o I — R integrierbar fiir
A\1. Setze f(x) = 0 fiirz € I\I. Dann ist die Funktion F : [ — R; F(t) = [! f(x)dz,
stetig und es gilt F'(t) — 0 firt — a.

BEWEIS. Nach Bemerkung 2.31 ist f auf I integrierbar. Wir setzen fl[a,t] =
Ligy fiir ¢t > a und Tl[a,t] = —lpq fir t < a, was auf den Ausdruck F(t) =
Jilg(@)f(x)da fir t € I fihrt. Dann gelten [T () f(x)] < |f(z)| fir alle

t,x € I und

:H-[a,t} (IL‘)f(ZL‘) =

~ +f(x), x zwischen a und ¢
0, sonst

} — Ljagg)(2) f(2)



3.2. Der Lebesguesche Konvergenzsatz 60

fiir t — to und alle = € I\ {to}. Also sind die Voraussetzungen von Theorem 3.16
mit N = {to} und N; = ) erfiillt, und das Theorem zeigt die erste Behauptung.
Die zweite folgt aus 1y, q(z) = 0 fir fa. z € I. O

Die Starke des folgenden Differentiationssatz beruht darin, dass man eine Majo-
rante fiir die oft leicht zu berechnende Ableitung fordert.*

THEOREM 3.18. Seien U C R™ offen, k € {1,...,m}, (X, A, u) ein Maffraum
und f: U x X — R erfille die folgenden FEigenschaften.

a) Fir jedest € U ist die Funktion f(t,-) : X — R; x — f(t,x), integrierbar.

b) Fir allet € U und x € X existiert die partielle Ableitung %f(t, x) in R.

¢) Es gibt eine p-Nullmenge N und ein integrierbares g : X — [0, 00| mit

< g(z) fiir alle x € X \ N und t € U.

Fiir jedes t € U st dann die Abbildung x — % (t,x) auf X integrierbar und es
existiert die partielle Ableitung

o [ D) = [ ) o)

BEWEIS. Sei tg € U fest, aber beliebig gewahlt. Dann gibt es einen Radius
r > 0 mit B(ty,r) C U. Wir betrachten Abstinde 7, € (—r,7) \ {0} mit 7,, — 0
fir n — oo und Punkte ¢, := tg + 7,e;, € U fir alle n € N. Wir definieren die
Funktionen

o X o5 R gon(x) = {§<f<tn,w> ~Jlo ), EX\N.

fur alle n 6 N Dann strebt die Folge (¢,(x)), fur jedes X \ N gegen die partielle
Ableltung (to, x). Weiter liefert der Mittelwertsatz 5.21 aus Analysis 1 fiir alle
reX\N und n € N reelle Zahlen o, () mit |o,(z)| < |7,| und

< g(w),

wobei die Annahme c) einging. Geméfl Lebesgues Theorem 3.12 ist nun die Funktion
T (tg, x) auf X integrierbar und auch mittels Satz 2.29 folgt

Lgi(to’ d“(@:JLIEO/X%dM—,}gHgOT[/f tn, ) dpu(x /f to, z) du(z)
= o [ ftto,) due)

Dabei erhélt man insbesondere die Existenz der letzten partiellen Ableitung. [J

|90n '81& t0+0-n(x)€kax)

1Gegemiiber der Vorlesung wurde Voraussetzung b) etwas verstarkt.
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Als typische Anwendung berechnen wir die Ableitung der Laplace-Trans-
formierten f einer Funktion f. Man beachte, diese Ableitung durch die Trans-
formierte der Funktion x — —xz f(z) gegeben ist. Diese Transformation und ihre
Rechenregeln spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der Differentialgleichungen.
Im Beweis muss man die Menge U aus dem obigen Theorem geeignet wéhlen.

BEISPIEL 3.19. Sei f : R>p — R messbar und beschrankt. Dann existiert fiir
jedes t > 0 die Laplace-Transformierte

fy= [~ e (@)

und sie ist differenzierbar mit der Ableitung

fl(t)=— /OOO e "xf(r)dr fir ¢t > 0.

BEWEIS. Sei € > 0 beliebig gewéhlt und ¢ € U := (¢, 00). Fiir alle > 0 erhalten
wir dann die t-unabhéngige Majoranten

e (@) < e [f(@)] < [Ifllc e =t g1(2),
|5 (e f(2))] = |—ze  f(2)| < ze” =2 =2 |f(2)] < e[| flloc €% =2 ga(),

wobei c. das Maximum der Funktion z + xe™5%/2 auf Ry, ist, vergleiche Bei-

spiel 5.20 in Analysis 1. Die Integrierbarkeit von g; und go auf R ergibt sich wie
in Beispiel 1.24 aus Analysis 2 in Verbindung mit Bemerkung 3.15 oben. Also ist
x +— e ' f(x) integrierbar nach Satz 2.26. Theorem 3.18 liefert dann fiir ¢ > ¢ und
somit fiir alle ¢ > 0 die Behauptung. U

3.3. Iterierte Integrale

In diesem Abschnitt betrachten wir stets das Lebesguemafl und die Borelsche
o-Algebra auf Teilmengen des RY. Wir schreiben z € R™ als z = (z,y) € RF x R,
wobei k 4+ [ = m ist. Sei f : R™ — R integrierbar bzw. messbar und nichtnegativ.
Wir wollen im Folgenden das Integral auf dem R™ als Hintereinanderausfiihrung
von Integralen auf R*¥ und auf R! darstellen, indem wir die Gleichungen

[ s@de= [ ([ rewdy)do= [ ([ fepd)ay @

zeigen. Iterativ erhalt man eindimensionale, von Parametern abhangige Integrale,
die man unter Umstédnden mittels des Hauptsatzes aus Analysis 2 berechnen kann.
Allerdings stellen sich hierbei die folgenden Fragen.

1) Sind die Funktionen y — f(x,y) bzw. x — f(x,y) messbar und integrierbar?

2) Sind die Funktionen z + [ f(z,y)dy bzw. y — [ f(z,y)dz messbar und
integrierbar?

3) Gelten die beiden Identititen in (3.1)7
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/
N

ABBILDUNG 3.2. Schnitte eines Kreisringes

Um diese Schwierigkeiten zu behandeln, definieren wir die Abbildungen
p1:R™ — RY pi(z,y) =, p2 : R™ = RY; p2(z,y) = v,
Jy R* — R™: Jy(z) = (x,y) fir jedes feste y € R,
JT RS R™ 5 (y) = (2,9) fiir jedes feste x € R”.
Diese Funktionen sind stetig, also messbar. Daraus folgt das erste Hilfsresultat.

LEMMA 3.20. Seien A in By und B in B, enthalten. Dann liegt A X B in B,,.

BEWEIS. Die Urbilder A x R! = p;'(A) und R¥ x B = p,'(B) liegen in B,,,
und damit auch ihr Durchschnitt A x B = (A x RY) N (R* x B). 0

Weiter erklaren wir fiir C' C R™ die Schnitte,
C, = {x € R* ‘ (x,y) € C} fiir jedes feste y € R,
C* = {y e R ’ (x,y) € C’} fir jedes feste z € RF,
vergleiche Abbildung 3.2. Dann ergeben sich leicht die Aussagen

B, x €A,
0, r € RF\ A;

C, = (4,)"HC), C"=(G")"HC) firaller € R* yeR und C CR™. (3.3)

fir ACRY, BCR und C = A x B gilt Cm:{ (3.2)
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Fiir eine Funktion f : R™ — R definieren wir ferner ihre Schnittfunktionen
fy=foj,:RF=TR;  f,(z) = f(z,y) fiir jedes feste y € R,
ff=foi" R =R f(y) = f(z,y) fir jedes feste x € R”.

Die néchsten Hilfssitze liefern erste Messbarkeitsaussagen fiir Formel (3.1).

LEMMA 3.21. Seien C € B, f : R™ — R messbar, v € R¥ und y € Rl.iDann
liegen die Mengen C, in By, und C* in B;, und die Funktionen f, : R* — R und
f* R — R sind messbar.

(3.4)

BEWEIS. Da die Abbildungen j, und j* messbar sind, folgen die Behauptungen
aus den Formeln (3.3) bzw. der Definition (3.4). O

Fir C € B, konnen wir demnach die Bezeichnungen

wolr) == N(C%) = / leed) = /l Lo(z,y)dy  fiir jedes feste 2 € R”,

(3.5)

Yo(y) == (O / Lo, dA\x = /k lo(z,y)de  fiir jedes feste y € R%.
R

einfithren, wobei wir die Gleichungen L¢«(y) = le(z,y) = l¢,(x) verwenden.
Erstaunlicherweise ist der Nachweis der Messbarkeit der Funktionen ¢¢ und ¥¢ der
anspruchsvollste Schritt in diesem Abschnitt, wobei die Maschinerie des Beweises
des MafBleindeutigkeitssatzes Theorem 1.20 eingeht.

LEMMA 3.22. Sei C € B,,. Dann sind die Funktionen oc : R¥ — [0, 00] und
Yo : RY— [0, 00] messbar.

BeEwEIs. Wir betrachten nur ¢¢, da man ¢ analog behandeln kann. Wir
verwenden wieder das Prinzip der guten Mengen.

1) Seien I = I'xI1" € T, I' € T und 1" € J;. Aus (3.2) erhalten wir die Formel

o JaIn), zel B "
w(x)—{O, xeRkU,}—w 11 () (3

fir alle x € I'. Also ist ¢; messbar und 7, liegt im Mengensystem
D ={C € B, | pc ist messbar auf R*}.

Wir miissen im Folgenden zuerst beschrankte Mengen betrachten. Dazu setzen wir
Qn = (—n,n]™, Q' = (—n,n}*, Q" = (-n,n]' und D, = {C C Q,|C € D} fiir
n € N. Es gilt Q, = Q, x Q".

2) Seien n € N und = € R*. Das System D, erfiillt die Bedingung (A1) aus
Definition 1.1, da @,, in J,, und damit nach Schritt 1) in D,, liegt.

Sei weiter C' aus D,,. Wir zeigen, dass @, \ C in D,, liegt, also (A2) gilt. Zunéchst

sind die Funktionen ¢ und ¢, reellwertig, da A\;(C*) < \(Q)) < oo endlich sind.
Es gilt weiter 1g,\¢c = 1g, — L. Definition (3.5) und Satz 2.29 liefern deswegen

ponce) = [ (1o,(@.3) = Lo(z, ) dr = pq,(z) = ele).
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Aus Schritt 1) und C € D, folgt wie nun gefordert die Messbarkeit von ¢g,\c.

Seien nun die Mengen C}, j € N, aus D,, disjunkt. Wir wollen zeigen, dass auch
ihre Vereinigung zu D,, gehort. Wegen der Disjunktheit gilt 1o = 3272, 1¢;. Mittels
(3.5) und Korollar 2.23 schlieflen wir dann

wo(r) = /Rl ij: le,(z,y)dy = i_o: /Rl Lo, (z,y)dy = i_o: wo, (). (3.7)

Die rechte Seite ist geméfl Annahme und Korollar 2.23 wie gewiinscht messbar in .
Schritt 1), Lemma 1.10 und Korollar 1.11 implizieren J,, N Q,, C D,, C B(Q,,) =
0(Jm N Qy). Lemma 3.23 unten zeigt dann die zentrale Gleichung D,, = B(Q,,).

3) Seien C € B,,, v € R* und n € N. Nach Korollar 1.11 liegt C' N Q,, in
B(Q,). Also ist laut Schritt 2) die Funktion pcng, messbar auf R¥. Weiter ist
CNE,in CN A, enthalten und C ist die Vereinigung der Mengen C' N Q,,.
Es ergibt sich dann die Ungleichung 1(cng,)» < 1(cn@,,.)» und die punktweise
Konvergenz 1(cng,)» — Le= fiir n — 0o. Aus Levis Theorem 2.21 folgern wir nun
die Gleichungen

po(r) = /Rl LeedAy = lim | Long,=dh = lim penq, ().
Satz 2.8 liefert nun die behauptete Messbarkeit von ¢¢. O

Im obigen Beweis haben wir Lemma 1.28 verwendet, das wir hier wiederholen.

LEMMA 3.23. Seien () # £ C P(X) durchschnittsstabil und D C P(X) so
gegeben, dass die Inklusionen € C D C o(E), die Figenschaften (A1) und (A2) aus
Definition 1.1, sowie

(A3’) fiir alle disjunkten D; € D, j € N, gilt  U;enD; € D,
erfillt sind. Dann erhalten wir D = o(E).

Wegen Lemma 3.22 existiert das Integral iiber die Mafle der Schnitte einer Menge
C aus B,,. Der néchste Satz besagt nun, dass dieses Integral das Mafl von C
liefert. Dies wird auch als Prinzip von Cavalieri bezeichnet. Mit ihm zeigen wir die
gewtinschte Gleichung (3.1) fir charakteristische Funktionen.

SATZ 3.24. Fiir jede Menge C € B,, gilt
Am(c,*):/w N (C )dx:/Rl A(C) dy,  doh,

/m]lc(z)dz:/Rk (/Rl ﬂc(x,y)dy) dx:/Rl (/Rk lc(x,y)dw) dy.

BEwWEIS. Wir setzen
u(C) = [ MC)dr= [ pola)ds

fur C' € B,,, siehe (3.5). Wir zeigen mit einer der Eindeutigkeitsaussagen fir \,,
nun die erste Gleichung in der Behauptung. Die analoge fiir 1) wird entsprechend
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bewiesen, und der Rest der Behauptung folgt dann aus (3.5). Zuerst sei I = I’ x I”
aus Jn,. Mittels Gleichung (3.6) im Beweis von Lemma 3.22 erhalten wir die Formel

u(l) = /IR i) dz = /R NI L) de = N(I")A(I) = An(D),

wobei wir auch Lemma 2.20 und (1.3) verwendet haben. Also stimmen A, und p
auf dem Erzeuger 7, von B,, iiberein. Wir zeigen nun, dass p ein Mafl auf B,,
ist. Es gilt u(0) = 0. Seien weiter C;, j € N, disjunkte Mengen in B,, und C' ihre
Vereinigung. Dann folgen aus (3.7) und Korollar 2.23 die Gleichungen

uC) = [ pole)dr =3 [ g, (@)ds =3 uC))

Also ist g ein Mafl und Theorem 1.21 liefert wie behauptet A, = p auf B,,. U

Der obige Satz und Lemma 2.20 ¢) implizieren die folgende wichtige Aussage, die
es erlaubt, gewisse liberabzahlbare Familien von Nullmengen zu behandeln.

KOROLLAR 3.25. Sei N € B,,. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

a) A (N) = 0.

b) Fir fa. x € R gilt N\ (N®) = 0.

¢) Fir fa.y € R gilt A\ (N,) = 0.

Wir diskutieren einige Beispiele fiir das Prinzip von Cavalieri und sein Korollar.

BEISPIEL 3.26. a) Sei M € By mit \(M) = 0. Nach dem obigen Korollar ist
N = M x R! eine \,,-Nullmenge, da N, = M fiir alle y € R! gilt (vergleiche (3.2)).

b) Es gibt eine Teilmenge A C [0, 1]?, die in keiner A\p-Nullmenge liegt und
deren Schnitte A* und A, fiir alle z,y € [0, 1] héchstens einen Punkt enthalten.
Insbesondere gilt A\ (A*) = A\ (A,) = 0 fiir alle z,y € [0,1], und A kann keine

Borelmenge sein. (Siehe Beispiel V.1.9 in [3].) In einer Ubung wurde ein schwiichere
Variante diskutiert. O

BEISPIEL 3.27. Wir betrachten die offene Kreisscheibe B = B(0,7) = {(x,y) €
R?||z| <7, y* < r?— 2%} in R?. Thre Schnitte sind durch die Intervalle
B {(—wz — 2 T=aR), <,

0, |z| >,

gegeben. Also gilt A\(B*) = 2v/r? — 2?2 fur |z| < r und A\(B*) = 0 fur |z| > r.
Satz 3.24 impliziert nun die Formel

Xa(B) = /RAl(BI) dr =2 _r Vr2 —z2de = 7r®

wobei das Integral in Beispiel 1.16 in Analysis 2 berechnet worden war. Genauso
sieht man, dass die abgeschlossene Kreisscheibe B den Inhalt 7r? besitzt. Somit
ist der Rand OB = B\ B eine \p-Nullmenge und es gilt A\y(A) = 7r? fiir jede
Borelmenge A mit B C A C B. (Verwende Satz 1.15.) O
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Wir kénnen nun das Volumen von Rotationskérpern berechnen.
BEISPIEL 3.28. Seien I C R ein Intervall und f : I — [0, co] messbar. Dann ist
R= {JJ ERS‘I;}, el, z7i+a5 < f(x3)2}
Borelsch und es gilt
N(R) = [ flas)? das,

Der senkrechte Kreiskegel mit Hohe h >0 und Radius r >0 hat das Volumen %th.

BEWEIS. Wir bezeichnen die (nach Beispiel 2.6 messbare) Nullfortsetzung von
f auf R auch mit f. Mit den stetigen Koordinatenabbildungen p; : R?* — R;
pj(x) = x;, schreiben wir R = {(f o p3)* — pf — p3 > 0}, sodass R in Bj liegt.
Weiter hat R die Schnitte R,, = B(0, f(x3)) fir 23 € [ und R,, = 0 fir z3 € R\ I.
Satz 3.24 und Beispiel 3.27 zeigen nun

As(R) :/RAQ(Rxg)dxg :n/lf(xg)deg.
Im Falle des Kreiskegels K gilt f(x3) = r(1 —x3/h) und I = [0, h]. Es folgt

h 2\ 2 - 2\ 3R
N(K) = 7T7"2/0 (1 _ ;) dy = —3hr2(l _ h3>

Fiir eine messbare Funktion f : R™ — [0, co] setzen wir
F(zx) = /l flz,y)dy = /l f(y)dy € [0, o0 fir jedes feste z € R,
R R

Gy) = /k flx,y)de = /k fy(z)dx € [0, o0 fir jedes feste y € R
R R

Dies ist nach Lemma 3.21 moglich. Der folgende Satz erlaubt es nun, wie eingangs
beschrieben, Integrale auf R™ auf niederdimensionale zuriickzufithren. Wir dis-
kutieren unten seine Annahmen und beschreiben, wie man damit Integrale auf
Borelmengen D im R™ behandeln kann. Man beachte, dass man im nichtnegativen
Fall das gewtinschte Resultat alleine unter Messbarkeitsannahmen erzielt. In Teil b)
wird allerdings die Integrierbarkeit im R™ vorausgesetzt. Wir besprechen spater,
wie man auch diese mit Integralen auf R* und R! nachweisen kann. Teil b) wurde
von Fubini 1907 gezeigt, Teil a) von Tonelli 1909 unter Verwendung des Resultats
von Fubini. Wir sprechen insgesamt vom Satz von Fubini.

T
= —hr?. O
0 370

(3.8)

THEOREM 3.29. Seim = k+1 fir k,l € N. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Sei f:R™ — [0, 00] messbar. Dann sind die in (3.8) definierten Funktionen
F:R* - [0,00] und G : R! — [0, 00| messbar und es gilt

[ot@da= [ ([ s@yay)de= [ ([ f@pde)d.  @9)

b) Sei f : R™ — R integrierbar. Dann gibt es solche Nullmengen M € By
und N € By, dass die Schnittfunktionen f* : R' — R fiir jedes x € R* \ M und
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fy : RE = R fiir jedes y € R'\ N integrierbar sind. Wir definieren F(x) und G(y)
wie in (3.8) fir v € R*\ M bzw. fiiry € R'\ N, und setzen F(x) =0 firxz e M
und G(y) = 0 fiir y € N. Dann sind die Funktionen F : R* — R und G : R* - R
integrierbar und es gilt

[ FE)dz= /R F(z)da = /R Gy dy. (3.10)
(Anstelle dieser Gleichungen schreibt man meist die Formel (3.9).)

BEwWEIS. Wir zeigen die Aussagen in den Schritten der Integraldefinition. Wir
behandeln nur die Funktion F' und die erste Gleichung in (3.9) bzw. (3.10). Die
anderen Aussagen folgen auf die gleiche Weise.

a) 1) Nach Satz 3.24 gilt Behauptung a) fiir charakteristische Funktionen f. Sei
nun f eine nichtnegative einfache Funktion. Es gibt also Mengen C; in A und
Zahlen a; > 0 fir j € {1,...,n} mit f =37, a;l¢,. Die Funktion F aus (3.8) ist

dann durch .
T) = Zaj/l ILCj(m,y) dy
J=1 R

fiir x € R¥ gegeben, wobei Lemma 2.20 einging. Lemma 3.22 und Satz 2.9 zeigen
nun die behauptete Messbarkeit von F. Wieder aus Lemma 2.20 und Satz 3.24
folgern wir dann die erste Gleichung in (3.9) mittels

/m dz-Zaj/R lg,(z dz-Za]/Rk/ le,(z,y)dyd

Jj=1
= [ [ f@ydyaz.
Rk JR!

2) Sei f : R™ — [0, 0o] messbar. Nach (2.4) gibt es dann einfache Funktionen
fn : R™ — Rsg, die die Ungleichung f, < f,4+1 fir jedes n € N erfiillen und fir
n — oo punktweise gegen f konvergieren. Wir setzen F, (z) = [p fu(z,y) dy fur
r € R¥ und n € N. Schritt 1) zeigt die Messbarkeit aller F,,. Weiter gilt F}, < F, 4
fiir alle n € N nach Lemma 2.20. Wir wenden nun Levis Theorem 2.21 nacheinander
auf die Abbildungen f7, f, und F;, an. Zuerst ergibt sich so die Konvergenz

F@) = [ feydy — [ fay)dy=F)

fiir n — oo und jedes z € R*. Nach Satz 2.8 ist F' also messbar. Mittels Schritt 1)
erhalten wir nun Aussage a) durch

z)dz = hm/ fn(z)dz = lim Rk/Rl fn(x,y)dydx:/Rk/Rl f(z,y)dydx.

n—oo n—oo

b) Sei schlieBlich f : R™ — R integrierbar. Daraus folgt aus Satz 2.26 und
Aussage a) die Ungleichung

oo>/ |dz—//\fxy\dydx
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Somit ist die Funktion
@R — (0,00 @)= [ |f(x.y)ldy.

integrierbar, wobei schon Teil a) ihre Messbarkeit zeigt. Die Menge M = {® = oo}
ist dann nach Korollar 2.27 eine A\g-Nullmenge. Laut Beispiel 3.26 ist deswegen das
kartesische Produkt M x R! eine \,,-Nullmenge, was wir unten verwenden werden.
Da ®(z) fir z € R* \ M endlich ist, liefert Satz 2.26 die benétigte Integrierbarkeit
von f%:R! — R. Wir kénnen also F wie in der Behauptung definieren.

Um F behandeln zu kénnen, erkliren wir die Funktion f = 1yexpf : R™ — R,
die nach Voraussetzung und Satz 2.29 a) integrierbar ist. Es gilt konstruktionsgeméaf
die Identitit F(z) = fo f(,y) dy, und wir erhalten die Abschéitzungen

’/Rl fe(x,y) dy‘ < Lpe ()@ (2) < 00

fiir alle z € R*. GemaB Satz 2.26 impliziert also die Integrierbarkeit von ® diejenige
der Funktionen F* : R* — Ryg; F*(z) := [u f+(z,y)dy, die nach Schritt a)
messbar sind. Aus Satz 2.29 folgern wir F' = F" — F~, sodass F nach Satz 2.5
messbar und dann laut Satz 2.26 integrierbar ist. Nun benutzen wir Lemma 3.6,
die Definition 2.25 des Integrals, Teil a), sowie Satz 2.29 und berechnen

/Rmf(Z)dZ—/ f()dz—/ f+()dz—/ F(2)dz

_/Rk/ﬁ-nydydx—/ /f (z,y)dydx
- Rk( R f+($,y)—/Rl f_(x,y)dy> dzx

= le(x,y)dydx:/RkF(:c)dx.

Rk
Hierbei haben wir auch die Endlichkeit der Integrale [ fi(z,1)dy verwendet. [

Wir bemerken, dass das Rechnen mit oo und mit Nullmengen in diesem
Theorem und seinem Beweis besonders niitzlich ist. Der Beweis gibt am Ende
mittels der Funktion f eine prézise Version von Formel (3.9) fir Teil b). Die
folgende Bemerkung zeigt unter anderem, dass naheliegende Varianten des Satzes
von Fubini im allgemeinen falsch sind.

BEMERKUNG 3.30. a) Man kann das Theorem von Fubini induktiv auf endlich
oft iterierte Integrale verallgemeinern.

b) Nach Bemerkung 3.26b) gibt es so eine nicht-messbare Funktion f = 1, :
R? — R, dass alle Schnittfunktionen f* und f, messbar und f.ii. gleich 0 sind.
Insbesondere existieren die iterierten Integrale in (3.9) und sind beide gleich 0. Trotz-
dem ist das Integral von f auf R? nicht einmal definiert. Die B,,-B;-Messbarkeit
von f muss in Theorem 3.29 also gefordert werden; die Messbarkeit der Schnitt-
funktionen reicht nicht aus.
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c) Es gibt solche messbare Funktionen f : R? — R, dass die iterierten Integrale
in (3.9) zwar existieren, aber ungleich sind. Solche Funktionen f kénnen weder
nichtnegativ noch integrierbar sein.

BEWEIS. Wir betrachten dazu die rationale Funktion

f:R2—>]R; f(x,y):{

ﬁ? (:B?y) € (Oa 1)27
0, sonst.

Fiir jedes x € (0,1) gibt es das innere Integral

! Y Yy
y)d :/ o dy =
/Rf(x y)dy o Varr 2 VT 2y

Somit existiert auch das iterierte Integral

1 1

y:O_ 1+$2

L dx 1
/R/Rf(x,y)dydx: ; 1+x2:arctanx‘0

Entsprechend zeigt man die Gleichungen
=——. O

drdy= [ [ 9,——" dza g d

d) Es gibt messbare Funktionen f : R? — R, fiir die die iterierten Integrale in
(3.9) existieren und iibereinstimmen, aber trotzdem f auf R? nicht integrierbar
ist, also [ f(2) dz nicht existiert. (Siehe die Ubungen.)

e) Im Allgemeinen ist die Funktion f* in Theorem 3.29b) nicht fiir alle z € R¥
integrierbar, vergleiche Beispiel 3.32D).

1 T

f) Eine Version des Theorems von Fubini fiir o-endliche Mafiraume findet man
in [3] oder [11]. O

Wir betrachten auch allgemeinere kartesische Produkte als R* x R’
_ BEMERKUNG 3.31. Seien 0 # X € By, 0 #Y € B, Z=XxY und f: Z —
R eine messbare, sowie positive oder integrierbare Funktion. Laut Lemma 3.20
liegt Z in B,,. Sei nun f : R™ — R die Nullfortsetzung von f. Diese ist nach
Beispiel 2.6 messbar. Weiter bleibt sie nichtnegativ bzw. integrierbar, und besitzt
das gleiche Integral wie f. (Verwende Satz 2.29.) Die Funktion f erfiillt auch

f(z,y) = 1x(x)ly(y)f(z,y) fir alle € R* und y € R. Aus Theorem 3.29
erhalten wir damit die folgenden Gleichungen, die im Sinne dieses Satzes gelten:

| f@dz= [ Ferdz= [ [ 1@t )fe.y) dyde
= [ @) [ @iy dyde= [ | fay)ayar

= [ [ fa.ydray. 0

Wir skizzieren nun, wie man den Satz von Fubini fiir Funktionen f : D — R und
Mengen D C R™ anwenden kann.
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1) Priife, ob D in By, liegt und f eine B(D)-B;i-messbare Funktion ist.

2) Setze f (z.B. mit 0) zu einer messbaren Funktion f : R™ — R fort.

3) Soweit nétig, zeige die Integrierbarkeit von f = (1pf)|p durch Teil a) des
Satzes von Fubini und eine Schranke wie in

/ ’]lDﬂdZZ/ / |1Df|dxdy=// |1pf|dydz < .
Rm™ Rk JR! Rl JRE

4) Berechne mit (3.9) das Integral [, fdz = fpm 1pf dz.

(Man kann hier statt R™ auch eine Menge Z O D wie in Bemerkung 3.31
verwenden.) Es sei jedoch bemerkt, dass man gleichwohl oft (3.9) erst einmal ohne
Uberpriifung der Voraussetzungen benutzt, um zu sehen, ob die Anwendung von
Fubini iiberhaupt zu etwas Interessantem fithren kann. Die obigen Schritte sind
dann aber fiir das Aufschreiben einer korrekten Rechnung vonnéten, wobei manche
sehr einfach sein konnen.

Eine weitere Schwierigkeit besteht darin, in den Rechnungen die charakteristische
Funktion 1p zu behandeln. Ferner fithrt eventuell nur eines der beiden iterierten
Integrale zum Ziel. Diese und andere Punkte illustrieren die folgenden Beispiele.

BEISPIEL 3.32. a) Seien D = {(x,y) € RQ‘x >1,0<y< i} und f: D — R;
f(x,y) = % cos(2xy). Dann ist f integrierbar und es gilt [, fdz =sin 1.

BEWEIS. Die Funktion f ist stetig und damit messbar. Die Menge D liegt
in B,, da sie abgeschlossen ist (bzw. das Urbild von R, unter der Abbildung
1

- — p2 auf [1,00) x Rxg). Wir setzen f mit der gleichen Abbildungsvorschrift

zu f 1 Q = Ry x Rsyg — R fort. (Wir wéhlen @ statt [1,00) X Rsg, um die
Einschrankung = > 1 sichtbar zu machen.) Fiir die folgende Rechnung beachten wir,
dass 1p(z,y) = 1 genau dann auf @ gilt, wenn = > 1 und 0 < y < 1/ sind, und
dass dies dquivalent zu den Relationen x > 1 und y € D* = [0, 1/z] ist. Ansonsten
ist 1p(z,y) = 0. Mit Satz 2.29 und Fubinis Theorem 3.29a) berechnen wir nun

[ 116w = [ 1olfld(e.y) = / [t ) B g

1/ 2 1/z 1
iy

wobei am Ende Beispiel 1.24 aus Analy81s 2 und Bemerkung 3.15 eingehen. Also
ist f integrierbar. Wir erhalten nun auf dhnliche Weise mit Theorem 3.29b) die
Gleichungen

2 oo 1 rl/x
/ fd(x,y) / / (z,y) COS( *y) dy dz / / cos(2zy) dy dz
x

o0 2 2
= / —sm (2xy) / sin _sin )
1

dx
Das dz dy-Integral fithrt hier wohl nicht zum Ziel. U

1/z
dr =
y=0

212 2
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b) Seien a€(0,1), g: (0,1) = R mtegrlerbar D ={(z,y)€(0,1)* | 0<y<x<1}
und f: D — R?; f(z,y) = (x —y) %g(y). Dann ist f integrierbar und es gilt

[ 1w = [ [[@-pswards= [ [@-9) gl drdy

Falls speziell g(y) = |§ —y|ot fiir y # 2 5 und g(%) = 0 erfullt sind, ist g zwar auf
(0,1) integrierbar, aber wir erhalten F(3) = /2 + —y|7tdy = oo, vergleiche (3.8).

BEWEIS. Wie im vorherigen Beispiel sieht man, dass D Borelsch (sogar offen)
ist. Die Funktion G = gopy : D — R; G(x,y) = g(y), ist als Komposition
messbar und damit auch f als Produkt von G und einer stetigen Funktion. Man
beachte, dass 1p(z,y) = 1 genau dann auf (0,1)? gilt, wenn 0 < y < x < 1 oder
dquivalent die Relationen y € (0,1) und = € D, = (y, 1) erfiillt sind. Mittels Fubinis
Theorem 3.29a), bzw. Bemerkung 3.31 mit Z = (0,1)?, berechnen wir

/D|f|d(fv,y) Z/O1 /01 Ip(z,y)(z —y) " lg(y)| dz dy

:/01 /yl(x—y)_o‘ |g(y)|dxdy=/01 /yl(:z—y)‘“dx l9(y)| dy
1

- /1 /l_y = dtlg(y)ldy = — 01(1 — ) gy dy

Sl /Ig )dy < oo,

wobei wir t = x — y in dz-Integral substituiert haben. (Die Substitutionsregel aus
Analysis 2 kann man nur auf einem verkleinerten Interval (y + ¢,1) anwenden;
im Limes € — 0 erhélt man dann die obige Aussage. Alternativ kann man auch
den Transformationssatz 3.36 aus dem néchsten Abschnitt benutzen.) Also ist
f integrierbar. Wir wenden nun Theorem 3.29b) an, l6sen aber die Bedingung
0O<y<xz<lauchzuzx € (0,1) und y € D* = (0, z) auf. Dann erhalten wir

/Dfd(x,y)zfolfolﬂn(x,y )z —y) *g(y)dydz

:/Ol/yl(x—y_ dxdy—// (x —y) % g(y) dydz.

Die letzte Behauptung ist dann klar. U

c) Es gilt [;° 512”” dr = § (mit uneigentlichem Integral, vgl. Bemerkung 2.31).
BEWEIS. Die Existenz dieses Integrals wurde in Beispiel 1.26 von Analysis 2
gezeigt. Sei R > 0. Wir setzen
I = /R sin x da.
0

X

Um den Grenzwert R — 0o zu berechnen, formen wir I zu einem zweidimensiona-
len Integral um, wobei wir uns davon leiten lassen, dass wir eine Stammfunktion von
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t — e'sint aus Analysis 2 kennen. Dazu verwenden wir die Formel % = [o0e™dy
fiir jedes x > 0 aus Beispiel 1.24 von Analysis 2. Damit gilt

R 00
Ir :/ sinx/ e "dydz.
0 0

Wir setzen nun f: Qg := [0, R] x R>¢g — R; f(z,y) = e *sinz. Diese Funktion
ist stetig und somit messbar. Um ihre Integrierbarkeit zu zeigen, verwenden wir
wieder Fubinis Theorem 3.29a) in der Version von Bemerkung 3.31 und erhalten

R oo R 0
/ |fld(z,y) :/ / e_$y|sinw|dydx:/ |sinx|/ e dydx
Qr 0 Jo 0 0

:/R | sin z| de < o0
0 x ’

da der letzte Integrand fiir x — 0 konvergiert. Also ist f auf Qg integrierbar, und
Theorem 3.29b) impliziert

o rR o ]
IR:~/QRf:/O /0 e_wysinxdxdy:/o 1+y2(1—€_yR(ySinR+COSR)>dy

) 0o e~ YR
= arctany‘o —/0 leer2(ysinR—|—cosR) dy

e oo e_yR
:5—/0 W(ysianLcosR)dy,

wobei wir in der ersten Zeile wie in Beispiel 1.13 von Analysis 2 partielle Integration
verwendet haben und abkirzend f(t)|5° := limy_o f(b) — f(0) schreiben. In der
abgesetzten Formel nennen wir das letzte Integral Jg. Wir schétzen es durch
001+y —yR o —yR _ 2 _yRoo—2
|JR|§/0 Ter de2/0 e dx——ﬁe ‘O_ﬁ
ab. Da die rechte Seite fiir R — oo verschwindet, folgt die behauptete Formel. [

d) Fir a,b > 0 definieren wir die Gamma- und die Betafunktion durch
o 1

['(a) = / o let 4t und B(a,b) = / (1— t)a—ltb—l dt.
0 0

In Beispiel 1.27 von Analysis 2 wurde I' eingefithrt, und mit dem dortigen Bei-
spiel 1.24 zeigt man B(a,b) < co. Wir behaupten die Identitét B(a, b) = FF(EQEES) .
Der folgende Beweis beruht auf einer typischen Anwendung von Fubinis Satz.

BEWEIS. Zuerst berechnen wir
['(a)T(b) :/ s le® ds/ et dt :/ / s@ 1o (9 g dt
0 0 o Jo

:/ / (r—t)* ' te " dr dt.
0 t

Hier haben wir im ds-Integral r = s+t substituiert, um den Faktor e~ fir I'(a +b)
zu erhalten. (Die Substitutionsregel wendet man dhnlich wie in Teil b) an.) Um
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das dr-Integral der Definition von B(a, b) anzundhern, benutzen wir nun Fubinis
Theorem 3.29a), wobei der Integrand stetig und positiv ist. Oben integrieren wir
tber t > 0 und r € (t,00); es gilt also 0 < t < r < co. Beim Vertauschen erhalten
wir daraus r > 0 und ¢ € (0,r). Es folgt
I'(a)L'(b) = / / (r—t) "t dtdr = / r“’le”’/ (1 - f)a -1 dt dr
o Jo 0 0
Um nun B(a, b) zu erhalten, substituieren wir 7 = ¢/r im d¢-Integral. Dies liefert

P(a)T(b) = /OOO poleT /01(1 ) ) dr dr = D(a 4+ b)B(a,b). O

3.4. Der Transformationssatz

In diesem Abschnitt betrachten wir das Lebesguemafl A\, auf der Borelschen
o-Algebra einer Borel-Teilmenge des R™. Wir erinnern an die Substitutionsregel
Satz 1.15 aus Analysis 2. Seien f : J — R stetig und ¢ aus C'([a, 8]) mit
©([er, B]) = J. Dann ist J ein kompaktes Intervall und es gilt

/;f) fly)dy = / ? o) (@) dr.

Man hat dabei die Merkregel, dass die Substitution y = ¢(z) die Gleichung
g—g = ¢/(z) und damit ‘dy = ¢'(x)dz’ liefert.

Wir wollen diese Aussage auf Teilmengen des R™ verallgemeinern. Dazu seien
zunéchst X, Y C R™ offen und nichtleer. Eine Funktion ® : X — Y heifit Diffeo-
morphismus, wenn sie bijektiv und samt ihrer Umkehrabbildung &' : ¥V — X
stetig differenzierbar ist. Geméfl Korollar 3.37 in Analysis 2 ist eine injektive Ab-
bildung ® € C'(X,R™) genau dann ein Diffeomorphismus und Y := ®(X) offen,
wenn die Jakobi-Matrix ®'(x) fiir jedes x € X invertierbar ist (oder dquivalent,
wenn det @ auf X nie gleich 0 ist). Es gilt dabei (&) (y) = (@ '(y))~! fir
y = ®(x), sodass x — &' (z)~! = (P71 (®(x)) stetig ist.

Wir formulieren zunéchst die gewtlinschte m-dimensionale Verallgemeinerung der
Substitutionsregel in vereinfachter Form.

THEOREM (Grundversion des TransformationssathEs). Seien X, Y C R™ offen,
¢ : X = Y ein Diffeomorphismus und f : Y — R integrierbar. Dann ist die
Funktion g : X — R; g(x) = f(®(x)) |det '(x)|, ebenfalls integrierbar und es gilt

/Yf(y)dy:/Xf(CID(x))|det<I>’(x)|dx.

Wir notieren hier schon die Merkregel, dass aus y = ®(x) nun ‘dy = |det ®'(x)| dz’
folgt. Im Vergleich zur eindimensionalen Version gibt es mehrere Unterschiede.
1) Es tritt neu die Determinante det auf. (Vergleiche Lemma 3.33.)
2) Im Reellen bendtigt man keine Injektivitét von ¢ und es gibt keinen Betrag
in der Gleichung. Dies liegt an der Formel [*... dz = — [°... dz und der
Ordnungsstruktur von R.
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3) Fiir Y = B(0,1) C R? gibt es keine offene Menge X C R? derart, dass die
Polarkoordinaten ® : X — B(0,1); ®(r,¢) = (r cos ¢, rsin ¢), bijektiv sind,
vergleiche Beispiel 3.38. Deswegen zeigen wir unten eine verfeinerte Version
des obigen Satzes.

Wir betrachten wie im letzten Abschnitt zuerst charakteristische Funktionen

f = 1p fir B € B(Y). Dazu diskutieren wir zunéchst einige maftheoretische
Vorbereitungen. Seien hierfiir (S, .4, 1) ein Mairaum, B eine o-Algebra auf einer
Menge T' # () und F': S — T eine A-B-messbare Abbildung. Wir definieren dann
auf B das Bildmaf$ von p unter F' durch

Fuu=F(u) = pr : B—[0,00); B u(F~'(B)).
Diese Abbildung ist ein Maf}, da pr(0) = 0 und fir disjunkte B;, j € N, aus B

UF(UJO»ilBJ)_:u(Fl(U;ilBJ)) (U_lF ) Zu
=3 ur(B)

gelten. Wir wenden dieses Konzept auf die stetige Abbildung F = ®~!:Y — X
an. Dies liefert auf B(X) das inverse Bildmaff von A = \,,, unter ®

O At B(X) = [0,00); A > Agpo1(A) = A (B(A)).

Man beachte, dass ®(A4) = (®7')7'(A) in B(Y) liegt. (Siehe (2.11) in Analy-
sis 2. Dieser Schluss wird im Folgenden mehrfach verwendet.) Als Spezialfall des
anvisierten Transformationssatzes fiir f = 1g4) zielen wir also auf die Formel

O\ (A) = /11@ e dy—/ Lo (P(2)) [det ' (z)] dz
:/ |det @' (z)| dx
A

fir A € B(X), wobei 1oy (®(x)) = La(x) aus der Bijektivitéit von ®: X - Y
folgt. Wir wollen somit die Gleichheit der Mafie ®*)\,, = |det ®| \,,, auf B(X)
zeigen, vergleiche Korollar 2.23. Dies wird uns jedoch zuerst nur teilweise gelingen.

Wir etablieren zunéchst eine Reihe von Hilfssdtzen. Wir beginnen mit affinen
Transformationen ® und zeigen dabei, dass das Lebesguemafl bewegungsinvari-
ant ist.? Hier und im Folgenden bendtigen wir einige einfache Eigenschaften der
Determinante, fir die wir auf die Abschnitte 3.1.3, 3.2.5 und 5.5.2 in [4] verweisen.

LEMMA 3.33. Seien T € L(R™) invertierbar, v € R™ und ® : R™ — R™;
O(z) =v+Tx. Fir jedes A € B, liegt dann die Menge ®(A) =v+TA in B, und
es gilt A\ (P(A)) = [det T'| A\, (A). Weiter ist & : R™ — R™ eine Diffeomorphismus
mit Ableitung ®'(z) = T und Inversen ® (y) = T (y — v) fir alle x,y € R™.

’Eine Bewegung ist eine Abbildung ® : R™ — R™; ®(z) = Tx + v, wobei T' € R™*™
orthogonal und v € R™ sind. Also gilt |det T| = 1.
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BEWEIS. Die letzte Aussage ist klar. Sei A aus B,,. Dann liegt auch ®(A) in
B,,,. Wegen der Translationsinvarianz von A, laut Satz 1.25 gilt weiter \,,,(®(A)) =
Am(T'A). Um die Matrix 7" zu behandeln, setzen wir p(A) = \,,(T'A). Gemaf der
obigen Uberlegungen ist v ein Ma8 auf B,,. Weiter liefert Satz 1.25 die Gleichung

p(z+A) = A (Tz+TA) = N\, (TA) = p(A)

fir alle z € R™, sodass auch p translationsinvariant ist. Da die Menge T'((0, 1]™)
beschrankt ist, hat sie ein endliches MaB ¢(T") := p((0,1]™) = A\, (T((0,1]™)).
Satz 1.25 zeigt nun die Bezichung p(A) = ¢(T)\,(A) fir jedes A € B,,. Wir
beweisen die behauptete Gleichung ¢(7T") = |det T'| zunéchst in zwei Spezialfillen,
in denen wir T'A fiir gewisse A bestimmen konnen.

1) Sei zuerst T orthogonal, also 7-! = T'". Dann gelten die Identititen |det T'| =
1, sowie [T'z[3 = (Tx|Tx) = (z|r) = |x[3 und damit [T7'y|3 = [2[3 = |T2|3 = [yl3
fiir alle z,y € R™ und z := T~ 1y. Also ist TB(0,1) = B(0, 1), und wir erhalten

An(B(0,1)) = An(TB(0,1)) = u(B(0,1)) = e(T)An(B(0,1)).

Daraus ergibt sich wie gefordert ¢(T) = 1 = |det T, da A,,(B(0,1)) > 0 nach
Bemerkung 3.2 ¢) ist.

2) Sei weiter T' eine Diagonalmatrix mit den Elementen ti,...,t, > 0. Hier
berechnen wir direkt T°((0,1]™) = [1}~,(0, ;] und somit

co(T) = A (T((0,1]™)) = Hj:l t; =detT = |detT.

3) Sei schliefllich 7" in L(R™) invertierbar. Dann ist die Matrix S = TT'
symmetrisch und positiv definit. Der Spektralsatz der Linearen Algebra (siehe

Abschnitt 5.6.2 in [4]) liefert eine Diagonalmatrix D mit Elementen djl/ ? fiir Zahlen
d; >0und j € {1,...,m} und eine Matrix J € L(R™) mit Inversen J~1 = J'
derart, dass S die Normalform JTT"J" = D? hat. Dabei ist auch D? diagonal mit
den Eintriagen d;. Wir setzen nun U = D' JT. Es folgen die Gleichungen

UU" =D ' JrT'J"' D' =D 'D?*D7 ' =1,
sodass U die Inverse U besitzt. Weiter gilt T = J " DU, woraus sich die Formel

|det T'| = |det J"||det D||det U| = det D

ergibt. Aus den Teilen 1) und 2) schlieflen wir jetzt die Behauptung mit

1(A) = An(TA) = A\ (JT(DUA)) = A\ (DUA) = det(D) A, (UA)
= |det T'| \n(A). O
Der néchste Lemma ist der aufwendigste Schritt im Beweis des Transformations-

satzes. Statt der gewiinschten Gleichheit der Mafie ®*\,,, und |det ®'| A\, gelingt
uns nur der Nachweis einer Ungleichung auf speziellen Intervallen.
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LEMMA 3.34. Seien X, Y C R™ offen, ® : X — Y ein Diffeomorphismus und J
aus der Familie € :== {(a,b]|a,b € Q™, a <b, [a,b] C X}. Dann gilt

A (®(J)) S/J|det61>’(x)| dz.

Weiter erzeugt £ die Borelsche o-Algebra B(X) und X ist die abzihlbare Vereinigung
von Mengen J, aus E.

BeweEis. Wir versehen hier R™ mit der Maximumsnorm | - |» und L(R™) mit
der zugehorigen Operatornorm || - ||.

1) Wir beginnen mit einer vorbereitenden Abschéatzung. Sei W = xq + (—g, %}
ein Wiirfel aus £ mit Mittelpunkt xqg € R™ und Kantenldnge r > 0. Weiter sei
U e CY(X,R™). Wir wollen die Volumina von W und ¥ (W) vergleichen. Nach
dem Theorem von Bolzano—Weierstrafl 2.44 in Analysis 2 ist die Menge W C X
kompakt, sodass der Satz vom Maximum 2.50 aus Analysis 2 und die Stetigkeit

der Abbildung x +— ||¥’(x)]|| die Zahl

K i= max | ¥/(@)] < o0

zeW
liefern. Der Beweis des Satzes 3.23 aus Analysis 2 funktioniert fiir jede Norm auf
R™. Demgemaf ist W auf W Lipschitz stetig mit der Konstanten K, woraus die

Ungleichung

Kr
W) ~ W) < Kl — b <
fiir jedes © € W folgt. Also liegt W(W) im Wiirfel W’ = By, (¥ (z), Kr/2). Wir

erhalten damit die Abschatzung
A (W) < Ny(W') = (Kr)™ = K™\, (W).

2) Sei nun J = (a,b] € & fest gewahlt. Im folgenden Abschnitt wenden wir
Lemma 3.33 auf Jacobimatrizen ®'(x;) an, die das Verhalten von ®'(x) fir z ~ z;
gut beschreiben sollten. Hierfiir miissen wir geeignete Punkte x; in kleinen Wiirfeln
J; C J auswahlen. Zuerst erhalten wir wie in Schritt 1) aus dem Satz vom Maximum
die Konstante

M = max || ®'(z)"!| < oo.
zeJ
Sei € > 0. Da @ auf der kompakten Menge J C X gleichmifig stetig ist (siehe
Theorem 2.47 in Analysis 2), gibt es so einen Radius § > 0, dass fiir alle 7,z € J
mit |2 — 2| < § die Ungleichung |®'(x) — ®'(2)|s < e/M gilt. Da die Punkte a
und b rational sind, finden wir (wie in Bemerkung 3.2d)) disjunkte Wiirfel J; in £
mit Kantenldnge in (0,4] fiir j € {1,...,n}, deren Vereinigung gleich J ist.

Um unten die Zahlen |det ®'(x;)| wieder mit der Funktion z +— |det ®'(x)]

vergleichen zu kénnen, wahlen wir fir jedes j € {1,...,n} Punkte z; € J; mit

min |det ®'(x)| = |det ®'(z;)| > 0,
z€J;
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die nach dem Satz vom Maximum existieren. Wir setzen nun 7; = ®'(z;) und
O, = Tj’1 o ®. Fiir ¥ = ®; konnen wir nun in Schritt 1) eine Konstante K nahe
bei 1 nachweisen. Dazu folgern wir zunéchst aus der Kettenregel die Gleichung
O(x) = T; ' (2) = Ly + T (¥ () — '(x5))
fir € X. Die obigen Uberlegungen liefern dann die Abschitzung
€
P’ <1+ M-—=1+ec¢.
mas ()]} < 1+ M {7 =1+

3) Aus Lemma 3.33 ergibt sich weiter die Identitat
An(@(J5)) = A (LT 0(J5)) = [det Tj| Am(®;(;))-
Wir wenden jetzt die Schritte 1) und 2) auf ¥ = ®; mit K =1+ ¢ an und erhalten
die zentrale Ungleichung
Am(®(J5)) < [det T3] (1 4 )™ A (J;)-

Wir setzen nun ¢ = >77_, |[det Tj| 1;,. Nach der Wahl der z; gilt ¢ < [det ®'| auf J.
Wegen der Bijektivitat von @, ist ferner ®(.J) die disjunkte Vereinigung der Bilder
®(J;) fir j € {1,...,n}. Daraus schlieBen wir auf die Beziehung

An(B7)) = S An(BU) < (1) S [det T A )

j=1
— (1+6)m/gpdx < (1+s)m/ et | da.
J J

Da e > 0 beliebig ist, folgt die erste Aussage.

4) Wir zeigen noch den zweiten Teil. Nach Satz 1.9 wird B(X) vom System
& = {(a,b] € X|a,b € Q™, a < b} erzeugt. Fir b > a ist (a,b] € & die
Vereinigung der Intervalle (a + 11,b] aus € fir n € N mit = < ming (b, — a).
Lemma 1.6 impliziert nun & C ¢(&) C ¢(&’) und damit o(&) = o(&’) = B(X). Die
letzte Aussage kann wie in Satz 1.9 fir offene Wiirfel J,, bewiesen werden. O

Das folgende Resultat wird im Beweis des Transformationssatzes bendtigt; es ist
aber auch von unabhéngigem Interesse. Fiir lediglich stetige F' kann die Aussage
falsch sein. So gibt es stetige und surjektive Abbildungen F : [0, 1] x {0} — [0, 1],
die flichenfiillende Kurven parametrisieren, siche Bemerkung IX.5.11 in [2].

LEMMA 3.35. Seien U C R™ offen, F € CY(U,R™) und N C U eine \p,-
Nullmenge. Dann liegt F(N) in einer \,,-Nullmenge.

BEWEIS. Lemma 3.34 impliziert,® dass U die Vereinigung von abgeschlossenen
Intervallen J,, C U mit rationalen Ecken fiir n € N ist. Also liegt F/(N) in der Menge
o, F(NnNJ,), und es reicht zu zeigen, dass jedes Bild F'(N N J,) in einer \,,-
Nullmenge liegt. Wir schreiben J statt J,,. Da J C U abgeschlossen und beschrankt

3Dieser Beweis wurde in der Vorlesung ausgelassen; der eindimensionale Fall wurde in einer
Ubung behandelt.
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ist, folgt seine Kompaktheit aus dem Theorem von Bolzano—Weierstrafl 2.44 in
Analysis 2. Deswegen ist F' auf J laut Satz 3.23 aus Analysis 2 Lipschitz stetig
mit einer Konstante L > 0, wobei wir wie im vorherigen Beweis auf R die
Maximumsnorm wahlen kénnen.

Nach Bemerkung 3.2 gibt es fiir jedes feste & € N solche Wiirfel W;, € J,,, mit
Kantenldnge r;, > 0 fiir j € N, dass sie die Nullmenge N N J iiberdecken und
die Summe ihrer Mafle kleiner gleich 1/k ist. Somit liegt das Bild F/(N N J) in
der Vereinigung U; F'(W;). Wie in Teil 1) des vorherigen Beweises ist F'(WW; ;)
eine Teilmenge eines Wiirfels W, mit Kantenlénge Lr;, sodass F'(N N J) in der
Borelmenge V}, := U; W enthalten ist. Wir folgern wir die Abschétzung

m

[oe} o0 L
Am(Vi) <D OL™r = L™y Ap(Wiie) < v
=1 =1

Also liegt F'(N N .J) in der Borelmenge V' = N,y Vi mit Ma$ 0. O

Die grofite offene Teilmenge einer Menge A C R™ ist ihr Inneres A°, das durch
A°={x € A|Fr >0: B(z,r) C A} gegeben ist, siche Satz 2.22 aus Analysis 2.
Diese Menge kann leer sein, auch wenn \,,,(A) = oo ist; etwa im Falle A = R™\ Q™.

Wir formulieren nun den Transformationssatz, der die Substitutionsregel (3.11)
auf Borelmengen im R™ zeigt. Hierbei benétigt man die Standardvoraussetzungen
an die zu integrierende Funktion f auf einer Borelmenge B, die das Bild einer Borel-
menge A unter einer C'-Funktion ® ist, und dass die Einschrinkung von ® auf das
Innere von A ein Diffeomorphismus ist. Die einzige technische Zusatzvoraussetzung
ist, dass A\ A° eine \,,-Nullmenge ist. Dies kann man aber meist leicht nachpriifen
und schlieBt nur recht ‘wilde’ Borelmengen A aus, die einen Rand 04 D A\ A°
mit positiven Mafl haben.

Die Hauptschwierigkeiten bei der Anwendung des Satzes sind das Finden einer
geeigneten Transformation ® mit den bendtigten Eigenschaften, die Bestimmung
des Parameterbereichs A mit ®(A) = B, sowie die eigentliche Integration. Man
beachte, dass ® auf A nicht injektiv sein muss und det ®'(z) bei x € A\ A°
verschwinden kann. Unten und in den Ubungen diskutieren wir einige typische ®.

THEOREM 3.36. Seien U C R™ offen, ® € CY(U,R™) und A € B,, mit AC U
so, dass X := A° nichtleer und A\ A° eine \,,-Nullmenge ist. Ferner sei ® auf X
injektiv, die Menge B := ®(A) liege in B, und det ®'(z) # 0 fir jedes x € X. Dann
ist Y = ®(X) offen in R™, & : X — Y ein Diffeomorphismus und A\p,(B\'Y) = 0.

Fiir gegebenes f : B — R definieren wir g : A — R; g(x) = f(®(x)) |det(P'(z))].
Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Sei f: B — [0, 00| messbar. Dann erhalten wir die Transformationsformel

| i@y = [ f(@())|det ()] da. (3.11)

b) Sei f: B — R messbar. Dann ist f genau dann auf B integrierbar, wenn g
auf A integrierbar ist. In diesem Fall gilt auch die Gleichung (3.11).
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BEWEIS. 1) Zunéchst implizieren Korollar 3.37 in Analysis 2 und die Vor-
aussetzungen, dass Y = ®(X) offen und die Einschrinkung ® : X — Y ein
Diffeomorphismus ist. Auf Grund der Annahmen sind f und g messbar. Weiter liegt
die Borelmenge B\ Y im Bild ®(A\ X'). Wegen der Voraussetzungen \,,(A\ X) =0
und ® € CY(U,R™), liegt ®(A \ X) nach Lemma 3.35 in einer \,,-Nullmenge. Also
hat B\ Y das Lebesguema$l 0. Geméfl Lemma 3.6 reicht es somit, die Behauptung
fiir A= X und B =Y zu zeigen. Wir betrachten nun ® nur noch auf X. Ausgehend
von Lemma 3.34 zeigen wir im Folgenden die Behauptung in den Schritten der
Integraldefinition.

2) Laut Lemma 3.34 gilt die Ungleichung
wo(J) = A (@(J)) < / |det @' (x)| dx =: vy (J)
J

fiir alle Intervalle J aus einem Erzeuger £ von B(X). Weiter kann man die so
definierten Abbildungen po, v : € — [0, 00) zu Mafien p bzw. v auf B(X) fortsetzen,
wie wir zu Beginn des Abschnittes gesehen haben. Theorem I11.4.5 von [3] (eine
flexiblere Version unseres Maffortsetzungsatzes 1.19) liefert duBere Mafle p* und v*
auf P(X), die py bzw. vy fortsetzen und deren Einschréankungen auf B(X) Mafe
sind. Nach dem Mafeindeutigkeitssatz 1.20 stimmen diese Einschrankungen mit p
bzw. v tiberein, da das System & aus Lemma 3.34 die Bedingungen A) und B) in
Theorem 1.20 erfiillt. Aus der oben abgesetzten Ungleichung und Formel (I1.4.6) in
[3] (das Analogon zu unserem (1.10)) folgt dann die Ungleichung p*(A) < v*(A)
und damit u(A) < v(A) fir jedes A € B(X).

3) Sei nun f : Y — Ry einfach. Es gibt also Zahlen z; > 0 und Mengen B; in
B(Y) fir j € {1,...,n} mit f =37, z;1p,. Wir setzen A; = ®7'(B;) € B(X).
Dabei liegt = genau dann in A;, wenn ®(z) in Bj; ist. Schritt 1) impliziert jetzt

/Y fly)dy = Zn:zj)\m(Bj) = i:szm(®<Aj Z]/ Ly, |det @'| dx

7j=1

_/ ZZJILB )) |det @ (z |dx—/ F(®(2)) |det @' ()] da.

4) Sei weiter f : Y — [0, oo] messbar. Nach (2.4) gibt es dann einfache Funktionen
fn Y = Ry, die die Ungleichung f,, < f,4+1 fir jedes n € N erfiillen und fir
n — oo punktweise gegen f streben. Wir setzen g, = (f,, o @) |[det ®'| : X — R>q
fir n € N. Alle g, sind messbar und gentigen den Beziehungen ¢, < ¢,.1 und
g = lim,,_,, g,. Levis Theorem 2.21 und Teil 3) liefern somit die Ungleichung

[ty =ltm [ fu)dy < lim [ gu@)de= [ f(@() [det @'(x)]do.

5) Im entscheidenden Schritt nutzen wir die dem Problem innewohnende Sym-
metrie, um oben eine Gleichung zu erhalten. Wir wenden Teil 4) auf die messbare
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Funktion g : X — [0, 00] und den Diffeomorphismus ®~! : ¥ — X an und erhalten

[ a@)dw < | (@7 (y) det(@7Y (y) dy = [ f(y)|det '(x)]|det @'(x) ! dy

ZLfy

Hier geht die Gleichung g(®~!(y)) = f(y) |det ®'(z)| fir z = ®~!(y) ein. Zusammen
mit Schritt 3) und g = (f o ®) |det | haben wir Behauptung a) gezeigt.

6) Sei schlieBlich f : Y — R integrierbar. Aussage a) impliziert zunéchst

oo>/fi dy—/fi ) |det @' (x \dx—/gi )dx.
Also sind g+ und damit g integrierbar. Die Formel (3.11) folgt nun mit a) durch

Aﬂw@:Aﬁ@@—Aﬁ@@=mew—4mwmzéamm

7) Sei g : X — R integrierbar. Wie in Teil 5) gilt dann (g o ®~1) |det(®~1)| = f
und diese Funktionen sind geméf Schritt 6) fiir g und ®~! integrierbar. U

Mittels des Transformationssatzes 3.36 und Lemma 3.33 konnen wir die (recht
einfachen) affinen Transformationen duchfithren.

BEISPIEL 3.37. Seien v € R™ und T € L(R™) mit detT" # 0 gegeben. Sei
A € B, mit \,,(A\ A°) =0, A°# (), B=v+TA und f: B — R integrierbar,
beziehungsweise messbar und nichtnegativ. Dann liegt B in B, und es gilt

/Bf(y)dy:]detT|/Af(v—|—T:c)dx.

Als Beispiel betrachten wir die Streckung z +— T'z := Az auf R™ mit einem festen
Faktor A > 0. Hier ist det 7" = A™. Fiir integrierbares f : B(0, \r) — R folgt

/B(O,r)f()\x)dx—)\ /OM y) dy. 0

Als néchstes diskutieren wir die wichtigste Transformation, die m-dimensionalen
Polarkoordinaten. Wir hatten in Analysis 2 schon die Féalle m = 2 (siche Bei-
spiel 3.38) und am Rande m = 3 (in Beispiel 3.44) besprochen. Allerdings verschie-
ben wir nun den Definitionsbereich der Koordinate ¢.

BEISPIEL 3.38. Sei m > 2. Fiir die Koordinaten (r, p,01,...,0m_2) =: (1,¢,0) €
R™ =: U definieren wir die Transformation
r cos(p) cos(by) cos(fz) - - - cos(0,,—2)
rsin(p) cos(by) cos(#z) - - - cos(0,,_2)
6 6

rsin cos -+ cos(0,,—
O, :R™ = R™ &, (r,¢,0) = (61) cos(602) (Om—2)

T sin(97.n,3) cos(0pm—2)
rsin(6,,_2)
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ABBILDUNG 3.3. Kugelkoordinaten im R?

wobei ®q(r, ) = (rcose,rsiny) gilt. Fir m = 3 entspricht hier ¢ € (—m,7]
dem Langengrad und 6 = 6, € [—7/2,7/2] dem Breitengrad auf der Sphére mit
Radius r > 0, vergleiche Abbildung 3.3. Offenbar liegt ®,, in C*°(R™ R™). Weiter
benotigen wir die Hyperhalbebene und den offenen Koordinaten-Quader

Hyoi = (—00,0] x {0} x R™™*  bzw. Qp_1:= (—m,m) x (=5,2)"2,
wobei Hy = (—00,0] x {0} und @y = (—m,7) sind. Dann gelten die Aussagen
a) &, : Ry X Q1 — R™ ist injektiv, |D, (7, 0,0)|, =T,
b) @, (Ry X Q1) = R™ \ Hy,, ®,,,((0, R) X Q1) = B(0, R) \ Hp1,
0) Bp(Rop X G t) = R™,  @,0([0, 7] x Q1) = B(O, ),
d) det @ (r,0,01,...,0m _2) = 1" cos(h) cos®(0z) - ... - cos™ (0, _2), (3.12)
fiir alle (r,¢,0) € Rs>g x R™! und R > 0. Speziell erhalten wir
det ®5(r,p) =r  und det ®4(r, ¢, 0) = r? cos 6.
Wir setzen weiter
Wy _o(0) = cos(61) cos®(6y) - ... - cos™ %(0,,_).

Gemafl Behauptung a) liegt ®,,(r, ¢, #) auf der Sphére um 0 mit Radius r. Ferner
ist det @/ positiv auf R, X @Q,,,_1, sodass ®,, : Ry XQ,,—1 — R™\ H,,,_; diffeomorph
ist (siche Korollar 3.37 in Analysis 2). Man beachte, dass det !, (r, ¢, 0) fiir r =0
oder |0;| = /2 verschwindet und z.B. ®(r, —m,0) = ®(r, m, 0) ist.

BEWEIs. Wir zeigen die obigen Aussagen per Induktion, die auf der Beziehung

Dy (r,0,0') = (@m(r, #0) cos 9m1> (3.13)

rsin0,,_;
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fir alle (r,p,0') € Rsg x R x R™ ! mit ¢ = (6,0,,_1) und m > 2 beruht. Der Fall
m = 2 folgt aus den Beispielen 3.16 und 3.38 in Analysis 2. Wir nehmen an, die
Behauptungen a)-d) wiirden fiir ein m > 2 gelten.

a) Zundachst ergibt sich aus (3.13) und der Induktionsvoraussetzung die Gleichung
|Pins1 (7,0, 0)]3 = €08” (O [ i (7, 0, 0) |3 + 77 sin* (B g) = 1

fiur alle (r,¢,0) € R>o x R™, sodass der zweite Teil von Aussage a) gezeigt ist.

Fiir Koordinaten (7, ¢,0) und (7, g, 9/) in Ry x @, gelte weiter ®,,.1(r, p,0") =
®,,11(7, 5, 5/). Nach dem eben Gezeigten ist r gleich 7. Da der Sinus auf (—7/2, 7/2)
injektiv ist, folgt dann aus der letzten Zeile von (3.13) die Identitat 6, 1 = O,1.
Ferner ist der Kosinus auf (—7/2,7/2) positiv, sodass die ersten m Zeilen von
(3.13) und die Induktionsvoraussetzung die Gleichheit (¢, ) = (@, 0) liefern. Also
ist ®,,11 auf Ry x @, injektiv.

b) Sei der Punkt 2/ = (z,2,,.1) in R™*\ H,, gegeben. Daraus folgt = # 0.
Um das Urbild von 2’ unter ®,,,; zu konstruieren, setzen wir r = |2/|s > 0 und
Opm—1 = arcsin(x,,41 /1) € (—m/2,7/2). Somit gilt x,,,1 = rsin b, ;. Wir definieren
weiter y = (cosf,,_1) 'z € R™ \ H,,—1. Dieser Vektor hat auch das Langenquadrat

|z |3 r?— a2 r?2 —r?sin6,,_4 )

|y|g = 2 = i 2 - 102 =r
cos?6,,.1 1—sin“6,,_; 1—sin“6,,_1

Geméf Induktionsvoraussetzung gibt es Winkel (¢, 0) € Q,,—1 mit ®,,(r,¢,0) =y
und somit & = cos(0,,—1) Py, (1, ¢, 8). Die Beziehung (3.13) zeigt nun die gewtinschte
Gleichung ®,,,1(r, ¢,0") = 2’. Den zweiten Teil von b) und die Behauptung c)
beweist man ahnlich. (Verwende ®,,(0) = 0 und arcsin(+1) = +m/2.)

d) Sei wieder (r,p,0") € Rsy x R™. Ausgehend von (3.13) berechnen wir die
Jacobimatrix von ®,,,1 in m plus 1 Blockform als

, N [€0S(Om_1) @, (r,0,0) —sin(b—1) Cn(r, p,0)
Py (1,0,0') = (sin(@m_l) 0O --- 0 7 coS(0p_1)

Wir entwickeln die Determinante dieser Matrix nach der letzten Zeile und erhalten
det @), (14,0
= (=1)"*2sin(f,,_1) det J + (—1)*"*?r cos(0,_1) det[cos(O_1) P, (7, ©, 0)]
= (=1)"*2sin(f,,_1) det J 4+ 7 cos™ (O, _1) 1™ wp,_o(6),
wobei auch die Induktionsvoraussetzung einging und wir
J = (cos(@m,1)8¢7g®m(r, 0, 0) —sin(0,,—1) Py (r, 90,9)) € L(R™)

gesetzt haben. Nun gilt ®,,(r, ¢, 0) = 70,P,,(r, ¢, 0), sodass wir mittels (m — 1)-
fachem Spaltentauschen und der Induktionsvoraussetzung die Beziehung

det J = —(=1)""cos™ HB,,_1) rsin(f,, 1) det @/ (r, ¢, 0)

= (=1)™r™ cos™ H(Op_1) sin(p_1 )wWy—2(6)
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herleiten kénnen. Zusammen genommen folgt nun wie gefordert
det @/, (r,0,0") = 1™ wy—2(0) cos™  (On—1) (sin® (1) + c08* (1))
= "Wy —1(6). O
Als eine Standardanwendung berechnen wir das Volumen von Kugeln.

BEISPIEL 3.39. Das Volumen der m-dimensionalen Kugeln um 0 ist

m/2
m/2 TR™ m gerade
— ™ (m/2)! ’
An(B(0,R)) = =—————~R™ = 1
(g +1) %Rm, m ungerade,

fir R > 0. Die Gammafunktion I' wurde in Beispiel 3.32d) wiederholt. Laut
Beispiel 1.28 in Analysis 2 und Beispiel 3.42 unten gentigt sie den Beziehungen

r1)=1 r@E)=+vr, al(z)=T(x+1), T(n+1)=n! (3.14)

fir alle n € N und = > 0. Aus diesen Eigenschaften folgt induktiv die zweite obige
Gleichung fir A,,,(B(0, R)). Wir erhalten ferner

,ﬂ_m/2 B 2,7Tm/2 B 21
rZ2+1 ml(%) m

fiir m € N. Es gelten insbesondere k1 = 2, ko = m und k3 =

BEwEIs. Wir wollen den Transformatlonssatz 3.36 und dle obigen Aussagen
iiber ®,, verwenden. Zunichst ist die Menge B(0, R) abgeschlossen und damit
Borelsch. Sie ist das Bild ®,,(A) der Borelmenge A = [0, R] X (),—1. Auf dem
Inneren A° = (0, R) X Qy,—1 ist ®,, injektiv und hat eine positive Determinante.
SchlieBlich ist die Differenz A\ A° die endliche Vereinigeung von Teilmengen von
Hyperebenen und damit eine Nullmenge. Somit liefern Theorem 3.36, die Formel
(3.12) und Fubinis Theorem 3.29a) die Gleichungen

)\m(B(O,R)):/(O )1dy:/ |det @' (z)] dz

_ / / /7r/2 /w/2 “teos(0y) -+ cos™ 2 (Om2) Ay o - -+ A dpdr

/2
/2 2 e [
:/ rm_ldr/ 1dg0H/ cosktdt:IRmHQ/ cos® t dt.
0 — pe1 /T2 m k=1 70

Die Zerlegung in skalare Integrale wurde in einer Ubung diskutiert. Fiir m = 2 ist
dabei das Produkt [] gleich 1 gesetzt. Die abgesetzten Formeln zeigen die letzte
Gleichung in (3.15). Wir bezeichnen weiter das letzte Integral mit [, fir k € Ny. Es
gelten Iy = /2 und I; = 1.* Fiir k > 2 liefert partielle Integration die Rekursion

Ko = Am(B(0,1)) =

/( o tna(6)00 (315)

471'

w/2
I, = / cos® () cos(t) dt
0

“Die folgenden Rechnungen waren nicht Teil der Vorlesung; zum Teil waren sie Gegenstand
einer Ubung in Analysis 2.
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/2 s
= (k- 1)/ cos"2(t) sin?(t) dt + cos* () sin(t) 0/2
0

=(k-1) /O7T/2 cost2(t) dt — (k — 1) /07r/2 cos®(t) dt,

I, = b ’ 1]k_2.
Daraus folgen nun fiir gerade m die Gleichungen
I _m—1 :(m—l)(m—S)I :.“:(m—l)(m—S)'...-lz
" me m(m—2) "* mm—2)-...-2 2
m— 2 (m —2)(m —4) (m—2)(m—4)-...-2
I, 1= Iy 3= Iy 5=---= - 1.
m—1 (m—1)(m —3) (m—1)(m-3)-...-3
Analog gelten fiir ungerade m
(m—1)(m—3)-...-2 (m—2)(m —4) 3

I = m(m—2)-...-3 (m_l)(m_?’)'::::QQ.

Zusammen erhalten wir
Qm]mfm,l = T.

Wir zeigen nun die Formel (3.15) fir k,,, = A\,,,(B(0, 1)) per Induktion iber m. Fiir
m = 1 und m = 2 gilt sie auf Grund von (3.14) und Beispiel 3.27. Die Behauptung sei
fiir ein m erfiillt. Dann liefern die obigen Resultate und die Induktionsvoraussetzung

omtlg om—lg dm
it = L-...- 1, = L. - I,_ Ly 11,
Fom+2 m + 2 ! m ! *m + 2 !
27 Tm/2 T WMTH
Tmt2 T (R B2 I
Genauso schliefft man vom Fall m — 1 auf m + 1. O

Wir wenden die Polarkoordinaten auf radiale Funktionen an, wofiir sie besonders
geeignet sind.

BEISPIEL 3.40. Seien () # I C Ry ein Intervall, a = inf I, b=supl und ¢ : I —
R eine messbare Funktion. Wir definieren die Kugelschale S = {z € R™||z|, € I}
und die radiale Funktion

fr8=Ry f(z)=d(zly).

Nun ist f genau dann integrierbar, wenn die skalare Abbildung h : I — R;
h(r) = r™=1¢(r), integrierbar ist. In diesem Fall (oder wenn ¢ > 0 ist) erhalten
wir ferner die Gleichung

2ﬂ.m/2

/Sf(q:) de = I‘(m/Q)/a "L (r) dr. (3.16)
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Fir m € N\ {1} bezeichnen wir den Vorfaktor als

27Tm/2
m = - ms 3.17
T Dmpz) ™ (3.17)
vergleiche (3.15) und Beispiel 4.13. Speziell sind wy = 27 und w3 = 47. Fir m = 3,
o(r) = % und I = (0, R) ergibt sich z.B.

d R 2
/ —x:wg/ " 4r = 2nR?
BO.R\(0} |y 0

BEWEIS. Die Menge A := I X Q),,_1 liegt in B,,, A\ A° ist eine \,,-Nullmenge und
Beispiel 3.38 impliziert die Gleichung ®,,(A) = S. Weiter ist ®,,, auf A° = I°xQ,,_1
injektiv, und dort ist det @/ positiv. Nach dem Transformationssatz 3.36 und (3.12)
ist somit die Integrierbarkeit von f dquivalent zu der der Funktion ¢ : A — R mit

9(r;0.0) = f(u(r,,0)) |det @, (r, @, 0)] = G(r)r™  wm—a(6).
Fubinis Theorem 3.29a) und (3.15) liefern weiter

Jlslate.0)= [lowlrar [ vdp [ (@) a0
:mﬁm/f|¢(r)|rm_1 dr.

Dies zeigt die Behauptung zur Integrierbarkeit. Wenn wir die Betrage weglassen,
folgt entsprechend aus (3.11) die Formel (3.16) fiir das Integral. O

Man kann nun mittels Potenzfunktionen wichtige hinreichende Kriterien fiir die
Integrierbarkeit angeben. Man beachte die Dimensionsabhéngigkeit. Im letzten
Kapitel werden wir dies noch verfeinern.

SATZ 3.41. Sei f: R™ — R messbar und es gelte

/()] < { ’”“":%Zf’ 0 <lal, < 1} — ()

|ZE ) 1< |ZL”2
fiir Konstanten c¢,e > 0. Dann ist f integrierbar.

BEWEIS. Formel (3.16) liefert
1 o)
/ g(z)dz = Cwm/ r ey 4 cwm/ e dr

1 00
= cwm/ roi e dr + cwm/ roi7edr,
0 1

Die rechte Seite ist nach Beispiel 1.24 in Analysis 2 endlich. Satz 2.26 zeigt dann
die Integrierbarkeit von f. O

Wir berechnen noch den Wert eines der wichtigsten Integrale in der Analysis.



3.4. Der Transformationssatz 86
BEISPIEL 3.42. Es gelten die Formeln

I 1= / el 4 = /2 und  I(

[y
I
B

BewEIs. Fubinis Theorem 3.29 a) liefert

Jm:/ .../e_z% ..... e_xgndxl... dxm: (/e_tht> :J{n
R R R

Wir betrachten zunédchst den Fall m = 2. Mit Theorem 3.29 a) und dem Transfor-
mationssatz 3.36 fiir Polarkoordinaten berechnen wir

Ji=Jy = /R? =@ q(z,y) = /_ /0 e rdrde = 7T/OOO 2re™" dr

o0
:7r/ e *ds=m,
0

wobei wir auch s = r? substituiert und am Ende Beispiel 1.24 in Analysis 2
verwendet haben. Also gilt J; = /7 und folglich die erste Behauptung. Mit der
Substitution ¢ = s? erhalten wir weiter

o) oo 9 00
L(3) =/0 t_l/Qe_tdt:/O e ds:/ e ds = /. O

S —00



KAPITEL 4

Oberflachenintegral und Integralsatze

In diesem Kapitel iibertragen wir den Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung, sowie die Regel der partiellen Integration aus Analysis 2 auf das
Lebesguesche Integral fiir A,,. Dabei treten Randterme auf, die im Eindimensiona-
len einfach durch die Differenz zweier Werte einer Stammfunktion gegeben waren.
Im R™ benotigt man hierfiir Oberflichenintegrale, die wir unten einfithren und
diskutieren. Dies erfordert zunéchst einige Vorbereitungen zu Hyperflachen, wobei
wir uns auf das Notigste beschranken. Wir betrachten stets Borelsche o-Algebren.

4.1. Etwas Differentialgeometrie

Wir wiederholen und ergénzen den Stoff, der in Analysis 2 von Definition 3.42
bis Bemerkung 3.45 behandelt wurde. Es sei durchweg m € N mit m > 2.

DEFINITION 4.1. Eine Menge M C R™ heifst (eingebettete) C'-Hyperfliche,
wenn es fir jedes x € M offene Mengen U,V C R™ und einen Diffeomorphismus
YV —= U so gibt, dass x in V liegt und die Gleichung

Y(VAM)=UnR"! x{0})
gilt. Die Abbildung v heifit dann Karte und V' Kartengebiet.

Fir m = 3 spricht man von Flachen und fiir m = 2 von Kurven statt von
Hyperflichen. Wenn in Definition 4.1 die Funktionen v fiir jedes z € M in C*(V, R™)
fir ein k € NU {oo} liegen, dann ist M eine C*-Hyperfliche. Man kann in der
Definition statt R™~! auch allgemeiner R' mit [ € {1,...,m — 1} betrachten und
erhélt dann ‘/-dimensionale Untermannigfaltigkeiten” des R™. Bei uns ist [ = m — 1.

Der obige Begriff besagt, dass man eine C*-Hyperfliche lokal um jeden Punkt zu
einem Hyperebenenstiick im R™ glatt ‘aufbiegen’ kann und dabei eine Umgebung
im R™ diffeomorph mitabbildet. Dies veranschaulicht Abbildung 4.1. Man braucht
diese ‘lokale’ Begrifflichkeit sowohl fiir die Beweise (z.B. von Satz 3.43 in Analysis 2)
als auch um Hyperflichen darzustellen (siehe Beispiel 4.13 unten).

Sei R > 0 und § € (—1,1). Die Sphére S := {z € R™| |z — R*> = 0} und
die in S offene Sphérenkappe Ss := {z € S|z, > R} sind C'-Hyperflichen,
vergleiche Teil 1) von Bemerkung 4.3a). Diese Beispiele sollte man vor Augen
haben. Die abgeschlossene Kappe S5 = {z € S|z, > R} ist wegen der relativen
Randpunkte mit x,, = dR keine C'-Hyperfliche in unserem Sinne. Weiter schliefit

87
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R

ABBILDUNG 4.1. Eine C'-Hyperfliche M mit einer Karte 1 und
einer Parametrisierung F'.

Definition 4.1 Objekte mit Ecken, Kanten, Spitzen, Schlitzen, Selbstbertihrungen
und -durchdringungen aus. Definition 4.14 wird aber einige dieser Falle abdecken.

Fir die Integrationstheorie ist es wichtig, die Hyperfliche M mit abzéhlbar vielen
Kartengebieten V' zu tiberdecken. Dabei kann man auch Mengen V' mit weiteren
Eigenschaften auswéhlen.

BEMERKUNG 4.2. Sei M eine C''-Hyperflache.

a) In Definition 4.1 kann man das Kartengebiet V' durch eine offene und beschrank-
te Teilmenge Vp mit Vo C V und z € Vj ersetzen, sowie das Bild Uy := (Vo) C U
verwenden, wobei Uy wegen der Stetigkeit von ¢~ offen ist. Wenn man hier den
Index wieder weglaBt, erfillen V und U nach wie vor die Eigenschaften in der
Definition und sind zusétzlich beschrankt. Weiter besitzen dann ¢ und v ~! samt
ihrer Ableitungen stetige Fortsetzungen auf V bzw. U (und sind damit nach dem
Satz vom Maximum beschrankt). Auf diese Weise kann man auch erreichen, dass
V' ein Quader oder eine Kugel ist.

b) Es gibt abzdhlbar viele Karten ¢; : V; — ﬁj, j € J, wie in Definition 4.1
derart, dass M in U;c; V; liegt. Somit ist M = U,c, wj’l(ﬁj N(R™! x {0})) in B,
enthalten. Dabei kann man Kartengebiete V; wie in Teil a) verwenden.

BEWEIS. Wir wéhlen fiir jedes x € M eine Menge V, wie in Definition 4.1. Die
Vereinigung O aller V,, ist laut Satz 2.20 in Analysis 2 offen. Wir setzen nun

A, = {x €O ’ |z < n, d(x,00) = yie%f;) |z —yla > l/n}

fir n € N. Laut Bemerkung 2.35 in Analysis 2 ist die Abbildung x — d(x,90)
stetig auf O und verschwindet nur auf 0. Somit ist jede Menge A,, abgeschlossen
und offenbar beschrankt. Ferner ist O die Vereinigung aller A,,.

Wir definieren weiter M,, = A,NM fir n € N. Jeder dieser Mengen ist beschrénkt.
Sei (z;) eine Folge in einem M, die in R™ gegen einen Punkt # konvergiert. Dann
liegt & in A,, und damit in O. Deswegen ist Z in einem Kartengebiet V mit der
zugehorigen Karte lﬁ enthalten. Fiir jedes gentigend grofie ¢ befindet sich auch der
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Punkt 2; in der offenen Menge V, und er erfiillt ¢ (z;) € R™ ! x {0} als Element
von M. Im Grenzwert erhalten wir also ¢ (%) € R™! x {0}, sodass # in M und
folglich in M,, = A,, N M liegt. Deshalb ist M, abgeschlossen und somit kompakt
laut Theorem 2.44 von Bolzano—Weierstrafl in Analysis 2.

Da M, von den offenen Mengen V, zu x € M, tberdeckt wird, liefert Theo-
rem 2.46 von Heine-Borel aus Analysis 2 endliche viele V,, =:V,, ;, deren Vereini-
gung M, umfasst. Somit liegt M in der (abzédhlbaren) Vereinigung aller Mengen
Ve = V; (mit j € J) und also auch in e, wj_l(ﬁj N (R™1 x {0})) fir die
zugehorigen Karten ¢; : V; — ﬁj. Die andere Inklusion gilt laut Definition 4.1. [J

c) Sei M kompakt. Dann kann man mittels Theorem 2.46 aus Analysis 2 in
Teil b) eine endliche Indexmenge J wéhlen. O

Es gibt drei weitere dquivalente Beschreibungen von C'-Hyperflichen, wie wir
fiir m = 3 in Satz 3.43 aus Analysis 2 bewiesen hatten. Die dortigen Beweise iiber-
tragen sich leicht auf beliebige m > 2. Wenn man zudem wie in Bemerkung 4.2b)
argumentiert, erhalt man die folgenden Charakterisierungen. Fiir diese diskutieren
wir auflerdem Verfeinerungen und Spezialfille

BEMERKUNG 4.3. a) Eine Teilmenge M des R™ ist genau dann eine C*-Hyper-
fliche, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt.
1) Es gibt abzéhlbar viele offene Teilmengen D; C R™ und Funktionen g¢; €
CY(D;,R) fir j € J; derart, dass Vg;(x) # 0 fir alle 2 € D; und
M;=MnND;={x e Dj|g;(x) =0}

fir alle j € J; gelten, sowie M = ;e , M; ist.
2) Es gibt abzihlbar viele offene Teilmengen I; C R und U} C R™ 1 Abbildungen
h;€ C'(U7, R) und Indizes i(j) € {1,...,m} fir j € J, derart, dass h;(U}) C I,

M;:=MnZ={zecr"

#10) ¢ Ul 25 = hj@z‘(j))}
fir alle j € J, und M = Ujcy, M; gelten. Dabei schreiben wir ' =

.....

3) Es gibt abzahlbar viele offene Teilmengen U; C R™ ! und W; C R™ und
Abbildungen F; € C1(U;,R™) fiir j € J3 derart, dass

F;:Uj — M; = MNW; bijektiv
mit stetiger Inversen und Rang F'(t) = m — 1 fiir alle ¢t € U; und j € J;5 ist,
sowie M = Uje,, M; gilt. Man nennt F} : U; — W, Parametrisierung von M;.

b) Wie in Bemerkung 4.2 kann man in Teil a) annehmen, dass alle auftretenden
Mengen (aufler M) beschréankt sind und dass die gemachten Bedingungen auch
auf dem Rand der jeweiligen Definitionsbereiche gelten. Insbesondere sind dann
alle auftretenden Funktionen beschrankt. Weiter kénnen wir erreichen, dass die
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Mengen Dy, I}, U; und U; Quader oder Kugeln sind. Wenn M kompakt ist, konnen
zusatzlich die Indexmengen J; endlich gewahlt werden.

c) Sei Fj : U; — W; eine Parametrisierung. Wie im Beweis von Satz 3.43 in
Analysis 2 kann man dann fiir jedes ty € U; eine zugehorige Karte ¢; : V; — ﬁj
so wahlen, dass to € U; N (R™! x {0}) =: U;p € U; und Y (t,0) = Fy(t) fir
alle t € U, gelten. Man kann dann U; durch Uj ersetzen. Diese Situation ist in
Abbildung 4.1 dargestellt.

d) Im Falle einer Darstellung als Graph von h; =: h : U — Z = U’ x I mit
i(j) = m in Aussage 2) von Behauptung a) erhalten wir die Ausdriicke

t

FO=(4y): 0= “ha)e S0 =m—n) )

firt e U CR™ ! bzw. = (2/,2,,_1) € Z CR™ ! x R. (Sieche den Beweis von
Satz 3.43 in Analysis 2.) O

Parametrisierungen spielen in der Integrationstheorie die wichtigste Rolle, wobei
Graphendarstellungen Beweise vereinfachen konnen. Wie wir schon in Beispiel 3.44
aus Analysis 2 gesehen haben, brauchen wir aber oft mehrere Abbbildungen Fj
bzw. h; um eine Fléche zu beschreiben, siehe auch Beispiel 4.13 unten fiir den
Fall der Sphéare. In den Beispielen vor Bemerkung 4.2 haben wir eine Darstellung
durch Nullstellenmengen fiir g(z) = |z|3 — R* mit D = R™ \ {0} bzw. D =
{z € R"\ {0} |z,, > dR} verwendet. Im Gegensatz zu den Parametrisiecungen
kommt man hier bequemerweise mit einer Abbildung aus. Zur weiteren Illustration
betrachten wir nun Teilmengen von Sphéren, die man als einen Graphen oder
durch eine Parametrisierung darstellen kann. In beiden folgenden Beispielen gelten
tibrigens die in Bemerkung 4.3b) genannten Eigenschaften nur zum Teil.

BEISPIEL 4.4. a) Die obere Halbsphére Sy = {z € R™||z|s = R, z,, > 0} ist
der Graph von h(z') = (R? — |2/[3)'/? fir 2/ € B(0, R) C R™ L.

b) Die geschlitzte Sphére S’ = S\ ((—oo, 0] x {0} x Rm_2) mit Radius R > 0
wird durch die sphdrischen Koordinaten F(p,0) = ®,,(R, ¢, ), also durch
cos(y) cos(6q) cos(0s) - - - cos(bp—2)
sin(p) cos(6y) cos(by) - - - cos(0y—2)

sin(#1) cos(0s) - - - cos(6,,,—
F:U—=R™ F(p0,....0ms) =R ! <2,) (rn—z)
sin(6,,_3) cos(0,,_2)
Sin(@m_g)

mit U = (—m,7) X (=5, %)™ ? parametrisiert, vergleiche Beispiel 3.38. (Fiir m = 2

fallen dabei die Variablen 6 weg.) In der Tat zeigen die Aussagen in diesem Beispiel,
dass F: U — S’ bijektiv mit einer stetigen Inversen ist und dass F' € C'(U,R™)
eine Jacobimatrix mit vollen Rang besitzt. O
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Wie in Bemerkung 3.45 aus Analysis 2 kann man die obigen Darstellungen
benutzen, um Tangentialhyperebenen und Normalenvektoren zu erklaren. Diese
Begriffe vertiefen wir hier nicht, verwenden jedoch Normalen in Abschnitt 4.3.

BEMERKUNG 4.5. Sei M eine C'-Hyperfliche, die bei 2 € M wie in Bemer-
kung 4.3 a) beschrieben ist, wobei wir den Index j weglassen.

a) Die Tangentialhyperebene T, M an M bei F(t) = x wird durch 0, F(t), oder
durch (eg, gh(2’))T in der Graphendarstellung, fir k € {1,...,m — 1} aufgespannt.

b) Eine Normale an M bei x ist durch Vg(x), oder durch (=Vh(z'),1)T in der
Graphendarstellung, gegeben. O

4.2. Oberflaichenintegral

Wir definieren unten das Oberflichenmaf und -integral zuerst auf einem (offenem)
Flichenstick My, = F(U) C R™ mit der Parametrisierung F' : U — W. Die
Abbildung F ‘biegt’ hier die flache Menge U C R™"! zu M, auf. Dabei kann der
Flacheninhalt lokal verzerrt werden. Diese Verzerrung wird durch die Wurzel der
Funktion gr(t) = det(F’(¢)TF'(t)) beschrieben. Die Matrix F'(¢)TF'(t) € L(R™)
ist symmetrisch und auch positiv definit, da F”(¢) wegen des vollen Rangs auch
injektiv ist, also (B (£)TF'(t)v|v) = |F'(t)v|3 > 0 fir v € R™ 1\ {0} gilt.

DEFINITION 4.6. Sei F': U — W eine Parametrisierung. Dann heifit
gr(t) = det(F'(t)TF'(t)) > 0
die Gramsche Determinante von F. Fir m = 3 ergibt sich
O Fy(t)0o F5(t) — 01 F5(t) 0o Fo(t)

gr(t) = [ F(t) x O, F ()2 = || 0y F5 ()0, 1 (t) — 0y F1 ()0, Fy(1)
81F1(t)82F2(t) — 81F2(t)(92F1(t)

Fir m = 3 steht das Vektorprodukt 0y F(t) x O, F (t) senkrecht auf der Tangen-
tialebene T M bei F(t) und seine euklidische Norm ist gleich der Fléche des von
01 F(t) und 0, F (t) aufgespannten Parallelogramms, siche Abschnitt 5.2 in [4]. Wir
besprechen zunéchst die fiir diese Vorlesung wichtigsten Beispiele.

2

2

BEISPIEL 4.7. a) Sei R > 0. Fur die geschlitzte Sphéare S’ mit der Parametrisie-
rung aus Beispiel 4.4 b) gilt gr(p)Y/? = R fiir m = 2 und
3

gr(p,0)2 = R™ ' cos(0y) cos?(fa) - ... - cos™ *(0n_2) (4.2)
fiir (p,0) € (—m,7) x (=5,%)™ ? und m > 3. Im Falle m = 3 erhalten wir also
1

gF(QO’8>§ = R2 COS(Q), (QO’9> € (_ﬂ-’ﬂ-) X (‘% %)

BEWEIS!. Man priift fiir m = 2 die Gleichung gr(¢) = R? leicht nach. Die
Behauptung gelte fiir ein m > 2. Wir schreiben voriibergehend F,,, statt F'. Fiir

n der Vorlesung wurde die Behauptung nur fiir m = 3 bewiesen.
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0" = (0,0m-1) € (—%,5)" ", wobei 0 fiir m = 2 wegfallt, erhalten wir
~ [cos(6 ,9)
Foa(p,0') = ( Rsm ) und
, _ [cos(6 6) —sin(@y,—1) Fo (@, 0)
Fna (0,6 = ( Rcos(0p,_1) '
Mit den Abktirzungen ' := (¢,0’) und ¢ := (¢, ) folgen daraus die Identitaten
Frn ()TF, 4 (1)
B c08? (01 )L (1)TE) (t) —sin(0,_1) cos(0p 1) F ()T E,,(t)
— \—=sin(0n_1) co8(Or 1) Frn()TEL () sin?(0_1)|Fm(t)]3 + R? cos?(0,,-1)

c08* (Om—1) F7,()TF, (1) 0 _
(IR )

wobei wir die Gleichung R*=|F,, (¢, 8)|3 und ihre Konsequenz 0 = 0,9 | Fy, (¢, 0)|3 =
2F(p,0)TF (p,0) € L(R™ R) verwenden. Eine Entwicklung der Determinante
und die Induktionsvorrausetzung liefern die Behauptung durch
P (9,0) = det G = (=1)"" R cos™™*(0n—1) 9., (. 0)
= R*cos*(61) - ... cos® *(Op_2) cos® 2 (Op_1). O
b) Im Graphenfall F(t) = (¢, h(t))T fir t € U, wobei U C R™! offen und
h € CY(U,R) ist, ergibt sich die Beziehung
grt) =1+ |VA®):, tel. (4.3)
BEWEIS. Zunachst berechnen wir
N n/ r_ [m—l _
G(t) = F'(O)TF(t) = (In-1 Vh(1)) - (Vh< t)T> — Iy + VA(t) - VA(1)T.

Wenn VhA(t) = 0 ist, erhalten wir wie behauptet gp(t) = det G(t) = 1. Andernfalls
ist VA(t) ein Eigenvektor von G(t) zum Eigenwert 1 + |[Vh(t)[2, da
G(t)Vh(t) = Vh(t) + VRh(t) (VR()|Vh(t)) = (1 + |Vh(t)|§) Vh(t)
gilt. Weiter stehe v € R™~!\ {0} senkrecht auf VA(t). Dann folgt genauso
G(t)v =v+ Vh(t) (Vh(t)|v) = v,

sodass G(t) den (m—2)-fachen Eigenwert 1 hat. Der Spektralsatz zeigt nun, dass G(t)
orthogonal dquivalent zu der Diagonalmatrix mit den Eintrigen 1+|Vh(t)|§ P |
ist (siche Abschnitt 5.6.2 in [4]). Nach dem Determinantenkalkiil ist demnach g (%)
das Produkt der Eigenwerte von G(t), also gp(t) = det G(t) = 1+ |Vh(t)[. O

c) Sei F': U — W eine Parametrisierung. Wenn wir U wie in Bemerkung 4.3 b)
wihlen, liefert der Satz vom Maximum Konstanten C, ¢ > 0 mit ¢ < gp(t)2 < C fiir
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alle t € U. In Beispiel a) fiir m > 3 ist hingegen die untere Abschitzung verletzt,
da die Winkel 6, sich +7 anndhern konnen. O

Wir definieren das Oberflichenmafl und -integral zuerst auf einem Hyperflachen-
stuck My = F(U) mit Parametrisierung F': U — W. Mittels F' soll auf das neue
Integral auf My durch ein Integral auf U beztiglich \,,_; eingefiithrt werden.

Zunéchst liegt My in B, gemiafl der Bemerkungen 4.3a) und 4.2b). Da auch
F~': My — R™ ! stetig ist und f = f o F o F~! gilt, ergibt sich die Aquivalenz

f: My — R ist messbar <= fo F:U — R ist messbar. (4.4)

Ferner ist f > 0 dquivalent zu f o F' > 0, und F(A) € B,, fir alle A € B(U).
Sei f: My — R messbar. Weiter sei f nichtnegativ oder fo F./gr : U — R
integrierbar. Dann definieren wir das Oberfldchenintegral auf My durch

/ fdo= [ flx)do(a /f Var(t) dt. (4.5)

Fir B € B(My) ist f = 1p messbar und A := F~!(B) liegt in B(U). Weiter gilt
1p o F = 14. Wir erhalten so das Oberflachenmaf auf My

ou (B) = o(B) = /MO Jleo—:/U]lB(F(t))\/gF(t) dt:/A\/gF(t) dt.  (4.6)

Diese Begriffe werden weiter unten in groflerer Allgemeinheit genauer untersucht.
Wir wollen sie zuerst mit einigen Beispielen illustrieren.

BEISPIEL 4.8. a) Es sei S_ = {x € 9B(0, R) | x5 > 0} C R? die hintere Halb-
sphiare mit der Parametrisierung F aus Beispiel 4.7a). Dann gelten S_ =
F((0,7) x (=7/2,7/2)) und gr(p,0) = R*cos® . Mit (4.2) und (4.6) berechnen
wir das Oberflichenmaf
w/2

T /2
o(s-) = [, 1do = /0 R? cos(9) d6 d = mR? sin(9)|

—m/2

=21 R%.
—m/2
Fiir die stetige nichtnegative Funktion f: S_ — R; f(z) = |z3| = R|sin 0|, ergibt
sich aus (4.5) entsprechend

w/2 /2
Fdo = / / 8))R? cos(6) df dp = TR / ,Isin(®)] cos(6) a0
S_ 2

71'/2 —r
w/2

/2
= 7rR3/ 2sin(#) cos(f) df = TR Sin2(0)‘0 = R®.
0
b) Seien R,b > 0. Wir setzen h(s,t) = b(l — R72(s? —I—t2)> fir (s,t) € B(0,R) =
U’ C R% Der Graph von h ist die Paraboloidfliche P mit Grundradius R und
Hohe b, vergleiche Abbildung 4.2 und Beispiel 3.28. Es gilt h'(s,t) = —2bR (s, t).
Somit berechnet sich der Oberflacheninhalt von P laut (4.3) und (4.6) als

:/ 1da:/ 1+ 42R4(s2 +2) d(s, )
P B(0,R)
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ABBILDUNG 4.2. Das Paraboloid aus Beispiel 4.8.

2m R RY [ 4?R72
= [Tde [ rVTE IR A = 2r Vitrdr
0 0 862 Jo
7'I'R4 2 3 42 R—2 4 2 % 3
= 7 5 (1T )7 :3bR((1+be) —(;;))

Hierbei haben wir zuerst Polarkoordinaten und dann die Substitution 7 = 46> R=4r2
im dr-Integral verwendet.

¢) Fiir m = 2 ist die Parametrisierung eine C'-Abbildung F : (a,b) — R?
und damit gilt gr(t) = |F’'(t)|3. Das Integral in (4.5) liefert hier einen Typ von
Kurvenintegral, der in Analysis 2 nur fir f = 1 (also fir die Kurvenlédnge) behandelt
worden ist. O

Sei nun M eine C'-Hyperfliche mit Parametrisierungen F} : U; — W; fiir j aus
J e {N,{1,...,k} |k € N}. Wir setzen M; = F};(U;) fir j € J. In Bemerkung 4.2
und vor (4.4) haben wir gesehen, dass M = U;c; M; ist und alle M; in B,
liegen. Geméfl Korollar 1.11 gelten also B(M) = {B € B,,| B € M} und B(M,) =
{B € B, |BC M,}. Fir B € B(M) ist somit der Durchschnitt B N M; fiir jedes
j € J in B(M;) enthalten. In (4.6) haben wir die Oberflichenmafle o; := oy, auf
B(M;) mit Gramscher Determinante g; := g, fiir jedes j € J definiert.

Um ein Mafl auf B(M) zu erkliren, muss man die Mafle o; auf M, geeignet
‘zusammenkleben’, wobei sich Mengen M tiberlappen kénnen. Dazu konstruieren
wir eine messbare Zerlegung der Eins zu einer gegebenen Folge von Borelmengen.

LEMMA 4.9. Seien A; € By, firjeJ, JE{N,{1,...,k} |k € N} und A=U;c;A;.

a) Dann existieren messbare Funktionen p; : A — R fir j € J mit

0<p; <1 aufA, 0; =0 auf A\ A und Zjngoj:IL auf A.

b) Fir gegebenes i € J kann man in a) solche Funktionen y; wihlen, dass
w; =14, und p; =0 auf A; fir j € J\ {i} erfillt sind.

¢) Eine Abbildung f : A — R ist genau dann messbar, wenn jede Einschrinkung
(©if)la; : Aj = R messbar ist.
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BEWEIS. a) Wie in Lemma 1.14 setzen wir A} = A; und A} = A; \ (A, U
~+UA; ) fiir j € J\ {1}. Dann sind die Mengen {A}|j € J} disjunkt und ihre
Vereinigung ist gleich A. Die Funktionen ¢; := 1 A j € J, erfiillen Behauptung a).

b) Wir wenden Schritt a) auf die Mengen A;, Ay,..., A;_1, Ait1,... an und
nummerieren dann wieder um.

c¢) Fir messbares f : A — R ist (p;f)|a, : A = R wegen Satz 2.5 und
Bemerkung 2.2 messbar. Umgekehrt ist mit (o;f)|4, auch die Nullfortsetzung o; f
und damit f = >>;c; p;f nach den Beispielen 2.6 und 2.10 messbar. O

Das folgende Resultat erlaubt unten die Definition des Oberflichenmafles auf M.

SATz 4.10. Seien M eine C*-Hyperfliche mit Parametrisierungen F; : U; — W
von M; = M NWj fir j € J. Die Funktionen {@;|j € J} seien wie in Lemma 4.9
zu {M;|j € J} gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Fir B € B(M) definieren wir durch
ou(B)=o(B) =Y [ Lopjdo; =Y [ 1a(F(t)es(F(0)/a,(t) at
jeg I M; jes’Us
ein Maf auf B(M). Es ist endlich, wenn J endlich ist und die Parametrisierungen
wie in Bemerkung 4.3b) gewdhlt werden. Fir kompakte M ist dies maglich.

b) o ist unabhdingig von der Wahl der Parametrisierungen und der Zerleqgung der
FEins.

c) Sei B € B(M;) fir eini € J. Dann gilt

o(B) = o:(B) = /F o Joi() dt.

BEWEIS. a) Wir haben offenbar o(f)) = 0. Es seien By, fiir k € N aus B(M)
disjunkt gewéhlt, und B sei ihre Vereinigung. Also gilt 15 = 72, 1,. Mittels der
Definition von ¢ und Korollar 2.23 berechnen wir dann

o(B)= X [ 3 15 (B0 (B0 a0

=33 [ 1 B0 B0 o0 dr
=35 [ s E O EONn0 b =3 o)

Zum Vertauschen der Reihen haben wir noch einmal Korollar 2.23 fiir das Zahlmafl
¢ auf J verwendet, vergleiche Beispiel 2.28. Also ist o ein Mafl auf B(M). Seien nun
J endlich, sowie F; und U; wie in Bemerkung 4.3 b) gewdhlt. Fiir jedes B € B(M)
ergibt sich daraus die Abschatzung

a(B) < > A1 (Up)llv/5illeo < 00

jedJ
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b) 1) Wir wollen zuerst U; so verkleinern, dass es zu F} eine zugehorige Karte
1; wie in Bemerkung 4.3 ¢) gibt und o gleich bleibt. Laut dieser Bemerkung und
einem Uberdeckungsargument finden wir zunichst fiir jedes j € J abzéhlbar viele
offene Teilmengen Uj; von U; und Karten v, : Vj — Uj, mit k& € K, die die
Eigenschaften U; = Upek, Ujk, Ujx = Uy N (R™! % {0}) und Fj(t) = Vi (¢,0)
fir ¢ € Uj, besitzen. Lemma 4.9 liefert nun eine messbare Zerlegung der Eins
{¢jr | k € K;} zu den Mengen M, := Vj, " M = F;(Ujx). Dann ist @i := @0k
eine messbare Zerlegung der Eins zu der Familie {Mj;|j € J, k € K;}. Seien
Fj; und g;), die Einschrankungen von F; bzw. g; auf Uj,. Sei B € B(M). Da
Ly, = Yek, Pjr ist, impliziert Korollar 2.23 wie in Schritt a) die Identitét

o(B) = Z/U_ > in(F5()e; (F3(1)1p(F;(t))y/g;(t) dt

jeJ ’Yi kek;
= X[ @l Bul)1a(Eut)fgut)dt,
jedkek,; ' Yik

wobei wegen der Bijektivitdt von F; die Funktion ¢;; 0 F; auf U, \ Uj verschwindet.
Wir andern die Indizierung wieder zu j € J. Demnach gibt es nun zu jedem
F; : U; — W; so eine Karte ¢;, dass Fj(t) = ;' (¢,0) fiir alle t € U; gilt.

2) Seien G : V; — Z, fir | € L weitere Parametrisierungen von M und &, : Z; —
V, zugehorige Karte wie in Teil 1), also mit Gy(s) = x; (s, 0) fiir s € V;. Wir setzen
M| = G(V}) fir | € L. Zu diesen Mengen sei {x; |l € L} eine messbare Zerlegung
der Eins wie in Lemma 4.9. Die zu G; und x; gehorigen Mafle auf M| bzw. M
bezeichnen wir mit 7; bzw. 7, vergleiche (4.6) und Teil a). Sei B € B(M). Mit der
Gleichung 1 = }7,c; ¢; erhalten wir wie in Schritt a)

(B) =3 [ S etexdn =33 [ x(Gi(s)es (i) 1(Gi(s) o (5) ds.

e’ M jes jeJlel

Wir wollen nun mit der Abbildung 1; o G} einen Koordinatenwechsel von der Menge
Vi nach U; durchfiihren. Dies kann nur fiir Indizes (j,/) € J x L gelingen, bei denen
der (offene) Durchschnitt Yj; := W, N Z; nichtleer ist. In diesem Fall setzen wir
Sy = Pry(Yj) # 0 mit der Projektion P : R™ — R™1; P(s,s,) = s. Da r(Y}))
in R™ offen ist, folgt leicht die Offenheit von Sj; in R™~*. Weiter liegt G;(S;;) in Y},
nach der Wahl der ;, sodass wir die Abbildung ®;; := PQ/}j|y].l oGS — R™1
definieren kénnen. Diese Funktion ist C! und injektiv als Komposition ebensolcher
Abbildungen und da ;(M;) C R™ ! x {0} ist. Nach der Kettenregel gilt

y(s) = PYi(Gi(s))Gi(s)  fiir s € Sy.

Da alle Faktoren auf der rechten Seite maximalen Rang haben, gilt dies auch fiir
®’)(s) gemaB Lemma 2.5.5 aus [4]. Korollar 3.37 aus Analysis 2 besagt nun, dass
das Bild Tj; := ®;,(S;;) in R™! offen und @, : S;; — T}; diffeomorph ist.

2Der Beweis dieses Schrittes war in der Vorlesung ausgelassen worden.
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In 1) haben wir ¢; mit F}(¢) = ¢; " (¢,0) fiir ¢ € U; gewdhlt, was die Gleichheit
F;(®;(s)) = Gi(s) fiir alle s € Sj; liefert. Aus der Kettenregel folgt also die Formel
Gi(s ) = Fj(®;(s))®}(s). Im Hinblick auf die Gramsche Determinate schliefen wir

Gi()TGi(s) = B (s)TF(D5u(s))TF(Dsu(s)) PG (s),
9a,(s) = (det @y (s))* gr; (Pju(s))
fir s € S;;, wobei wir auch Determinantenregeln aus den Abschnitten 3.1.3 und

3.2.6 in [4] verwendet haben.

3) Wir wollen nun in der oben abgesetzten Formel fiir 7(B) fortfahren. Dazu
beachte man, dass ¢,;(G(s)) nur fir Gi(s) € M; C W, ungleich 0 sein kann. Also
kénnen wir uns in jedem Summanden auf s € V; mit Gy(s) € Yj; und damit auf
s € S einschranken. Mittels der obigen Beobachtungen und des Transformations-
theorems 3.36 folgern wir mit der Substitution ¢ = ®j;(s) die Identitédten

=25 [ B0 (B Lo Fy(2(s))

jeJlel
- |det %y ()| /gr, (@1(s)) ds
-y 3 / Nu(Fy(6)) 5 (Fy(6) La(Fy(8))y /g, () .

jeJleL

Weiter gelten die Beziehungen F;(Tj;) = G,(S;) = YN M = M;N M/ laut Schritt 2.
Da Fj injektiv ist, verschwindet demnach xi(Fj(t)) auf U; \ Tj;. Wir kénnen also im
letzten Integral le durch U; ersetzen. Korollar 2.23 und die Gleichung 1 = Y7,c; x;
liefern schliellich wie gefordert

=3 [ S B 00 (F () Ls(Fy (6) /o, (1)

=3 | e EONB(F (0)y/or, (1) de = o(B)

c) Sei B € B(M;) fiir ein i € J. Nach Aussage b) kénnen wir fiir o(B) Funktionen
¢; wie in Lemma 4.9b) wahlen. Folglich sind ;15 = 15 und ¢;15 = 0 fir j # 0.
Daraus ergibt sich

o(B) = / 0;lpdo; = / 15 do; = 0,(B). O
Jj€J

DEFINITION 4.11. Sei M eine C'-Hyperfliche. Das Maf} o aus Satz 4.10a) heift
Oberflachenmafl auf M und das zugehorige Integral heifst Oberflichenintegral.

Nach Satz 4.10b) héngt Definition 4.11 nicht von der Wahl der F; und ¢; ab. Fir
das Oberflichenintegral und -mafl gelten natiirlich die Aussagen tiber allgemeine
Integrale und Mafe bis einschliefilich Abschnitt 3.2. Der nachste Satz geht ndher
auf den Zusammenhang zwischen ¢ und dem Lebesguemafl \,,_; auf den Mengen
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U; ein, wobei wir auch die jeweilige Integrierbarkeit beleuchten. Die Messbarkeit
auf M wurde schon in (4.4) und Lemma 4.9 geklért.

SATZ 4.12. Seien M eine C'-Hyperfliche mit Parametrisierungen F; : U; — W
von M; = M NWj fir j € J. Die Funktionen {@;|j € J} seien wie in Lemma 4.9
zu {M;|j € J} gegeben. Sei f : M — R messbar. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

a) Sei Y ic; Iy, |f o Fj|\/g; dt < co. Dann ist f integrierbar fiir o.

b) Seien J endlich und F; wie in Bemerkung 4.3b). Dann ist f genau dann fir
o integrierbar, wenn alle Funktionen f o F;: U; — R fiir \,,_1 integrierbar sind.

c) Sei f >0, bezichungsweise f integrierbar fir o, und fir ein i € J gelte f =0
auf M \ M;. Dann ist

[ fao= [ rdoi= [ fE0) o)t

d) Gegeben seien Ay, _i-Nullmengen N; C U; fir jedes j € J. Dann ist N =

Ujes Fj(NV}) eine o-Nullmenge.

BEWEIS. a) Die Voraussetzung impliziert die gewiinschte Abschétzung

[ Ao =% [ 1feFilteio F)yadt <X [ If o Fil ygidt < oo.
M jer Ui jer '

b) Da nach Bemerkung 4.3b) jede Funktion g; auf U; beschréankt ist, folgt die
Integrierbarkeit von f geméf Teil a) aus der aller Abbildungen f o F; : U; — R.
Sei umgekehrt f integrierbar. Wéhle ¢« € J und eine messbare Zerlegung der Eins
¢; wie in Lemma 4.9b). Dann gilt ; o F; = 1y, und damit wie behauptet

o> [ |fldo> [ |feRl(pioR)ygat=c [ |fo Rt
M U; U;

wobei die Konstante ¢ > 0 aus Beispiel 4.7 ¢) stammt.

c¢) Die dritte Aussage zeigt man wie Teil ¢) von Satz 4.10.

d) Wie nach (4.4) gesehen, liegt F;(N) in B,,(M;). Weiter folgt die Gleichung
Lpy( NY) © F;=1 N/ aus der Injektivitdt von F}. Teil ¢) und Lemma 2.20 liefern nun

o(5N) = [ Loy (B O dt = [ i) ae =0

fir j € J. Somit ist N eine o-Nullmenge. U

Mittels der obigen Eigenschaften kann man nun die Berechnung des Oberflachenin-
tegrals auf Integrale wie in (4.5) tiber einzelne Flachenstiicke zuriickfithren. Zunachst
zeigt man dazu mit u.U. dberlappenden Parameterisierungen F; : U; — W;, dass M
eine C''-Hyperfliche ist. Dann sucht man (soweit notig) andere Parametrisierungen
Gy : Vi, = Z; mit | € L und eine o-Nullmenge N derart, dass M die disjunkte
Vereinigung von N und der Flachenstiicken M| = G;(V}) ist. Die Nullmengenei-
genschaft tiberpriift man dabei typischerweise mit den Parametrisierungen F; und
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Satz 4.12d). Man kann nun in Satz 4.12¢) die Familie aller Parametrisierungen F;
und G; verwenden und erhélt (soweit existent) das Integral

/MﬂM;fda—/ fdovy = [ F(Gi{E) /o (1) .

Die Linearitit des Integrals und Lemma 3.6 implizieren nun

Aﬁﬂa_/)@wf+2ﬂM/%M_§;/fGl o Ddt.  (47)

leL leL

In den folgenden Beispielen wird dies exemplarisch ausgefiihrt.
BEISPIEL 4.13. a) Die Sphére S = 0B(0, R) C R™ hat das Oberflichenmaf

a(S) = 13(7;?//22 R™ = w,R™ !, vergleiche (3.17).

BEWEIS. Nach Definition 4.1 haben wir schon gesehen, dass S eine C'-Hyperfliche
ist. Mittels der sphérischen Koordinaten F': R™™ 1 — R™; F(p,0) = ®,,(R, p,0),
aus den Beispielen 3.38 und 4.4, geben wir dafiir einen anderen Beweis, der auch
die nétigen Eigenschaften zur Berechnung von o(S) liefert.

Im Beispiel 4.4 haben wir gesehen, dass die Einschrénkung F; : U = (—7, 1) X
(—=%,%)" % — R™ die geschlitzte Sphiare S\ N mit N = SN ((—oo, 0] x {0} me_Q)
parametrisiert. (Fiir m = 2 fallt (=%, )™ 2 weg.) Um den Schlitz N zu behandeln,
betrachten wir die verschobene Einschrankung F5 : (0,27) x (=5,5)" 2 — R™
von F. Man kann wie in Beispiel 4.4 zeigen, dass auch Fy eine Parametrisierung ist.
Im Falle m = 2 iiberdeckt man damit ganz N und hat N = Fy({r}). Fiir m =3
fehlen noch Nord- und Stdpol (0,0, +R), die man durch Graphendarstellungen
Fs 4 mittels he : B(0,R) — R; ha(t) = £(R? — [t|2)'/? erreicht. Hier ist N =
F({r} x (=5,5)) U F3({0}) U F4({0}) Fir m > 4 muss man noch die Menge
{0} x {0} x OBgrm-2(0,R) C N tuberdecken. Mittels sphérischer Koordinaten
F :R™3 — R™ 2 kann man die Fille m € {4,5} wie oben behandeln, bzw. fiir
m > 6 das Problem auf {0}*x 9 Bgm-1(0, R) C N reduzieren. Iterativ parametrisiert
man auf diese Weise ganz S mittels gewisser Fj, wobei N die endliche Vereinigung
von Mengen Fy(Uy) ist und die Urbilder Uy Teilmengen von Hyperebenen im R™1
sind. Laut Satz 4.12d) ist N also eine o-Nullmenge.

Wir erhalten folglich gemé$ (4.7) und (4.2) den Ausdruck

:/U\/QF(QO,Q) d(p,0) = R™ 1/ /ﬁ - cos (01) - ... cos™ (0, _2)dOdyp

(=%:3)
e o
= R™™ 12 — Rm—l — mem—l,
ey T(g)
wobei wir auch die Formeln (3.15) und (3.17) verwendet haben. O

b) Seien m =3 und f: S — R; f(z,y, 2) = |ryz|. Dann gilt
[ fdo =R
s
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BEWEIS. Es sei O; C S der j-te offene Spharen-Oktant im R3. Mit F aus Teil a)
gelten also O; = F(U;) fir die Quadrate Uy = (0,5)?, U, = (5,7) % (0, %) und so
weiter. Wie in Beispiel a) sieht man, dass S\ (O1U- - -UQOg) eine o-Nullmenge ist. Es
gibt Bewegungen 7; : R* — R? mit 7}((0, 3)?) = Uj, die und aus den Abbildungen
p = o+ 5, = —pund 0 — —0 zusammengesetzt sind. Damit tiberpriift man
leicht, dass fo FoT; = foF und gp o T; = g auf U; gelten. Wie in Teil a) und

mit Beispiel 3.37 zur affinen Transformation berechnen wir nun

/fda— /fda—Z/ (f o F)/gr (e, )
- ;/(h(foFon/gFoTjdme)

w/2 /2
=38 / R cos(¢p) cos(6) Rsin(p) cos(8) Rsin(#) R* cos(#) df dy
o Jo

w/2 w/2 i
= 8R5/O cos(¢p) sin(ep) dgo/o cos”(0) sin(#) dd

/2 0
=8R>- 1sin (gp)‘o/ . icos‘l(e)‘w/2 = R O
Typische Flachen der Elementargeometrie wie die Oberflichen von Polyedern,
Zylindern oder Kegeln sind wegen ihrer Kanten und Ecken keine C!'-Flichen. Um
auch diese Fliachen behandeln zu kénnen, bendtigen wir einen neuen Begriff. Wir
erinnern daran, dass eine Funktion f : X — Z zwischen zwei metrischen Raumen
Lipschitz stetig ist, wenn es so eine Konstante L > 0 gibt, dass dz(f(x), f(y)) <
Ldx(z,y) fir alle x,y € X gilt. Der Raum dieser Funktionen heifit C'~ (X, 7).

DEFINITION 4.14. Eine Menge M C R™ heifst Lipschitz-Hyperfliche (oder C*~-
Hyperfliche), wenn es fiir jedes x € M eine Bewegung T, offene Mengen U’ C R™~1
und I C R, sowie und eine Lipschitz stetige Funktion h : U — R so gibt, dass Tx
in U x I liegt und TM N (U' x I) der Graph von h ist.

Auch hier spricht man fiir m = 2 und m = 3 von Kurven bzw. Fléchen statt von
Hyperflichen. Wir gehen unten auf Beispiele ein.

Fiir uns ist entscheidend, dass Lipschitz stetige Funktionen f : D — R! auf
einer offenen Menge D C RF fiir fast alle « € D differenzierbar (im Sinne von
Definition 3.7 aus Analysis 2) und wieder durch die Jakobimatrix gegeben sind.
Man setzt dann f'(x) = 0 auf der Ausnahmemenge vom Maf3 0. Weiter ist f’ :
D — L(R* R!) messbar und beschrinkt. Dieser tiefe Satz von Rademacher wird
etwa in Theorem 2.2.4 von [9] bewiesen.

Fiir Lipschitz stetige Funktionen gelten die Kettenregel und viele der Rechenregeln
des Differentialkalkiils analog (auBerhalb von Nullmengen), wobei der Umkehrsatz
eine wesentliche Ausnahme ist, sieche die ndchste Bemerkung. Im Falle k =1 =1
erflillen Lipschitz stetige Funktionen den Hauptsatz. Man findet diese Aussagen
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etwa im Abschnitt 3.1 des Skriptums [8]. (Der Schliissel ist Proposition 3.13.)
Es gibt aber stetige, nicht konstante Funktionen f : [0, 1] — R, deren Ableitung
f.i. verschwindet, siche §7.16 in [7]. Weiter gilt der Transformationssatz 3.36 laut
Proposition 7.6 in [10] auch fiir bijektive Abbildungen ® : X — Y zwischen offenen
Mengen X,Y C R™, wenn ® und ®~! Lipschitz stetig sind. Die eben aufgezahlten
Resultate werden unten verwendet; ihre Beweise konnen aber im Rahmen dieser
Vorlesung nicht dargestellt werden und sie gehéren auch nicht zu unserem Stoff.
Wir sehen nun, dass wir auf C'~-Hyperflichen wieder ein Oberflichenmaf$l o mit
den obigen Eigenschaften erhalten. Danach behandeln wir einige typische Beispiele.

BEMERKUNG 4.15. Sei M eine C'~-Hyperfliche im R™.

a) Analog zu Bemerkung 4.3 b) findet man abzahlbar viele Graphendarstellungen
mit Lipschitz stetigen Funktionen h; : U — R mit Graphen G wie in Definiti-
on 4.14 fir j € J derart, dass M durch die Vereinigung der Mengen M; = Tj_lGj
gegeben ist. Also ist M Borelsch.

b) Die Formeln (4.1) definieren nach wie vor Karten, Parametrisierungen und
Darstellungen von M als Nullstellenmengen, wobei die auftretenden Funktionen
v;, F; und g; Lipschitz stetig statt stetig differenzierbar sind, aber ansonsten
Eigenschaften wie in Definition 4.1 bzw. Bemerkung 4.3 a) besitzen. (Allerdings
gelten hier die Umkehrungen nicht; wir verzichten auf ein Beispiel.) Demzufolge
besitzt M an fast allen Punkten Tangentialhyperebenen und Normalen, die wie
Bemerkung 4.5 gegeben sind. Insbesondere ist (—Vh;(t),1)T eine Normale an
x =T, 'Fj(t) € M; mit F;(t) = (t,h;(t))T, t € U, \ N} und \,—1-Nullmengen N,

c¢) Die Gramsche Determinante von M; wird wie in Beispiel 4.7b) durch

9;(t) == ga,(t) = 1+ |Vh;(t)[5  fiir t € U} \ N

definiert. Diese Funktion ist messbar und beschrankt. Somit kann man o; := oy,
auf M; wie in (4.6), sowie das Oberflichenmafl ¢ und das zugehoérige Integral auf
M wie in Definition 4.11 einfithren. Mit den oben skizzierten Aussagen zeigt man
die Sitze 4.10 und 4.12 fiir C'~-Hyperflichen wie im C*-Fall. Folglich kénnen
wir Integrale auf M wieder mittels (4.7) berechnen. Dabei ist U; F}(N;) eine
o-Nullmenge (in der z.B. die Kanten liegen). Die anderen Teilmengen M, sind
typischerweise C'-Hyperflichen. O

BEISPIEL 4.16. a) Der Rand M eines Quaders [a, b] im R? ist eine C''~-Fliche.
In der Tat, lassen sich die begrenzenden offenen Rechtecke R; (nach Rotation) als
Graphen einer konstanten Funktion tiber der jeweiligen ‘Grundfliche’ schreiben,
z.B. durch hy : (a1,b1) X (az,b2) — R; hy(z,y) = bs. (Damit sind alle z € R,
behandelt.) Da man hier Gramssche Determinante gleich g; = 1 ist, hat R; den
Inhalt der Grundflache — also im Beispiel (by — as)(by — a1). Weiter kann man jede
Ecke p so drehen, dass M in einer Umgebung von p der Graph des Minimums der
Funktionen h; ist, deren Graphen die Ebenen sind, in denen die angrenzenden
R; nach Rotation liegen. Man sieht leicht, dass das Minimum (oder Maximum)
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endlich vieler Lipschitzfunktionen wieder Lipschitz stetig ist. In der Umgebung von
Kantenpunkten geht man genauso vor. Also ist M eine C'~-Fliche.

Die Kanten von M sind dabei Bilder von Strecken in R? und damit op-
Nullmengen laut Satz 4.12¢) fiir C*~-Fliachen. Also ist o (M) gemafl (4.7) gleich
der Summe der Inhalte der Seitenflachen. Bei Pyramiden und anderen Polyedern
geht man entsprechend vor.

b) Der Rand Z des senkrechten Kreiszylinders im R* mit Hohe b > 0 und Radius
R > 0 ist eine C''~-Fliche, und es gilt 0(Z) = 2nrR? + 27 Rb.

BEWEIS. Die offenen Boden- und Deckelflichen B und D behandelt man wie
in Teil a). Die Mantelfliche M wird durch Graphen wie y = h(zx, z) = v R? — 22
dargestellt. Um die Punkte auf den Kantenkreisen zu behandeln, drehen wir den
Zylinder so, dass die Mittelachse in A = {(¢,0,t) |t € R} liegt. Dann ist D bzw. B
in der Ebene z = h.(z,y) = ¢ — x fir ein passendes ¢ € R enthalten. Den gedrehten

Mantel beschreiben wir durch z = hy(x,y) = x4 /2(R? — y?). (Die Mantelpunkte
(z,y,hp(z,y)) haben in der Tat den Abstand R zu A mit LotfuBBpunkt (¢,0,t)

und t = x + /(R? —y?)/2.) Also erhalten wir auch in einer Umgebung jedes
Kantenpunktes nach Rotation eine Darstellung als Graph von h := min{h,, hys}.

Wie in a) sind die Kanten wieder oz-Nullmengen, und die Flacheninhalte von B
und D sind jeweils mR?. Weiter betrachten wir die Zylinderkoordinaten F(ip, 2) =
(Rcos g, Rsin g, 2)T mit (p, 2) € R?. Eingeschriankt auf U = (-, 7) x (0,b) para-
metrisiert F' den Mantel M bis auf die 0z-Nullmenge N = F({7} x (0,b)), siehe
Satz 4.12d) und eine Ubung. Um den Inhalt zu bestimmen, berechnen wir

—Rsing 0 ol ,
F/(W)(RCOW O) wd P = (Ot )
0 1

Also gilt gr(p, z) = R*. GeméiB (4.7) hat Z hat den Oberflicheninhalt
b
o(2) = o(B) +o(D) + o(M\N) =27R* + [ [* Rdpdz = 20R* + 2rRb. O
0 J—m

c¢) Der Rand K des geraden Kreiskegels im R? mit Hohe b > 0 und Radius R > 0
ist eine C'~-Fliche, und es gilt 0(K) = 7R* + TRV R? + b2.

BEWEIS. Den offenen Boden B und den Kantenkreis I' behandeln wir wie in
Beispiel ¢). Der Mantel M samt Spitze aber ohne I ist der Graph von h : B(0, R) —
R; h(z,y) = b— bR |(x,y)|2. (Vergleiche Beispiel 3.28.) Dann ist A Lipschitz, und
wir haben |Vh(z,y)|s = b/R fir (x,y) # (0,0). Somit liefert (4.7) den Inhalt

o(K) = o(B)+o(M) = nR*+ /B on V14 0PR2d(z,y) = nR*+7RVR2 + 02 O
0,

d) Der Graph M = {(¢,|t|'?)|t € R} ist keine Lipschitzkurve (verwede Be-
merkung 2.35 in Analysis 2). Solche Spitzen werden also ausgeschlossen. Auch

Verzweigungen wie 0B(0,1) U ((1, 2] x {O}) in R? oder Selbstdurchdringungen
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wie in einer Acht sind keine C'~-Hyperflichen, da hier am Verzweigungs- bzw.
Schnittpunkt keine Graphendarstellung moglich ist. O

4.3. Die Satze von Gaufl und Stokes

Wir kommen nun zu den angekiindigten Verallgemeinerungen des Hauptsatzes
und der Regel der partiellen Integration, die nach Gaufl, Green und Stokes benannt
sind. Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen. Fiir » > 0 und xy € R™ setzen wir

1
- |, E B , g Rm7
o R™ — R; Yrizo (l‘) = =P ( r2_z_$0|§> . (ZEO T)
0, z € R™\ B(zo, 7).

Diese Funktion ist nichtnegativ, genau auf B(xg,r) positiv und beliebig oft diffe-
renzierbar (vergleiche Beispiel 5.39 in Analysis 1).

Sei f: X — Y fiir einen metrischen Raum X und einen Vektorraum Y oder
Y = R. Dann ist der Triger von f durch

suppfi={r e X|f(z) #0} ={re X |z, € X : f(z,) #0, z,, > x (n — 0)}

definiert. Es gilt supp v, ., = B(xo,r). Wir betrachten oft eine offene Teilmenge
X C R™ mit der euklidischen Metrik. Hier ist zu beachten, dass der (relative)
Abschluss in X auf Grund seiner Definition eine Teilmenge des Abschlusses in R™
ist, die aber echt kleiner sein kann und in R™ nicht abgeschlossen sein muss! Dies
zeigt das Beispiel A = (0,1) in X = (0, 00) fiir m = 1, wo der Abschluss in X gleich
(0,1] und der in R gleich [0, 1] ist. (Siehe auch Bemerkung 2.25 in Analysis 2.)

Weiter definieren wir einige Funktionenrdume fiir eine offene Teilmenge D C R™,
k€ NU{oo} und [ € N. Sei f € C*(D,R"). Wir schreiben f € C*(D,R!) (bzw.
f € CE(D,RY), wenn f und alle Ableitungen (bis zur Ordnung k falls k& < co)
stetige Fortsetzungen auf D haben (bzw. beschrinkt sind). Wir fassen dabei
C*(D,R!) auch als Teilraum von C*(D,R!) auf und lassen den Bildraum R' in
Falle [ = 1 oft weg. Fiir f € C'(D,R) setzen wir

0;f(x) = lim 0;f(y)

y—x,yeD

fir x € 0D und j € {1,...,m}, und entsprechend fiir hohere Ableitungen.
Im Beweis des Satzes von Gaufl unten benotigen wir die folgende glatte Zerlegung
der Fins, mit der wir Lemma 4.9 erginzen.’

SATZ 4.17. Sei K C R™ kompakt und es gebe offene Mengen V; C R™ mit
K CViU---UV,. Dann existieren eine offene Menge U O K und Funktionen
w; € C(U), die die Eigenschaften

0<@; <1, suppy; €V, und 3 . ;=1
auf U fir alle j € {1,...,n} besitzen.

3Der folgende Beweis und die Definition von Yr, Waren in der Vorlesung ausgelassen worden.
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BEWEIS. Nach Voraussetzung gibt es fiir jeden Punkt x € K einen Radius
r(x) > 0 und einen Index j € {1,...,n} derart, dass B(x,r(z)) eine Teilmenge von
V; ist. Wegen der Kompakheit von K liefert Theorem 2.46 von Heine-Borel aus
Analysis 2 solche Punkte z1, ..., x;in K, dass K in der Vereinigung B U- - -U B; der
Kugeln By := B(xy,r(xy)) enthalten ist. Also gibt es fiir jeden Index k € {1,... 1}
ein j(k) € {1,...,n} mit By C By, C Vj). Wir setzen nun

Vi = Z Vr(ew)a, € C=(R™)
k:BrCV;

fir j € {1,...,n}. Folglich umfasst V; den Tréger supp y; und die Funktion ~; ist
nichtnegativ. Fiir « € By gilt 7).z, () > 0. Da jedes z € K in einer Kugel By,
liegt, ist somit die Abbildung

= Z’YJ € COO(Rm)
j=1
auf K positiv. Da sie auf der kompakten Menge K ihr Minimum a > 0 annimmt,

ist die Funktion o wegen ihrer Stetigkeit auch auf einer offenen Obermenge U O K
grofer gleich a/2. Wir setzen nun

©j ::% e C*(U) fir je{l,...,n}.

Offenbar sind alle Funktionen ¢; nichtnegativ und ihr Trager ist jeweils gleich
supp; € V;. Ferner erhalten wir

n 1 n
(1) = ——= D () =1
fir alle x € U und j € {1,...,n}, woraus dann auch 0 < ¢; <1 folgt. O

In vielen Bereichen der Analysis benotigt man Annahmen an die Regularitit des
Randes einer offenen Teilmenge des R™. Die wichtigsten Begriffe in diesem Kontext
sind die des C*-Randes und des Lipschitz-Randes.

DEFINITION 4.18. Es seien D C R™ offen und k € NU {oco}. Die Menge D
hat einen C*-Rand, wenn 0D eine C*-Hyperfliche ist und fiir jedes x € 0D eine
Graphendarstellung wie Bemerkung 4.3 a) mit beschrinkten U und h; € C*(U,R)
besitzt, die einer der beiden Gleichungen

DNz ={z € Z;|ziy < (@)}, DNz ={w € Zi|mg > h(')} (4.8)

gentigt. Wenn hier hj : U — I nur Lipschitz stetig ist (wobei i(j) = m ist und D
wie in Definition 4.1/ beliebig rotiert werden kann), hat D einen Lipschitz-Rand.
Man schreibt dann 0D € C* bzw. 0D € C'~.

Falls 9D beschrankt (z.B. bei beschranktem D) und 9D € C! oder 0D € C*~
ist, kann man 0D mit endlich vielen Mengen Z; wie in (4.8) iiberdecken. Laut
Satz 4.10a) und seiner Variante fiir 9D € C'~ ist o dann endlich.



4.3. Die Satze von Gaufl und Stokes 105

Die Bedingung (4.8) besagt, dass D ‘lokal auf einer Seite’ von 0D liegt. Sie schliefit
geschlitzte Mengen wie B(0,1) \ ([-1/2,1/2] x {0}) oder B(0,1) \ ([0,1) x {0})
in R? aus. An diesen Schlitzen gibt es keine ‘4uflere’ Normale an 9D wie in
Bemerkung 4.19, die man fiir den Satz von Gaufl bendtigt. Ferner werden Spitzen
wie in Beispiel 4.16 d) nicht zugelassen.

BEMERKUNG 4.19. Sei D ein C'™-Rand, und es gelte i = m in (4.8).

a) Je nach Fall in (4.8) haben wir dann bei (fast allen) z € 0D die dufiere
Einheitsnormale

v(w) = + ! (‘Vh(g’/)> Ca= (), (4.9)
1+ |Vh(z!)? 1

siche Bemerkungen 4.5 und 4.15. Sie zeigt nach oben bzw. unten aus D hinaus, und
hat Léange 1 fir (fast) alle . Mittels Rotationen kann man andere Graphendar-
stellungen auf den obigen Fall zuriickfithren (siehe den Beweis von Theorem 4.20).
Folglich ist v : D — R™ fiir 9D € C* stetig. Wir setzen v(z) = +e,, fir die x, an
denen A nicht differenzierbar ist. Dann ist v : 9D — R™ messbar und beschrénkt.

b) Sei u € C}(D) und M := ||t/||oo. Wir wollen zeigen, dass u eine stetige
Fortsetzung auf D besitzt.? GemiB Satz 2.55 aus Analysis 2 folgt dies aus der
gleichméfligen Stetigkeit von u. Wir nehmen an, u wére nicht gleichméflig stetig.
Dann gibt es Punkte z,,, y,, € D mit z,,—y, — 0 fir n — oo und |u(z,) —u(y,)| > 0
fiir ein 6 > 0 und alle n € N. Da D kompakt ist, konvergieren fiir eine (gleich
bezeichnete) Teilfolge (x,,) und (y,) gegen einen Punkt z € D. Laut Satz 3.23 in
Analysis 2 ist u auf abgeschlossenen Kugeln in D sogar Lipschitz stetig, sodass x
in 0D liegen muss, also am Rand einer Menge wie in (4.8). Wir konnen annehmen,
dass dort der erste Fall vorliegt und (nach eventuellem Verkleinern von U’) dass
U’ und I konvex sind, sowie maxys h — ming: h < 6/(4M) gilt. Seien 7 = ming h,
Ty = (2}, 8,) und y,, = (v, t,) fur s,,t, € R. Dann liefert Satz 3.23 in Analysis 2

Ju(zn) = u(yn)| < Ju(al,sn) = u(a,,7)| + [w(z),7) = ulyp, )]+ [u(yn,7) — w(y,tn)]
< Mls, — 7|+ M|z, =y |o + M|t —t,| <6/2+ M|z, — ynlo.
Fiir n — oo erhalten wir einen Widerspruch und damit die Behauptung. O
Fir f € C*(D,R™) und eine offene Menge D C R™ definieren wir die Divergenz
div f(z) :=sp fi(z) =0 fi(z) + ...+ Onfm(x), x€D.

Dabei ist die Abbildung div : C'(D,R™) — C(D,R) linear. Wenn ferner u in
C'(D,R) liegt, erhalten wir die Produktregel

div(uf)(r) = g: Ok (u(z) fr(z)) = g: (fr(@)hu(z) + u(@)Op fir())
= (Vu(z)|f(x)) + u(z)div f(z), xeD. (4.10)

“Dieser Beweis war in der Vorlesung ausgelassen worden.
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Der folgende grundlegende Divergenzsatz von Gauf§ verallgemeinert den Haupt-
satz aus Analysis 2, der auch entscheidend in den Beweis eingeht. Er wurde
wohl erstmals von Ostrogradsky 1826 in etwas anderem Rahmen bewiesen; Gauf3
betrachtete zuvor Spezialfille. Im Beweis reduziert man die Aussage mit Lokalisie-
rungsargumenten auf Funktionen, deren Trager ganz in D oder in einem giinstig
gewahlten Kartengebiet am Rand liegen. Dieses Vorgehen tritt in der Analysis
oft auf, wenn das Randverhalten von Funktionen eine Rolle spielt (wie hier im
Randintegral).

Im Falle eine Quaders, z.B. (0,1)? C R?, folgt der Divergenzsatz direkt aus dem
Haupsatz in Analysis 2, denn es gilt

/(0,1)2 div f(z,y) d(z,y) = /01 /01 O fi(z,y) dody + /01 /01 s fo(z,y) dy dz
= /Ol(fl(l,y) - fl(O,?J))dy+/01(f2(x,1) — fo(2,0)) dz

= [ (Pl ) do( ).

(Wir haben hier die Normalen +e;, und die Gramsche Determinante gr = 1.)

THEOREM 4.20. Seien D C R™ offen und beschrinkt mit C'~-Rand, [ in
CHD,R™) und v die dupere Einheitsnormale. Dann gilt

| divi@de= [ (f@)(2) do(a).

BEWEIS. Wir betrachten nur den Fall 9D € C!. Der allgemeine Fall wird
analog bewiesen, vergleiche Theorem I.1 in [10]. Laut Bemerkung 4.19b) hat f eine
stetige Fortsetzung auf D. Da alle Funktionen und Mafie bschrankt sind, existieren
die Integrale nach Satz 2.29f). Das gilt auch fiir die Integrale im Beweis.

1) (Lokalisierung) Nach Definition 4.18 und Bemerkung 4.3 gibt es offene und
beschrinkte Quader U; C R™~!, Intervalle (aj,b;) C R, Funktionen h; € C*(U;, R)
und Rotationen @); : R™ — R™; Q;(x) = (21,...,%i—1, Tit1, - - -, Tm, &;), fir ein
i = i(j) und alle j € {1,...,l} mit den folgenden Eigenschaften. Fir alle j €
{1,...,1} setzen wir Z; := U; X (a;,b;), V; := Qj_le und D; = @Q;D. Es gelten

die Beziehungen 0D C Vi U---UV, =V, h;(U;) C (a;,b;),
oD;NZ; ={(2',xm) € Zj | xm = hi(2")},
Dj N Zj = {(ZL‘/,ZEm) < Zj | T < hj(x/)}7
wobei wir in (4.8) den ersten Fall gewahlt haben. (Den zweiten behandelt man
analog.) Da @); und Q]_l stetig sind, erhalten wir Q;D = D; und Q;0D = 0D;.
Die Menge C' := D\'V C D ist abgeschlossen und beschrinkt und somit kompakt
nach Bolzano—Weierstrafl. Nach Korollar 2.52 in Analysis 2 gibt es deswegen eine

Zahl § > 0 so, dass |z —y|s > ¢ fiir alle z € C' und y € 9D gilt. Also liegt die offene
Menge Vy := Uyec B(x,6/2) samt Abschluss in D und D ist in VpU VL U--- UV}
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enthalten. Satz 4.17 liefert nun eine glatte Zerlegung der Eins {¢; | j € {0,1,...,1}}
auf D zu den Mengen V;. Wir setzen f/ = ¢;f € C(D,R™) N C}(D,R™) fir
j€{0,1,...,1}. (Vorsicht: j ist hier ein Index, keine Potenz.) Dann gelten

! l ! !
suppfjgvjﬂﬁ, ij:fz%:f und Zdivfj:diVij:din.
Jj=0 Jj=0 j=0 j=0

2) (weg vom Rand) Da die Funktion f° in der Néhe von 9D verschwindet, kénnen
wir sie mit 0 zu einer Funktion f° € C}(R™, R™) fortsetzen. Wir withlen eine Zahl
R > 0 mit D C (=R, R)™. Mittels Fubinis Theorem 3.29 schlieen wir dann

m R -
/Ddivfodx:Z/( RR)m1/Rakflg(flh,...,xk,...,xm)dmkdi’k.
k=1"\""Y -

Auf das dzj-Integral wenden wir den Hauptsatz Theorem 1.10 aus Analysis 2 an.
Da f? fiir 7, = £R gleich 0 ist, verschwinden dieses Integral. Wir erhalten also

/Ddiva dz =0 = /E)D(f°|y) do,

weil f0 =0 auf 9D ist.

3) (am Rand) Sei j € {1,...,l}. Wir wollen die behauptete Formel fiir f7 zeigen.
Dazu transformieren wir die Integrale mittels ¢); von D und 0D nach D; und 0D;.
Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen.

a) (Reduktion) Es seien y € @;D und = Q; 'y € D. Im Hinblick auf die eben
erwihnte Transformation definieren wir die Abbildung

F iD= R™ Fy) =Q; Q') = Qif (x),
die in C(D;,R™)NCL(D;,R™) liegt. Weiter liefert die Kettenregel die Gleichungen
div f(y) = sp(f)' (y) = splQ; () (Q; '9)Q; "] = sp(f7) () = div f ().

Dabei verwenden wir auch die Invarianz der Spur unter Ahnlichkeitstransforma-
tionen laut Abschnitt 4.2.2 von [4]. (Die eben gezeigte Rotationsinvarianz der
Divergenz motiviert die obige Definition von f7.)

Die dufiere Normale 77(y) an D, bei y € 0D; N Z; ist gemaf Bemerkung 4.19
gegeben. (Man beachte, dass in (4.9) nur der Fall i(j) = m betrachtet wird, den
wir mit der Rotation (); erreicht haben.) Die inverse Rotation Q;l liefert dann die
aufere Normale

v(r) = Q' (y) = Q; ' (Q;2)
an 0D bei x € 90D NV;. Es gilt |det Q)| = 1. Mittels dieser Beobachtungen und der
Transformation y = @ ;x nach Beispiel 3.37 berechnen wir nun

/ div f7(z) dzx :/ div f7(Q,z) dx :/ div f7(y) dy.
D D D;
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Entsprechend folgern wir mittels eines speziellen Transformationssatzes fiir das
Oberflichenintegral (siehe eine Ubung) die Identititen

| (@) do@) = [ QP @) doa) = | (F(Qu)|(Qx) dola)

oD
= [ (F W7 y)do(y),

oD,
wobei die Orthogonalitit QF = Q;l einging. Wir zeigen in Schritt 2b) die noch
fehlende Gleichung
/ div f/(y) dy = / (W) (y)) do(y).
D; oD,

Wenn dies geschehen ist, folgt mit den Schritten 1) und 2a) die Behauptung

/Ddivfdm:;)/l)divfjdx:;)/al)(f \V)da:/aD(f]y)da.

b) (Hauptschritt) Um die Notation zu vereinfachen, betrachten wir eine Abbildung
uw € CH(D,R™) mit suppu C Z = U x (a,b) fir einen offenen Quader U C R™!
und eine Funktion h € C}(U,R) mit A(U) C (a,b) und

oDNZ ={(x',z) € Z|xm = h(z")}, DNZ={(,zn) € Z|xm < h(z)}.

Man beachte, dass u am seitlichen und unteren Rand von DNZ, aber nicht notwendig
am oberen bei x,, = h(z') verschwindet. Um hier etwas Platz zu gewinnen, wahlen
wir Zahlen € € (0,infy h — a) und setzen

W.={("2pn) € Z|xm < h(z)—e} CDNZ.

Korollar 3.14 und Fubinis Theorem 3.29 liefern die Grenzwerte

/Ddlvudx:];/[)nzakukdx:];lg% Wgﬁkukdx

m h(z")—e
- Zlim/ / Opuy (2, 2 dovyy, A’
k=1 UJa

— e—0

Wir bezeichnen das dx,,-Integral mit I5(z’). Im Falle k£ = m folgern wir mit dem
Hauptsatz die Konvergenz

I (2") = up (2, h(2') =€) —um (', a) = up (2, h(2")—e) — up(2’, h(z"), e—0,

da u,,(z',a) = 0 ist. Der Limes ist gleichméBig in 2/, weil u,, € C(D,R) nach
Theorem 2.47 aus Analysis 2 gleichméBig stetig ist. Mittels Satz 2.29 b) und f) folgt

h(z")—e
lim// Ot (2, ) Ay, d:z:/:/ U (2', (")) da’.
e—=0JU Ja U

Fir £ < m — 1 berechnen wir hingegen

h(z')—e h(z")—e
8k/ up (', ) Ay, = wg (2, h(2') — €)Oph(z') + / Opug (2, 2 Ay,
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wobei wir eine Ubung aus Analysis 2 verwenden.

Sei zuerst k = 1. Wir schreiben U = («, ) x U* fir einen offenen beschrankten
Quader U* C R™2, der fiir m = 2 leer sein soll. Wieder mit Fubinis Theorem und
dem Hauptsatz berechnen wir weiter

/81/ u1 2, xy) de,, d2’
h(z')—e
:/ / 81/ ur (21, .oy Ty) Ay dy (g, ..oy 1)
U* Ja a

B

d(l’z, . ,l'mfl) = 0,

U* 1=«

da uy fiir z; = a und x; = f verschwindet. Die Félle k£ > 2 behandelt man genauso.
Es ergibt sich also

/dlvudx—/ U (2', h(2")) da’ — th uk ' h(x') — €)Oph(z') dz

_/ (umx h(x Z ") Okh(x ))dx’.

Wir verwenden nun die Parametrisierung F'(z') = (2/, h(z')) mit 2’ € U von
0D N Z. Nach Bemerkung 4.5 und (4.3) ist hier die &uflere Einheitsnormale durch

v(F(2') = (1+|Vh(z)]3) (= Vh(2'),1) = gp(z') (= Vh(2'), 1)
gegeben. Somit folgt nun die Behauptung durch
/Ddivudx:/U(U(F(x'))w(F(x’))),/gF(g;/)dx':/aD(u|y) do. 0

Der Divergenzsatz kann zur Berechnung von Volumen- und Oberflichenintegrale
herangezogen werden. Wir geben hier nur das einfachste Beispiel an, weitere werden
in den Ubungen diskutiert.

BEISPIEL 4.21. Sei D C R™ offen und beschrénkt mit D € C'~, sowie f(z) = .
Dann gilt div f = m und der Satz von Gauf3 liefert die Gleichung

/BD(x\ v(z)) do(z /dwf 2)de = mAn(D). o

Fir u € C%(D,R) hatten wir in Analysis 2 den Laplace-Operator
Au(x) = onu(z) + - - - + Opmu(z) = div Vu(z), r €D,

definiert. Aus dem Satz von GauB leiten wir nun die Formeln der partiellen Integra-
tion her, wobei Teil b) auf Green zuriickgeht. Dabei schreiben wir fiir u € C*(D, R)

m

du(z) == (Vu(z)|v(z)) = lm > vi(z)duly), (fa.)zedD.

y—x,yeD =1
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KOROLLAR 4.22. Sei D C R™ offen und beschrinkt mit 0D € C*~.
a) Seien f € CLH(D,R™) und u € C}(D,R). Dann erhalten wir die Formel

| (Vu@)f@)dr = = [ u@)div @) de+ [ ula) (f@)lv(a) do(x).
b) Seien u,v € CZ(D,R). Dann gelten

/Du(a:)Av(x) dx:—/( u(z)|Vo(x dx+/ x)do(x)
:/DAU( da:+/ ~ Byul(a)v(z)) do(a).

BEWEIS. Aussage a) folgt aus Theorem 4.20 fiir die Funktion uf und der
Gleichung (4.10). Aus a) leitet man Teil b) ab, indem man zuerst f = Vv €
CHD,R™) und dann f = Vu setzt. O

Fir z.B. f = (¢,0,...,0) folgt in Korollar 4.22a) die Formel

/ Oupdr = / (Vul|f)dx = —/ udyp dx +/ upry do.
D D D oD
In Theorem 4.20 mit m = 3 beschreibe f ein elektrisches Feld. Dann ist

:/ (f|v) da:/ div f de (4.11)
oD D
der Durchfluss des Feldes durch 0D, und man kann div f als Quelldichte verstehen.

BEISPIEL 4.23. Esseim = 3, ¢ € R, D C R3 offen und beschrinkt mit 9D € C*~
und T € R3. Das von der Punktladung g bei T erzeugte elektrische Feld ist durch
3 —-3/2

f(x) = q3(x—$):q<2(xk—xk)2) (e—7) firz € R\ {7}

|z — fb k=1

gegeben (bis auf Konstanten). Dann gelten div f = 0 auf R*\ {z}, ® =0 fir T ¢ D
und ® = 4nq fir T € D.
BEWEIS. Sei x # Z. Zunéachst berechnen wir wie in Analysis 2
3 ~5/2
0;fi(x) = ———3

- —3q(z<mk—xk>2) (2 = 7;)%
\x—;t:|2 k=1 ’ ’
3
q73 - 52 =0.
\x—a)|2 |ac 2J 1

Sei zuerst T ¢ D. Dann liegt f in C'(D,R?) und (4.11) liefert die Behauptung.
Sei nun T € D. In diesem Fall liegt eine singulare, punkférmige Ladungsquelle
bei T vor, obgleich div f auf R*\ {Z} verschwindet. Da f nun nicht in C'(D,R?)
enthalten ist, kann man den Divergenzsatz und (4.11) nicht direkt anwenden. Vorher
muss man die Singularitit ‘herausschneiden’. Dazu betrachtet man einen Radius
§ > 0 mit B(Z,d) C D und die Menge D; = D \ B(Z,d). Dann geniigen Ds und f
den Bedingungen des Divergenzsatzes, wobei 0Ds = 0D U0B(Z,d) gilt. Die duBere

div f(z) =
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Einheitsnormale von Ds bei z € 9B(T,d) ist durch —6~'(z — T) mit § = |z — T,
gegeben. Der Satz von Gaufl und Beispiel 4.13 liefern nun

0= Dédivfdx:/aDé(ﬂy)da:/8D(f|y)d0—/a L(x—ﬂx—f)da

B(zo) 0 |x — T/
=& —¢5 *0(0B(7,6)) = ® — 4nq. O

Im folgenden Beispiel wird mittels der Greenschen Formel auf typische Weise
die Eindeutigkeit der Losungen einer partiellen Differentialgleichung gezeigt. Diese
Technik ist von grundlegender Bedeutung fiir die Analysis.

BEISPIEL 4.24. Es seien D C R™ offen und beschrankt mit m € {1,2,3} und
dD € C'~, sowie ug € CZ(D) mit ug = 0 auf dD und u; € C}(D). Eine Funktion
u € CE(Rso x D) beschreibe die Auslenkung eines Objekts zur Zeit ¢ > 0 am Punkt
x € D. Es ist am Rande 0D festgespannt und besitzt zur Zeit t = 0 die Auslenkung
uo(z) und die Geschwindigkeit u; (x). Wir nehmen an, dass die Massendichte m = 1
konstant sei. Dann sollte die ‘Beschleunigung’ d,u(t, z) durch eine Riickstellkraft
gegeben sein, die fir starker gekriimmtes Material grofler sein wird. Diese Kraft
wird néherungsweise durch aAu(t, z) fiir eine Materialkonstante a > 0 beschrieben.
Dann geniigt u der Wellengleichung

Opu(t, r) = aAul(t, ), t>0,zeD,
u(t,z) =0, t>0, z€dD, (4.12)
u(0,2) = up(x), Ou(0,z)=us(z), x€D.

Losungen dieses Problems sind in CZ(Rsq X D) eindeutig bestimmt und erfiillen
fiir alle ¢t > 0 die Energiegleichung®

1

BE(t) = ; /D (Grut, 2)* + a| Vu(t,z)[3) do = 5 /D (uo(2)? + alus () [3) da. (4.13)

BEWEIS. Es gelte (4.13). Sei v € C}(Rxo X D) eine zweite Losung von (4.12).
Dann 16st auch w := v —u € CZ(R>o x D) das Problem (4.12) mit ug = 0 und
up = 0. Laut (4.13) ist dann [, dyw(t, x)? do = 0 fiir alle t > 0, sodass dyw(t, z) = 0
fir fast alle x € D gilt. Da Q,w stetig ist, liefert Bemerkung 5.8 unten dyw(t, z) =0
und damit w(t, ) = [; dw(s,r)ds = 0 fiir alle # € D und ¢ > 0. Also ist u = v.

Wir zeigen nun (4.13) fiir eine Losung w. Die Funktionen ¢; = dyudyu und
9 = a(Vu|0;Vu) sind auf Rsq x D beschrinkt. Somit implizieren der Differenzier-
barkeitssatz 3.18 mit ¢ = (||¢1]le + [|¢2loc) LD, die Kettenregel, Korollar 4.22 und
Wellengleichung (4.12) die Ableitbarkeit von E und die Abschitzung

E(t) = ; [ a(aut, 2 + alVu(t, 2) ) do
= /D (&u(t, x)Opu(t, x) + a(Vu(t, z)|Voul(t, 9(;))) dz

PIn dieser Situation ist E(t) die Summe der kinetischen und potentiellen Energie.
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— /D Oyu(t, x)(Opu(t, z) — aAu(t,z)) dx = 0.

Man beachte, dass hier das Randintegral in der Greenschen Formel wegen der
Randbedingung u(t,z) = 0 (und damit dyu(t,z) = 0) verschwindet. Also ist F
konstant und (4.13) gilt. O

Wir wenden uns nun der einfachsten Version des Satzes von Stokes im R? zu.
(In §13.8 von [6] findet man eine Variante im R?® auf dem begrifflichen Niveau des
Divergenzsatzes Theorem 4.20. Es gibt auch eine Verallgemeinerung von Stokes im
R™, die jenseits der Moglichkeiten dieser Vorlesung liegt, siehe Kapitel XII.3 in [2]
oder Kapitel 13 in [6].)

Dazu sei F' : Uy — D eine C?-Parametrisierung mit offenen Mengen U, C R?
und D C R3. Weiter sei U C R? offen und beschrinkt mit U C Uy und OU sei eine
geschlossene einfache C'-Kurve mit der reguldren Parametrisierung v : [a, b — OU.
Insbesondere ist OU ein C'-Rand. Dabei verlaufe v im Gegenuhrzeigersinn. Die
Tangentenrichtung an AU bei v(7) ist der Vektor 7/(7) € R? und die duflere
Einheitsnormale ist v(7) = [7/(7)|3 ' (74(7), =74 (7).

Wir definieren das Flichenstiick M = F(U) C D. Die Randkurve ;M C F(U) C
D von M ist durch die regulire C''-Parametrisierung ¢ = F o~ : (a,b) — .M
gegeben. Die duflere Einheitsnormale an M ist

1
O F(t) x 0 F(t)],
siehe die Bemerkungen nach Definition 4.6 und Abbildung 4.3. Fiir f € C'(D,R3)
definiert man die Rotation

n(F(t))

OF(t) x F (1), tel, (4.14)

Oa f3(w) — O3 f2(x)
rot f(x) = [ Osfi(x) — O fs(x) |, =€ D,
O f2(w) — Oz f1(z)
und fiir f € C(D,R3) wie in Abschnitt 4.2 von Analysis 2 das Kurvenintegral
3

fode= [(Fle)lgm)dr =3 [ ) (r) dr = R

0o M j=1 a

THEOREM 4.25. Unter den obigen Voraussetzungen gilt die Gleichung
¢ do(z)= [ f-da.
/ot f@n@) do(e) = [ [ de

BEwEIs. Wir® setzen
01 Fy OoF5 — 01 F5 0o F)
N(t) = 81F<t) X 82F(t) = 61F3 82F1 —81F1 82F3
O I OoFy — 01 F5 0o Fy

SDieser Beweis wurde in der Vorlesung ausgelassen.
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ABBILDUNG 4.3. Die Situation im Satz von Stokes.

Definition 4.6 und (4.14) liefern zunéachst

1
/ot fln)do = [ (ot NED)|IN@] N(®)) IN(0)] dt
[ (@100 F = @) o F)Ny + (@sf) 0 F = (1) 0 F) Ny
+ ((alfg) oF — (anl) 9} F)Ng] dt =: L.

Andererseits berechnen wir den dritten Summanden des Kurvenintegrals R oben
mittels der Kettenregel als

[ iteneamar = [ BEGE) (@R + @) r)) dr

- ! (et G oo (A0 o
=/ (fg oF (_a;iig) y) do =: J,

wobei die obige Formel fiir ¥ und Beispiel 4.7¢) eingingen. Unter Verwendung
von F € C? wenden wir nun den Divergenzsatz in R?, die Produktregel (4.10),
Schwarz’ Theorem 3.24 aus Analysis 2 und die Kettenregel an. Es folgt

J:/Udiv (fso F (0:Fs, ~0uFy)) dt

-

:/U {(V(fg,oF)’(agF;;,—ang))+f3OF(a12F3_321F3) dt

= /U (31(f3 0 F)0yFy — Os(f3 0 F>81F3> dt
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= /U {((61]03) o FO1F + (02f3) 0o FO1F> 4 (05f3) o F81F3)82F3
- ((81f3) ¢) F82F1 + ((92f3) e} F@gFg + (83f3) ¢) F82F3)81F3:| dt

- /U ((82f3) o FNy — (01 f3) 0 FNz) dt,

wobei sich in der letzten Gleichung zwei Terme gekiirzt haben. Wir haben somit
zwei der sechs Summanden des Integranden von L erhalten. Die anderen beiden
Terme des Kurvenintegrals R liefern auf d&hnliche Weise die verbleibenden vier
Summanden. O

Wenn f ein magnetisches Feld beschreibt, interpretiert man
Z = f-dx
B M
als die Zirkulation in der Leiterschleife d; M. Unter den Voraussetzungen des Satzes
von Stokes liefert dieser die Formel

7 = /M(rot fIn) do.

BEISPIEL 4.26. a) In der Situation von Theorem 4.25 sei f = Vu fir u €
C?(D,R). Dann gilt rot f = rot Vu = 0 laut einer Ubung in Analysis 2 und somit

Vu- de = / (rot Vuln) do = 0.
M

O M
Sei etwa u(z) = |z|* fir z € R?\ {0} und @ € R\ {0}. Dann folgt

/ z|z|*? - dz =0, falls M C R*\ {0}.
O M

b) Im Rahmen des Divergenzsatzes sei f = rot g fiir g € C?(D,R?). Hier ergibt
sich divrot ¢ = 0 und damit

/ (rot g|lv)do :/ divrot gdz = 0.
oD D

c) Fiur f(z) = (—x9,21,0) gilt rot f(x) = (0,0,2). Seien R > r > 0 und
h(zy,x9) = /R? — 23 — 23 fiir (x1,22) € B(0,7) C R? sowie M als Graph durch
F(xq, 29, h(x1,22)) parametrisiert. Man beachte, dass Bemerkung 4.5 und (4.3)
die Formel nz(F(xy,25)) = (1 + |Vh(21, 22]2) 7Y% = gp(z1, 29)7Y/? liefern. Dann
erhalten wir

/agM frde= /M(rotf]n) do = 2/3(0,7«) ng o F\/gp d(xy,22) = 2172, ¢



KAPITEL 5

Die Lebesgueschen Raume und Fourierreihen

Es seien (X, A, 1) ein Mafiraum und p € [1, 00|, soweit nichts anderes gesagt
wird. In diesem Kapitel untersuchen wir zunachst Funktionenraume zur p-Norm
und zeigen in einem weiteren wichtigen Konvergenzsatz, dass sie vollstédndig sind.
Im zweiten Abschnitt verwenden wir geometrische unsd analytische Uberlegungen
in einem dieser Raume, um eine elegante Losung eines klassischen Problems der
Analysis zu finden.

5.1. Die LP-Raume

Fiir messbare f : X — R definieren wir die p-Normen

171, = ([ 157 du)” firpeftio0) und 6.1
| fllo, = esssup|f(x)| :=inf{c > 0|3 p-Nullmenge N, Vo € X \ N.: [f(z)] < c},
reX

wobei 0o := oo fiir a > 0 ist, sowie die Rdume
LP(X, A p) = L0(p) = L7(X) == {f : X > R| f messbar, ||f]|, <o} (52)

fir p € [1,00]. Wir betonen dabei, dass die Gréle [|f]|, € [0,00] wegen der
Messbarkeit von f stets definiert ist. Weiter liegt eine messbare Funktion f : X — R
genau dann in £P(p) fiir p € [1,00) bzw. in £%°(u), wenn | f|” in £ (1) enthalten bzw.
| f] fast iberall beschrénkt ist. Man beachte, dass die Funktion f = coljgy : R — R
f.i. beschrankt ist, aber nicht g : R — R; x + z, oder h: (0,1) = R; z +— 1/z. Im
Folgenden konzentrieren wir uns auf den Fall p € [1, 00).

Die p-Normen spielen in der Mathematik eine zentrale Rolle. Zu ihrer Bedeutung
fir andere Wissenschaften erwahnen wir, dass die Gesamtmasse eines Stoffes
mit Massendichte v > 0 in D C R?® durch |ul, = [p,udz gegeben ist. Die
anderen p-Normen stehen oft mit Energieausdriicken in Beziehung; der Fall p = 2
entspricht dabei linearen Materialgesetzen, siehe (4.13). Ferner ist || f, — f|; =
[ |fn — f|] dx gerade die Flache zwischen den Graphen von f, und f. Man nennt
deshalb die Konvergenz || f,, — fI|, — 0 fiir p € [1, 00) Konvergenz im p-ten Mittel.
Wir verwenden in diesem Kontext Begriffe wie bei metrischen Rdumen, auch wenn
wir erst unten die Frage beleuchten, ob || - ||, eine (vollsténdige) Norm ist.

Um das Symbol || - || fiir das wesentliche Supremum esssup,¢x | f(x)| teilweise
zu rechtfertigen, betrachten wir X € B,,, A = B(X) und ¢ = A, und nehmen
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5.1. Die LP-Raume 116

an, dass Ay, (B(z,r) N X) > 0 fir alle z € X und r > 0 ist (z.B. sei X offen).
Fiir stetige f : X — R gilt dann esssup,cx | f(z)| = sup,cx | f(x)]. In der Tat ist
dabei die Ungleichung "<’ klar. Sei weiter € > 0. Es gibt dann einen Punkt x € X
mit |f(x)] > supy |f| — e. Da f stetig ist, existiert so ein Radius r > 0, dass
|f(y)| > supy |f| — /2 fir alle y € X N B(x,r) gilt. Nach der Voraussetzung ist
dann esssupy | f| > supy | f| — /2, woraus die behauptete Gleichheit folgt.

Wir fithren wie in Analysis 2 den konjugierten Exponenten

2 pe(loo),
P = q 00, p=1
L, p = o0,

ein. Laut (2.2) in Analysis 2 geniigt er den Beziehungen
1 1

—+—-=1, p'=p  p=p=p=2 p<qg=p>q
p D
fir p,q € [1,00]. Im néchsten Satz zeigen wir die Dreiecksungleichung fir die
p-Normen. Als Hilfsmittel benotigt man dabei die Hoéldersche Ungleichung, die
aber auch unabhéngig davon eine fundamentale Rolle in der Analysis spielt. Einige

ihrer wichtigen Varianten und Folgerungen werden in den Ubungen besprochen.

SATZ 5.1. Seip € [1,00]. Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) Seien f € LP(u) und g € L¥ (). Dann liegt das Produkt fg in £'(u) und es
erfillt die Holdersche Ungleichung

[ radul < [ g9l du=Nfgll <1141, gl

b) Seien f,g € LP(n). Dann ist die Summe [+ g in LP(u) enthalten und sie
gentgt der Minkowskischen Ungleichung

1+ gll, < 1A, + llgll, -

BEWEIS. a) Zundchst sind fg und |fg| messbar. Satz 2.29 zeigt die erste
Ungleichung. Sei zuerst p = 1. Dann gibt es fiir jedes ¢ > ||g||« so eine Nullmenge
N,., dass |g(z)| < c fir alle x € X \ V. ist. Mit Lemma 3.6 folgern wir

[ foldu= [ ifllgldu<e [ Ifldp=cliflh.
X X\ N X\Nc

Im Infimum tber alle solche ¢ folgt Behauptung a) fiir p = 1. Den Fall p = oo
behandelt man analog.

Sei weiter p € (1,00) und damit auch p’ = p/(p — 1) € (1,00). Falls || f][, = 0
oder ||g||,, = 0 ist, verschwinden laut Lemma 2.20 die Funktionen f bzw. g f.i., und
die Aussage gilt. Es seien also beide Normen ungleich 0. Die Youngsche Ungleichung
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(Beispiel 5.27 in Analysis 1) liefert dann

@) lg@)| _ [f@)P | lg)”
7T, Taly = o171 P gl

Wir konnen diese nichtnegativen messbaren Funktionen integrieren und erhalten

d p p
LT Je M@a@lan) < oy [ IrPa f|| gl AU
1 1

fir jedes z € X.

= — + 7/ = 1.
p D
Also ist das Produkt fg integrierbar und die Holdersche Ungleichung ist gezeigt.

b) Der Fall p = 1 folgt aus Satz 2.29 (vergleiche die Rechnung unten). Den Beweis
fiir p = oo lassen wir aus. Es sei p € (1,00). Zunichst sind auch die Funktionen
f+ g und |f 4 g|’ messbar. Weiter wenden wir Satz 2.8 in Analysis 2 auf den
Vektor (|f(x)],|g(z)|) € R? an und folgern die Ungleichung

[f (@) + g(@)] < f @)+ |g(@)] < 2V (I ()7 + |g () P)77,
[f (@) + g(@)I” < 227 (|f(@)]” + [g(2) ).

Somit ist die Funktion |f + ¢|P nach den Sétzen 2.26 und 2.29 integrierbar und
damit liegt f + ¢ in £P(u). Satz 2.29 und Teil a) implizieren ferner

IF gl = [ 17 +gllf + gl du < [ IF11F + 9P du [ 1gl1f + gl d

1

L =
< [ 17+ 017 an)” gl [ 15+ 9%~ an)’
= (U1l + gl ) 1 + gl

wobei wir die Identitaten (p —1)p’ = p und 1/p’ = (p —1)/p benutzen. Da || f + ¢||,
endlich ist, ergibt sich Minkowskis Ungleichung per Division. U

Wir haben auf einem Mafiraum eine Familie von Rédumen definiert, sodass sich
die Fragen stellen, ob diese in einander enthalten sind und wie sich die jeweiligen
Konvergenzen verhalten. Die Holdersche Ungleichung liefert eine erste Antwort.

KOROLLAR 5.2. Seien u(X) < oo und 1 < p < g < oo. Dann ist LI(p) in LP(p)
enthalten und fir f € L) gilt die Ungleichung

IFIl, < )P 1,
Somit folgt hier aus ||f — full, — 0 auch die Konvergenz ||f — fu||, — 0 fiirn — oo.

BeEwEIs. Den Fall ¢ = oo behandelt man &hnlich wie im Beweis von Satz 5.1a).
Sei nun ¢ < oo. Wir verwenden die Héldersche Ungleichung mit r := ¢/p € (1, 00),
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um von | f|P auf | f|? zu kommen. Da dann " = (q¢/p)’ = q/(q — p) ist, erhalten wir

1= (o 1ran)” < (fran)™ (0% an)™ = pexi=tign,. 0

In den folgenden Beispielen zeigen wir, dass im Allgemeinen keine weiteren
Inklusionen zwischen den Raumen LP(u) gelten. Die dabei verwendeten Potenz-
funktionen sind wichtige Majoranten und Testfélle in £”()\,,). Man beachte, wie
die Aussagen von p und m abhéngen.

BEISPIEL 5.3. Seien = A\, p,q € [1,00), @ € Rund f, : R™ — R; fo(z) = |z|5
(wobei f,(0) = 0 fiir @ < 0 ist). Sei B die Kugel B(0,1) in R™. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

a) Die Einschrankung f, : B — R liegt genau dann in £P(B), wenn a > -
ist. Also ist eine messbare Funktion g : B — R in £P(B) enthalten, wenn die
Ungleichung |g| < cf,, fur ein o > - und eine Konstante ¢ > 0 gilt.

b) Die Einschrankung f : R™\ B — R liegt genau dann in £7(R™ \ B), wenn
a < =7 ist. Also ist eine messbare Funktion g : R™ \ B — R in LP(R™ \ B)
enthalten, wenn |g| < ¢f, fir ein a < —* und eine Konstante ¢ > 0 gilt.

c) Es besteht keine Inklusion zwischen £P(R™) und £9(R™), wenn p und ¢
ungleich sind.

d) Produkte konnen einen Raum LP(u) verlassen. Fir a < 0 ist etwa f,, fiir alle
1<p< ﬁ in LP(B), aber fon = fofa liegt nur fir 1 < ¢ < % in L9(B).

BEWEIS. a) Polarkoordinaten und Beispiel 3.40 liefern

1
P =w, [ rPrm L dr
1 fally
0

Dieses Integral ist nach Beispiel 1.24 aus Analysis 2 genau fiir ap +m > 0, also fiir
o > —%, endlich. Die zweite Aussage folgt dann aus Satz 2.26 und der Ungleichung
|gI? < cPfh.

b) Die Behauptungen erhalten wir analog wie in Schritt a), da [ r*Pr™=1dr
genau fiir a < —% endlich ist.

c) Sei 1 <p < g < oo und damit —m/q > —m/p. Wir setzen
9 <1
h(ZL‘) _ |$‘%, |I|2 J
|zlz, |zl > 1.

Auf Grund der Aussagen a) und b) liegt h in L7(R™)\ LP(R™), wenn o > —m/q
und —m/q > § > —m/p gelten. Umgekehrt ist fir —m/q > o > —m/p und
p < —m/p die Funktion h in £P(R™)\ L9(R™) enthalten. d

Wie tibertragen ferner den den Satz von der majorisierten Konvergenz auf L£P ().

SATZ 5.4. Seien 1 < p < 00, fu,f : X — R messbare Funktionen und g eine
Abbildung aus LP(p). Weiter gelte fir jedes n € N die Ungleichung |f,| < g f.1.
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und (f,) konvergiere f.i. gegen f fiir n — oo. Dann liegen auch alle f, und f in
LP () und wir erhalten den Grenzwert ||f — full, — 0 fir n — oo.

BEWEIS. Zunéchst liefern die Voraussetzungen die f.ii. Majoranten | f, |7, | f|? <
g? fur alle n € N. Da ¢P integrierbar ist, liegen somit alle f,, und f in £P(u) wegen
Satz 2.26 und Lemma 3.6. Weiter konvergieren auch die Funktionen |f, — f|P fur
n — oo f.i. gegen 0 und werden durch

|fo = fIP < (Iful +1F])P < 2p_1(|fn|p +|fIP) < 2°¢”
f.ii. dominiert. Lebesgue’s Theorem 3.12 liefert nun die Konvergenzaussage durch

||fn—f||Z:/X|fn—f|pdu—>O, n — oo. O

Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob (LP(1), || -||,) ein normierter Vektorraum
ist. Sei dazu p € [1, 00]. Die Definitionen (5.1) und (5.2) implizieren leicht, dass fir
alle f € LP(u) und @ € R auch af in £P(u) liegt und der Gleichung

lecf[l, = Tl 171, (5.3)

geniigt. Wegen Satz 5.1 ist also LP(u) ein Vektorraum tiber R. Auflerdem besitzt

die Abbildung f + || f]|, die Eigenschaften (N2) und (N3) aus der Definition 2.1

einer Norm in Analysis 2. Wenn es allerdings eine nichtleere p-Nullmenge N gibt,

dann ist die Definitheit (N1) wegen den Relationen |[1y]|, = 0 und 1y # 0 verletzt.
Um dieses Problem zu losen, betrachten wir die Menge

N ={f:X — R|fist messbar, f =0 f.i.}

der Nullfunktionen, die ein Untervektorraum jedes £P(u) ist. Dann ist der Quotien-
tenraum

LP(X, A p) = LP(u) = LP(X) o= L) /N = {f = [+ N'| f € L2()}. (5.4)

ein Vektorraum tiber R fiir die Verkniipfungen f + 4= f/\—kg und « f = &7 der
Restklassen. Es gilt genau dann f = § in LP(11), wenn alle Représentanten f € f
und g € ¢ fast uberall gleich sind. Wir setzen aulerdem f < g, falls f < g fast
tiberall gilt. (Wenn diese (Un-)Gleichung f.ii. fir gewisse f € fund g € § erfiillt ist,
dann gilt sie schon fiir alle Repriisentanten.) Ferner definieren wir fiir alle f € LP (1)
und p € [1,00] die Norm

£l == 1£1l, und fiir p = 1 auch das Integral / fdu= / fdu (5.5)
b b

fiir ein f € f. (Nach Lemma 3.6 hangen diese Objekte nicht von der Wahl des
Repréasentanten f ab.) Fir f,§ € LP(u) und o € R gelten weiter die Aussagen

lafllp = llafll, = led 1L, = lod 1 f1lp,
1+ alle =11 +gll, <1, + lgll, = 1fllo + 131l
Ifl,=0 < Vfef: |fl,=0 <« Vfef: f=0tfi < f=0.
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Hier haben wir die Formel (5.3), Satz 5.1 und Lemma 2.20 verwendet. Also ist
(LP (), |I-,) fiir jedes p € [1, 00] ein normierter Vektorraum.

Die bisherigen Resultate zu £P(u) iibertragen sich auf LP(u), nachdem man
gegebenenfalls punktweise Eigenschaften durch die entsprechenden Eigenschaften
fast iiberall ersetzt hat." Weiter sind die Abbildungen

L'(u) = R; f!—>/de,u, (5.6)
D) x D' > B (F.9) = (Fa) = [ fadu= [ fodu  (57)

stetig, sowie linear bzw. bilinear nach Satz 2.29. (Hier sind f € f und ¢g € g; man
beachte f§ = fg.) So folgt nach Satz 2.29 aus f,, — f in L'(u) die Konvergenz

‘/deu—/xfndu‘:’/x(f—fn)du‘gHf_anl 0

fiir n — oo. Ahnlich impliziert fiir f, — f in LP(u) und §, — § in L” (u) die
Holdersche Ungleichung in Satz 5.1 die Abschétzung

< Hf_fn“p ||§]||p’+ “anpHg_gan’ — 0, n— o0,

da die konvergente Folge (f,) beschrinkt ist. Fiir f,§ € L%(u) setzen wir auBerdem
(f1) = [ fadu= @l

Dies ist ein reelles Skalarprodukt auf L2(y) mit induzierter Norm || f||2 = (f] ).

Im folgenden Satz von F. Riesz und Fischer (1907) wird die Vollstdndigkeit
der LP-Raume fir p € [1,00) gezeigt. Ferner folgt aus dem Beweis, dass eine in
LP (1) konvergente Folge eine f.ii. konvergente Teilfolge mit einer f.ii. Majorante
in £P(u) besitzt. Also sind die Voraussetzungen des Satzes von der majorisierten
Konvergenz zumindest fiir eine Teilfolge notwendig. Dies erlaubt einem z.B. in
Korollar 5.7 von der Konvergenz im p-ten Mittel auf punktweise Aussagen zu
schliefen, was oft wichtig ist. Anschliefend préasentieren wir ein Beispiel, in dem
punktweise Konvergenz und Majorante wirklich nur fiir eine Teilfolge vorliegt. Man
kann mit anderen Techniken auch zeigen, dass L*°(u) ein Banachraum ist.

THEOREM 5.5. Seien (X, A, ) ein Maffraum, 1 < p < oo und (f,) in LP(u)
eine Cauchyfolge beziglich ||-||,. Dann gibt es Funktionen f,h € LP(u) und eine
Teilfolge (fn,); derart, dass (fn,); fast dberall gegen f fiir j — oo strebt, |f,,| < h
fast diberall fiir alle j € N gilt und || f,, — fl|, = 0 fiir n — oo konvergiert. Weiter
ist LP(u) ein Banachraum und fir p = 2 ein Hilbertraum (vgl. §2.1 in Analysis 2).

'Wir werden schon bald (in Bemerkung 5.8) die Réume LP(u) und £P(u) identifizieren.
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BEWEIS. 1) Nach Voraussetzung existiert fiir jedes j € N so ein Index nj,
dass njy1 > n; und ||fy — fo,|l, < 277 fir alle I > n; gelten. Die Funktionen
9j = fnje — [n, geniigen somit der Ungleichung ||g;|l, < 277 fir alle j € N.
Auf Grund der Wahl der Abstéande 277 sollte die (Teleskop-)Reihe der g; absolut

konvergieren. Um dies nachzuweisen, setzen wir

= ([ (Sto) aute) =Sl

fir £k € N, wobei auch die Dreiecksungleichung aus Satz 5.1 eingeht. Nach Bei-
spiel 2.10 ist die Funktion

k
<> 27<1

p 7j=1

g: X = [0,00]; glz)=>lg;(z)l,
)
messbar. Aus dem Theorem 3.10 von Fatou schlielen wir ferner

/Xg(l“)p du = /X,}Lrgo (Z; Igj(as)l)pdw) < lim s§ < 1.

k—o0

Also liegt g in £P(u). Korollar 2.27 liefert nun so eine Nullmenge N, dass g(x)? und
damit g(z) fiir alle z € X \ N endlich ist. Folglich konvergiert die Reihe 372, g;(z)
fur jedes x € X \ N absolut in R.

2) Daraus ergibt sich die Konvergenz von
k—1 00
(@) = frs @)+ D g5(2) — far(@) + 32 g5(x) =2 f(2)
j=1 j=1

fir £k — oo und jedes x € X \ N. Wir setzen ferner f(z) = 0 fir x € N. Die
Beispiele 2.10 und 2.6 liefern die Messbarkeit der Funktion f : X — R. Demnach
konvergiert die Teilfolge (f,, )x f.0. gegen f und ist durch

k—1
o S Vol + 22 193] < | foil + 9 =21 € L7(n)

j=1

fir alle k£ € N f.i. dominiert. Laut Satz 5.4 liegt somit f in £P(p) und || fn, — fllp
strebt fiir £ — oo gegen 0.

Um die Konvergenz im p-ten Mittel der ganzen Folge zu zeigen, greifen wir auf
die eingangs formulierte Cauchyfolgeneigenschaft zurtick. Sei dazu € > 0 gegeben.
Wir wéhlen ein j € Nmit 277 < e und ||f — f, ||, < e. Fiir alle [ > n; folgt dann

1f = fillp < If = Fosllp + 1o, = filly S € +277 < 2e.

3) Sei ( fn)n eine Cauchyfolge in LP(u). Fir jedes € > 0 gibt es demgeméaf so
einen Index M, € N, dass die Ungleichung € > || f,, — fmllp, = |/ — [, fir alle
n,m > M, gilt. Damit bilden die Représentanten (f,,) in £P(u) eine Cauchyfolge
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bzgl. der p-Norm, sodass sie nach Schritt 2) fir ||-||, gegen eine Funktion f € £P(u)
konvergieren. Also strebt (f,,), in L” (i) gegen f und dieser Raum ist vollstandig. [

BEISPIEL 5.6. Seien X = [0,1], u = A1, p € [1,00) und
J1=1p/2), fo=1ps, f3=2L014), f1=2Lumi2, -, Jr=3Lpim), .-
Also gilt || full, = 127/ — 0 fiir n — oo, wobei [ durch

-1 !
Z2k<n§ Z2k =:my
k=1 k=1

gegeben ist. Gleichwohl gibt es fiir jedes x € [0, 1] und jedes j € N einen Index
n; € (my_1,m;] mit f, (x) = j — oo fiir j — co. Somit konvergiert (f,) an keiner
Stelle gegen 0 und besitzt keine Majorante in £P([0, 1]), da lim,, s f, = oo ist.
Andererseits strebt die Teilfolge (fy, ) = (L,1/2), 2L[1/2,3/4), 3L[3/4,7/8) - - -) punkt-
weise gegen 0 und hat die Majorante g := > 77 f,, mit endlicher p-Norm wegen

© 127k oo
P _ y — po—k
||9||p—k§1/121_kk dr=3 12+ <oo 0

Beispiel 5.3 impliziert, dass p-Normen zu verschiedenen p fiir \,, auf Kugeln
nicht adquivalent und auf R™ nicht einmal vergleichbar sind. Immerhin folgt aus
dem Satz von Riesz-Fischer, dass eine Folge im Schnitt von LP(u) und L9(u) nicht
zwei verschiedene Grenzwerte in diesen Radumen besitzen kann.

KOROLLAR 5.7. Es seien f, € LP(u) N Li(p) fiir 1 < p,q < oo mit f, — f in
LP(p) und f, — § in LY (u) fir n — oco. Dann gilt f = g € LP(u) N LI(p) und die
Reprdisentanten f und g sind fast tiberall gleich.

BEWEISs. Nach Theorem 5.5 existieren solche Teilfolgen und Nullmengen Ny
und Ny, dass fp, (x) fir alle x € X \ Ny und £ — oo gegen f(x) und fr, (x) fur
alle z € X \ Ny und j — oo gegen g(x) konvergiert. Also gilt f(z) = g(x) fir alle
x auflerhalb der Nullmenge N; U Ns. O

BEMERKUNG 5.8. a) Seien 1 < p < oo und X € B, so, dass A\, (B(z,r) N
X) > 0 fir alle x € X und r > 0 gilt. Dann ist die Abbildung J : C(X,R) N
LP(X,B(X),Am) = LP(X,B(X), \); f — [, injektiv. Also ist hier f der einzige
stetige Représentant von Jf = f .

BEWEIS. Seien f,g € C(X,R)NLP(X,B(X), \,,) mit f=¢. Dann ist f = g Lii..
Wir nehmen an, es gibe eine Stelle 2y € X mit f(xg) # g(zo). Die Voraussetzung
liefert dann Punkte x, € X mit f(z,) = g(x,) fur alle n € N und z,, — z, fiir
n — o0o. Aus der Stetigkeit folgt dann der Widerspruch f(zg) = g(xo). O

b) Man identifiziert meist L”(u) mit £7(x) und f mit f € f, wobei dann alle
punktweisen Beziehungen nur fast iiberall gelten. Aussagen auf Nullmengen sind
aber in LP(u) sinnlos. So ist fiir 2o € X die Abbildung f +— f(x¢) zwar auf £P(u),
aber nicht auf LP(u) definiert, wenn {z¢} eine p-Nullmenge ist. O
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Im folgenden Approximationstheorem nehmen wir den Raum LP(u) als Ganzen
in den Blick: Wir identifizieren dichte Teilmengen, die somit in LP(u) wie etwa Q in
R liegen. Dabei betrachten wir den Raum der stetigen Funktionen mit kompakten
Trager in einer offenen Menge X C R™, die also insbesondere am Rand 90X
verschwinden (was etwa bei partieller Integration niitzlich ist). Solche Satze und
ihre Verfeinerungen in spateren Vorlesungen ermoglichen es oft, Sachverhalte zuerst
auf Teilrdumen ‘guter’ Funktionen nachzurechnen und dann (falls méglich) durch
Grenzwertbildung auf ganz LP(u) zu iibertragen — dies ist eine der fundamentalen
Techniken der Analysis. Einen ersten Eindruck davon gibt der folgende Abschnitt.
Das néchste Theorem gilt im iibrigen nicht fir p = oo.

THEOREM 5.9. Sei 1 < p < co. Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) Seien (X, A, u) ein Mafraum. Dann ist der Raum

E={feLP(u)|f ist einfach}
dicht in LP(u); d.h., fir alle f € LP(u) und € > 0 gibt es eine einfache Funktion
g € LP(p) mit ||f —gl, <e.
b) Sei X CR™ offen. Dann liegt der Raum
Co(X,R) ={f € C(X,R) |supp f ist kompakt}
dicht in LP(X,B(X), A\n).

BEWEIS. a) Sei f € LP(u). Aus Satz 2.13 erhalten wir eine Folge einfacher
Funktionen (f,), die punktweise gegen f konvergieren und die Ungleichung |f,,| < f
fur jedes n erfiillen. Nach Lebesgues Satz 5.4 liegen alle f,, in L”(x) und damit in
E, und sie streben in LP(u) gegen f.

b) Seien f € LP(X) und € > 0. Wir gehen in mehreren Schritten vor.
1) Zuerst liefert Teil a) eine Funktion g € E mit || f — g, < €. Weiter setzen wir

Xe=B(0,k)N{zr e X |d(z,0X) = ie%fX|x—y|2 >1/k} C X
Yy

fiir £ € N. Wie in Bemerkung 4.2 sind diese Mengen kompakt und ihre Vereinigung
ist X. Weiter gilt X, € X; . Somit hat die Folge (1x,g) in £ den punktweisen
Grenzwert g und wird durch |g| majorisiert. Wieder Satz 5.4 impliziert nun die
Konvergenz 1x,g — ¢ in LP(X). Wir finden also einen Index k& € N und eine
Funktion h := 1x_g € E' mit kompakten Trager in Xz € X und

If = Rll, < 11f = gll, + llg = hllp < 2.
2) Es gibt folglich n € N, y; € R und A; € B,,, mit A; C X7 und

h = ZyJ'ﬂAj'
j=1

Wenn alle y; = 0 sind, ist ~ = 0 € C.(X,R) und wir sind fertig. Andernfalls setzen
wir 0 = (X7, ly;])~*e. Wir wenden nun Theorem 1.26 auf A := A; an und ersetzen



5.2. Fourierreihen 124

dann dort O durch O; := O N X2 o So erhalten wir kompakte bzw. offene Mengen
Kjund O; mit K; € A; € O; C Xz, und A, (O; \ K;) < 6P. Wir fithren dann
_ d(m7 X \ O])
P = 1)+ X0

fir x € X und j € {1,...,n} ein. Wegen Bemerkung 2.35 in Analysis 2 erhalten
wir damit stetige Funktionen ¢; : X - R mit 0 < ¢; <1, ¢; =0 auf X \ O; und
¢; = 1 auf K;. Demnach gehort die Abbildung

P = Ui
j=1
zu C(X,R) und hat einen kompakten Trager in X7 ;. Auf Grund der der Dreiecks-
ungleichung in Satz 5.1 geniigt sie der Abschétzung

o=l < X il ey = Ll = Sl ([, o =1 Pte)’
j=1
< 3l (0, \ K <03 Il ==

=1
Mit Schritt 1) folgt Behauptung b). O

5.2. Fourierreihen

Als Motivation betrachten wir die Wellengleichung (4.12) in Raumdimension m =
1 fir die am Rand eingeklemmte schwingende Saite D = (0, 27) mit einer gegebenen
Konstanten a > 0 und der (ruhenden) Anfangsauslenkung f € C?((0,27)), sowie
gesuchter Auslenkung u(t, z) zur Zeit t > 0 und am Ort = € (0, 27). Dann erfiillt
u € C}(Rso x (0,27)) die Gleichungen

Owu(t, r) = adzu(t, x), t>0, x € (0,2m),
u(t,0) = u(t,2m) = 0, t>0, (5.8)
u(0,z) = f(z), Ow(0,2) =0, x € (0,2m).

Fir f,(x) = sin(nz) und n € N besitzt das obige Problem die spezielle Losung
u,(t, ) = cos(y/ant) sin(nx), die eine stehende Welle beschreibt. (Probel!)

Es stellt sich nun die Frage, ob man die Losung u fiir ‘beliebige’ gegebene
f als eine Reihe von Funktionen wie u,, darstellen kann. Auch unabhéngig von
der Motivation durch die Wellengleichung ist dies eine wichtige Fragestellung, da
Taylorreihen unbeschrankte Polynome verwenden und deswegen meist nur in der
Néhe des Entwicklungspunktes gut approximieren. Die hier verwendeten Funktionen
sind hingegen beschrinkt. Wir werden unten im L?-Rahmen eine Reihendarstellung
durch trigonometrische Funktionen nachweisen konnen.
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Hierbei ist es bequemer mit der komplexen Exponentialfunktion als mit Si-
nus und Kosinus zu arbeiten. Deswegen diskutieren wir kurz die Integration von
komplexwertigen Funktionen f : X — C. (Vergleiche etwa das Buch [3].)

Als metrischer Raum ist (C, | - |) homéomorph zu (R? |- |3), wobei man z =
s+ it € C auf (s,t) € R? abbildet. Demzufolge identifizieren wir B(C) mit By. Wir
verwenden auch den Real- und Imaginérteil (Ref)(x) = Ref(z) bzw. (Imf)(x) =
Imf(z) fiir x € X von f. Es gilt f = Ref+ilmf. Satz 2.5 liefert nun die Aquivalenz

f:X — C ist A-B(C)-messbar < Ref,Imf: X — R sind A-Bj-messbar. (5.9)

Aus diesen Eigenschaften folgt dann auch die A-B;-Messbarkeit des Absolutbetrags
|f] : X — R. Wir nennen nun eine messbare Abbildung f : X — C integrierbar,
wenn die reelle Funktion |f| : X — R integrierbar ist. Mittels der Ungleichungen

IRef, [Imf| < [f| < v2max{[Ref|, [Imf[}
und Satz 2.26 konnen wir diese Eigenschaft durch
|f] : X = Rs¢ ist integrierbar < Ref,Imf : X — R sind integrierbar (5.10)
< (Ref)s, (Imf)+ : X — Ry sind integrierbar

charakterisieren. In diesem Fall fithren wir das Integral

J fani= [ Refap+i[ mfap ec (5.11)

von f ein, wobei rechts nur bekannte reelle Integrale stehen. Schliellich definieren
wir die Funktionenraume

L2(X, A, ) = L2(1) = LA(X) = {f : X — C| f messbar, || € L7()},

Le(p) == Le(p) /N,
(5.12)
mit der Norm || f||, = || | f] [, fir p € [1,00]. Dabei ist nun

Ne={f:X — C| [ ist messbar, f =0 fi.}.

Wir identifizieren wieder L% () mit £2(p) und f mit f € f. Man kann unsere
bisherigen Resultate leicht auf komplexwertige Funktionen tibertragen, soweit nicht
die Ordnung von R wesentlich eingeht (wie etwa bei der Monotonie des Integrals).
Wir sammeln das nachfolgend Benétigte.

BEMERKUNG 5.10. Sei f € L{(u). Dann gelten die folgenden Aussagen.
a) Aus (5.11) und Satz 2.29 folgen die C-Linearitat der Abbildung f — [y fdu
und die Beziehungen

Re/ fdu:/ Re f dy, Im/ fdu:/ Im f dg, /fdu:/ Tdpu.
X X X X X X
b) Wir haben die Ungleichung

‘/deu‘é/x\fl dp.
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BEWEIS. Wir setzen z = [ fdu. Wenn z = 0 ist, sind wir fertig. Andernfalls
folgern wir aus Teil a) und Satz 2.29 die Relationen

|z|2:Z/deu:/Xzfdu:Re/Xzfd,u:/XRe(zf)du
< [ EIflan =1zl [ 1f1an.

wobei auch einging, dass |z|? und damit die zwei folgenden Terme reell sind. Wir
dividieren nun durch |z| und erhalten die Behauptung. U

c¢) Die Ungleichungen von Holder und Minkowski und die Satze von Lebesgue
und Riesz-Fischer gelten auch in L{(u). Also ist L{(u) ein Banachraum iiber C.

d) Fiir f,g € L2 setzen wir

(fl9) = [, fgdu.

Wie in (5.7) definiert dies eine stetige Abbildung von LZ(p) X L&(u) nach C, die in
f linear und in g additiv ist. Weiter folgt aus Aussage a) die Symmetriebeziehung

(flg) = /Xﬁdu = (g1f).

Also ist (+|-) ein C-Skalarprodukt und antilinear im zweiten Argument. Wegen
(fIf) = JIf1*dp = || f]13, ist ||-]|, die induzierte Norm und LZ(p) ein C-Hilbertraum.

e) Zwei Funktionen f,g € LZ(u) heiflen orthogonal (oder senkrecht), wenn
(flg) = 0 ist. Wir schreiben dann f 1 g. Dies gilt etwa, wenn f und ¢ disjunkte
Trager haben. Auch fiir f =1 und g = 1jg,1/9) — /21 auf X = [0, 1] mit g = Ay

erhalten wir
1

1/2
(f|g):/0 ldz — l1dz = 0. O

1/2

Ab jetzt betrachten wir nur noch den MaBiraum (X, A, ) = ([0, 27], B([0, 27]), A1)
und schreiben LP statt L7 ([0, 27]) fiir p € [1, 00]. Wir beginnen mit einem grundle-
genden Beispiel.

BEISPIEL 5.11. Wir setzen ey (t) = el fiir k € Z und t € R sowie by, = \/%ek €
C([0,27],C). Dann liegt by, in L? und es gelten

2m 2 2
/ eFt At = / cosktdt +1 / sin kt dt
0 0 0

27, k=0,
B %Sin(k’t)‘iﬂ —if Cos(k;t)‘z7T =0, k#0,

1 2 1 2T .
(b;lbr) = 27/ ejepdt = 2—/ elU=Rt gt = {
™ Jo

™ JOo

17 j = )
0, J#k,
fiir j,k € Z. Also ist das System {b;, | k € Z} orthonormal in L. O
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Wir wollen zeigen, dass {by |k € Z} eine Orthonormalbasis von L? ist; d.h.,
{by | k € Z} ist orthonormal in L? und fiir jedes f € L? gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen v; € C mit

f=Jim > b= b (in L.
j=—n JEZ
Zunachst kléren wir, welche Koeffizienten «; hier tiberhaupt in Frage kommen.

LEMMA 5.12. Es gelte f =31z Vxbr in L? fiir Zahlen v, € C. Dann ist v, = (f|br)
fiir jedes k € 7.

BEWEIS. Die Stetigkeit und Linearitat des Skalarprodukts laut Bemerkung 5.10
sowie Beispiel 5.11 liefern die Behauptung

(f165) = 7 (bilb;) fir jeZ. OJ
keZ
Fir f€ L',k € Zundn € N deﬁniert man folglich den k-ten Fourierkoeffizienten
(flo) = \/_ / oIkt 4y (5.13)
und die n-te Fourierpartialsumme
Suf = D (flby)b;. (5.14)

Jj=—n
Wenn die Folge (S, f), in L? konvergiert, so heifit ihr Grenzwert
> (flbk) = lim S, f (5.15)
keZ

die Fourierreihe von f.

Es stellen sich nun die Fragen, ob die Fourierreihe fiir jedes f € L? konver-
giert und ob f der Grenzwert ist. Um diese zu beantworten, benutzen wir den
Untervektorraum

E, =1lin{b_,,b_py1,...,b,}
von L? fiir n € N, wobei E,, C F,,; gilt. Mit Techniken aus der Linearen Algebra
zeigen wir zuerst wesentliche Eigenschaften der Fourierpartialsummen.

LEMMA 5.13. Seien f,g€ L?>, n € N und u € E,,.
a) Sei f L g. Dann gilt die Gleichung des Pythagoras

2 2 2

1 =+ glly = [1£15 + gl

b) Die Abbildung S, : L* — E,, ist linear und erfillt S,u = u sowie (f —S,f) L u
c¢) Die Fourierpartialsummen gentigen der Besselschen Ungleichung

101z = Z [(F10)1° = 11l = 11 = Sufl3 < II£1l5-

j=—n

d) Es gilt ||f = Suflly < [If —ull,y.
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BEWEIs. a) Die Eigenschaften des Skalarproduktes und die Orthogonalitét
implizieren

1f+allz = (f+glf+9) = (F1/)+(flo)+(alf)+(glg) = (£1)+(glg) = I fll2+gll2

b) Die Definition (5.14) zeigt sofort, dass S,, linear ist und nach E, abbildet. Sei
u € Ey,. Dann gibt es Koeffizienten v; € C mit w = 3°%__, ~;0;. Wie im Beweis von
Lemma 5.12 und mit (5.14) folgen nun

(ulbg) = Z v;(bilbk) = & fir |k| <n,

j=—n
Spu= Y (ulbjb; = > ;b =
j=—n i==n

n

(7= Sufl) = () = (Suslu) = 3 5 (11) S (flby) Wby =

: ]7—771

c) Aus Teil a) und der Orthonormalitét der b; schlieBen wir auf die Gleichung

1St 13 = D2 NCF16)bsll5 = 32 I(f1bs)I?

Laut Aussage b) sind f— S, f und S, f orthogonal, sodass nochmals a) die Identitét

A5 = 1f = Sufll5 + 1S 115

und damit Behauptung c) liefert.
d) Nach Schritt b) stehen f — S, f und S, f —u € E,, senkrecht aufeinander. Mit
Aussage a) ergibt sich dann die Behauptung

1f = ullz = If = Suf 3+ ISuf —ullz > 1If = Sufll3. U

Es folgt insbesondere S? = S,,, weswegen man S, die Orthogonalprojektion auf
FE,, nennt. Geméaf des oblgen Lemmas ist der Lotfufipunkt S,f von f € L? auf
E,, die Funktion in E,, die f beziiglich der 2-Norm am néachsten ist und deren
Verbindungsvektor f — .S, f senkrecht auf F,, steht.

Die obigen Ergebnisse liefern alleine noch nicht die Konvergenz der Fourierreihe.
Dazu bedarf es noch eines tieferen Dichtheitsresultats der Analysis, ndmlich des
Approzimationssatzes von Weierstrafs. Im Gegensatz zu Theorem 5.9 arbeiten wir
hier mit der Supremumsnorm. Die Approximationen werden durch eine Faltung
mit reguldren, geschickt gewahlten Funktionen konstruiert, was sich in spéateren
Vorlesungen noch als eine sehr wirkungsvolle Methode erweisen wird.

In Teil a) approximiert man mit Polynomen und in b) mit Elementen aus £,
wobel wir b) auf a) zuriickfiihren. Andere Beweise der Aussage b) findet man in
Theorem V.4.16 aus [1] oder in Satz 16.1 aus [5].

THEOREM 5.14. Seien f € C([a,b],C) und € > 0. Dann gelten die folgenden
Aussagen.
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a) Es gibt ein Polynom q : [a,b] = C mit ||f —q||, <e.
b) Seien speziell a = 0, b = 21 und f(0) = f(27). Dann gibt es einen Index
n € N und eine Funktion w € E, mit |f —u|_ <e

BEWEIS. a) 1) Seien zuerst a = 0, b = 1 und f(0) = f(1) = 0. Wir setzen
f(z) =0 fir x € R\ [0,1]. Da f auf [0, 1] gleichméBig stetig ist, gilt dies auch fur
f:R — C. Also gibt es so einen Abstand § = d. € (0, 1), dass

[f(z) = flz —y)| <e/2

fur alle z,y € R mit |y| < § gilt. Weiter definieren wir die Polynome

1 ] 1

or(z) = a—(l — )1y (2) mit  ay = /1(1 — )k de

k —
fir k € N und z € R, wobei die Ungleichung ay > [y (1 — 2)*dz = k%rl gilt. Es
folgen die Beziehungen [ ¢ dz =1 und fiir |z| > §

0<or(x) <ay'(1—6H<(k+1)1 -6 =my — 0, k — 0.

2) Wir verwenden die approximierenden Funktionen

Fu(@) = o % fl@ /gpk:r:— dy—/gpk flo—t)dt
fir z € R. Nun gibt es stetige Abbildungen g, : [0, 1] — R mit
1
@k($—y):;k(1—($—y))1[11]55— Zgjk’

fur alle z,y € [0,1]. Da f auflerhalb [0, 1] verschwindet, erhalten wir die Gleichung

i) = [ ot~ )¢ dy—zxf [ o)) dy

fur z € [0,1]. Also ist fi : [0,1] — C ein Polynom
Sei z € [0,1]. Wir verwenden nun die Gleichungen supp ¢, = [—1,1] und
J o dx =1, sowie die Eigenschaften des Integrals laut Satz 2.29 in der Rechnung

i)~ F@) = | [ pef@—nyat— [ gyt s
—| [ ot — )~ s e
<[ w1 f@ldt+ [ o)1) — )l dr

jt]<o s<ltl<1

9
<o [ _e®at 2 i [ mat

2 Jjy<e s<t|<1

9
< Al flloom < e

fiir alle gentigend grofien k € N, wobei auch die obigen Abschatzungen eingingen.
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3) Fiir eine gegebene Funktion f € C([a,b],C) setzen wir

g:[0,1] = C;  g(t) = fla+tb—a)) — (f(a)+ (f(b) = f(a))t).
Also ist g stetig mit ¢g(0) = ¢g(1) = 0. Laut Schritt 2 gibt es ein Polynom ¢, auf
[0, 1] mit supyepo11[9(t) — qo(t)| < . Wir definieren das Polynom ¢ durch

q:[a,b] = C; q(z) =f(a)+w($_a)+qo<§:3>'

Mit der Substitution ¢t = (z — a)/(b — a) folgt dann die behauptete Ungleichung
i |f(x) —q(x)] = Sup l9(t) — ao(t)] < e.
ze|a

b) Sei K = dB(0,1) in R?. Die Abbildung ¢ : t — e = (z,y) ist ein Bijektion
von [0,27) auf K, die ferner 27 auf 1 = ¢(0) abbildet. Wegen f(0) = f(2m) ist
die transformierte Funktion ¢ : K — C; g(z,y) = f(o~(z,y)) = f(t), stetig. Mit
einem Beweis wie in Teil a) liefert der Satz am Ende von §10.1 in [6] ein Polynom
q=¢r* fin (x,y) mit [|g — ¢l < e. Dabei verwendet man

or(z,y) = 21 =) (1 = ") 111 (2, ),

wobei aj, analog zu Teil al) gewéhlt ist. Mit 1 = 224y gilt dann @i (x,y) = y

2k 2k

auf K, und ¢ ist ein Polynom in Iyt mit 4,1 € {0,...,2k}. Weiter erhalten wir
2l = (2 Yelt +e 1)) =279 57 c,.e®U=2%) und entsprechend fiir 3. Also liegt die
Abbildung u : [0, 27] = C; u(t) = q(x,y) = q(e"), in E, fiir ein geeignetes n € N.
Daraus folgt sup;c(g 2r |f(t) —u(t)] =1lg — qllo < e. O

Wir kommen nun zum zentralen Resultat dieses Abschnitts, in dem wir nachwei-
sen, dass die Fourierreihe von f € L? stets in L? gegen f konvergiert. Damit kann
man die Funktionen b; wie eine kartesische Basis in C™ verwenden. Zum Beispiel
berechnet sich die Norm || f]|3 durch die Quadratsumme der Entwicklungskoeffizien-
ten. In der Vorlesung Funktionalanalyis wird unser Vorgehen zu einer allgemeinen
Theorie der Orthonormalbasen in Hilbertrdumen erweitert, cf. §V.4 in [11].

THEOREM 5.15. Sei f € L? = L4([0,27]). Dann konvergieren die Fourierpartial-
summen S, f in L* gegen f fiir n — oo. Also gilt

=" (flox)br
keZ

in L?, wobei die Koeffizienten (f|by) in dieser Darstellung eindeutig bestimmt sind.
Wir erhalten ferner die Parsevalsche Gleichung

1715 = > 1(F1be)l
keZ
BEWEIS. Sei ¢ > 0. Zunéchst liefert Theorem 5.9 (angewendet auf Ref und
Imf) eine Funktion g € C.((0,27),C) mit ||f — g|l2 < e. Wir setzen g mit 0 auf
C([0,27],C) fort. Laut Theorem 5.14 gibt es dann einen Index n. € N und ein
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‘trigonometrisches Polynom’ u € E,,_ mit ||g—u|« < €, woraus sich die Abschitzung
lg — u|l2 < v2me aus Korollar 5.2 ergibt. Sei nun n > n.. Dann liegt u auch in E,
und wir folgern mittels Lemma 5.13 die Ungleichungen

1f = Suflle < I1f = gll2 + g = Suglle + 1S9 — Sufll
<e+llg—ullz+1Su(f 9l
e+ V2re+ | —glls < 2+ VEn)e.

Also konvergiert (S, f) in L? gegen f. Die Eindeutigkeit der Koeffizienten wurde
in Lemma 5.12 bewiesen. Die Stetigkeit der Norm und Lemma 5.13 ¢) implizieren
schlieflich die Parsevalsche Gleichung

1£13 = Jim [[S,f]3 = lim Z [(Fo)* = D 11w O

kEZ

Fir reellwertige f € L := LP([0, 2], B([0, 27]), A1) reformulieren wir das obige
Theorem und geben eine Reihendarstellung von f durch Sinus und Kosinus

cx(t) := cos(kt) und si(t) := sin(kt),

wobei ¢ € [0,27] und k € Z sind. Dabei gelten

Reb, = \/%—ch und Imb, = \/%sk.
Wir setzen
2 2 2
7/ ) cos(kt) dt = ”%/ fRebgdt = \\j__ Re(f|by),
T
(5.16)
1 27 2 27r . 2
By = f/ F(t)sin(kt) dt = ¥ ”/ (—Imby) dt = —ilm(ﬂbk)
mJo NZ3

fir f € L} und k € Ny, wobei 3y = 0 ist. Die Funktion f heifit gerade (bzgl. t = 7),
wenn die Gleichung f(t) = f(2r — t), und ungerade, wenn f(t) = —f(2r —t) fir
fast alle t € [0, 27] erfillt ist.

KOROLLAR 5.16. Seien f € L%, n € N, k € Ny, sowie ay und B, wie in (5.16)
definiert. Dann gelten die Aussagen

Snf = ?ﬂ‘f‘ Z ac + Brsk),

k=1
f= %1 + 3 (ower + Brsi), (Konvergenz in L3 )
k=1

2 o? =
Ifll; =7 + 7> (af + 57)-
k=1
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Wenn [ gerade ist, dann hat f die Kosinusreihe

f_?]l—l—z:akck mit oy = —/ f(t)cos(kt)dt und [ =0.
k=1

Wenn [ ungerade ist, dann hat f die Sinusreihe
f= éﬁksk mit By = i/oﬂ F(t)sin(kt) At und = 0.
BEWEIS. Vorbereitend? schreiben wir
5uf = (it + ()b + (7l
fiir n € N. Die obigen Definitionen lie_fern die Form_eln b_, = b, und

27r
(f1bo)bo = 7/ t)dt - 1—?17

1 2 .
(flo-s ¢_/ e dt = ﬁﬁﬁf@vwwzumy
Mit (5.16) folgen die Gleichungen

_a ” _ Qo S Vw1 VT 1
f= 21+;2Re[(f|bk)bk]— 2]1+2k2::1<\/§ak kaﬂL ﬁﬁk m%)

a n
= ?0]1 + > (owcr + Brsk),
k=1

1Snfllz = > 1(F10e)* = [(f1bo)* +2 > |(flbw)|* = gag + Y (af + B7)-
|k|<n k=1 k=1

Theorem 5.15 impliziert dann im Grenzwert n — oo die ersten Aussagen.
Sei nun f gerade Mit der Substitution s = 27 — ¢ berechnen wir

27r
/ fopdt + — / ) cos(ks)ds = / ferdt.
Die verbleibenden Behauptungen ergeben sich entsprechend. O

Wir ergéinzen Theorem 5.15 noch ein wenig.®> Nach Pythagoras ist die 2-Norm
eines Reihenrests >3 _, (f|br)bx gleich (z’,gzm |(f|be)]? )1/2 und geht damit etwa
fiir n, m — oo gegen 0. Somit ist die Fourriereihe fiir f € L? gleich

F=>_(flbw)br = Z flbx) be flo—
keZ k=0
Man kann auch die Summanden permutieren, Slehe Lemma V.4.4 in [11].

2Wir korrigieren hier den Beweis in der Vorlesung ein wenig.
3Diese Ausfithrungen waren nicht Teil der Vorlesung.
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Wir illustrieren das Korollar mit zwei Beispielen, vergleiche Abbildung 5.1.

BEISPIEL 5.17. a) Die ungerade Funktion

1 0<t<mw
210,27 = R; t) = ’ - =
fil0.2m > Rs f() {_17 S
besitzt die Sinusreihe
4 1
:*E — 59, in L2).
f 7rn:02n+1s2 +1 (m ]R)

Dabei gelten S, f(0) = S,f(7m) = S,f(2m) = 0, sowie f(0) =1, f(7) = 1 und
f(2m) = —1, sodass die Reihe nicht punktweise gegen f konvergiert.

BeEwEIS. Die Behauptung folgt aus Korollar 5.16 und der Rechnung
-2 ‘w 2

. 4
Br = —/ sin(kt) dt = — cos(kt) ¥ ungerade,
0

= —(1— (=)= O
0 7Tk3( (=1)7%) {O, k gerade.

™

b) Die gerade Funktion

t, 0<t<m,
2 —t, T <t<2m,

f:0,2n] = R;  f(t) = {

besitzt die Kosinusreihe

T 4 & 1

=—1-=> —co in L3).

f=5 W§(2n+1)2 Comg1 - (in Lg)

BEWEIS. Wie in Teil a) berechnen wir fiir £ € N mittels partieller Integration

2 ™ 1 T
aoz—/ tdt:—tQ‘ -,
mJo m 10

2y _ 2fcos(kt) tsin(kt)]™ 2 A
akw/otcos(kt)dt[ A=l (CE VL VN

T
Wir wollen nun die gleichméfiige Konvergenz der Fourierreihen untersuchen und
beginnen mit einer einfachen Vorbereitung.

LEMMA 5.18. Sei f € L* mit 3 e, |(flbr)] < 00 und Y ey |(fb—k)| < 00. Dann
konvergiert die Fourierreihe auf [0, 27| gleichmdfig und absolut gegen einen stetigen
Reprisentanten von f. Dies gilt auch fir f € L%, wenn die Reihen Y32, |ax| und
>0 |Bk| endlich sind.

BEWEIS. Es gilt ||(£]0x)brlloo = |(f]br)]/v/27. Wegen der Summierbarkeitsvor-
aussetzung konnen wir nun Satz 4.43 aus Analysis 1 auf Real- und Imaginérteil
der Fourierteilreihen mit positiven und negativen Indizes anwenden. Demgeméf3
konvergiert die Folge (S, f) auf [0, 27] gleichméBig und absolut gegen eine stetige
Funktion g : [0,27] — C. Da (S, f) auch in L? gegen f strebt, liefert Korollar 5.2
die Gleichheit f.i. von f und g. Die zweite Aussage zeigt man analog. O
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Yoy A n=1
104 f n=I 1 n=2

ABBILDUNG 5.1. Die Funktionen in Beispiel 5.17 und einige Fourierpartialsummen.

BEISPIEL 5.19. In Beispiel 5.17b) liegt nach Korollar 5.18 gleichméafige und

absolute Konvergenz vor. In Beispiel 5.17a) konvergiert die Reihe fir ¢t = 7
nicht absolut. (Man auch zeigen, dass sie in keiner Umgebung von 7 gleichmafig
konvergiert.) Hier ist die Folge der Koeffizienten nicht summierbar. O

Wir geben nun eine hinreichende Bedingung an f fiir die Summierbarkeit der
Fourierkoeffizienten an. Das gezeigte Abfallverhalten von ( f|by) folgt aus der stetigen
Differenzierbarkeit von f, was ein wichtiges Grundprinzip in diesem Bereich der
Mathematik ist. Der Beweis beruht auf partieller Integration und der Holderschen
Ungleichung. (Der néchste Satz gilt entsprechend auch fir C-wertige f.)

SATZ 5.20. Sei f € CY([0,27],R) mit f(0) = f(2r). Dann gilt (f'|by) = ik(f|br)
fir jedes k € Z und die Fourierreihe konvergiert gegen f gleichmdfSig und absolut
auf [0, 27].

BEWEIS. Mittels partieller Integration berechnen wir wie behauptet
2m 2
(Flex) = / F1(t) cos(kt) dt — i / F(t) sin(kt) dt
0 0
2 T 2 T
= [ Ok sinknat+ (2 cos(kt)| "+ [ f(B)k cos(kt)dt + £(t) sin(kt)|
0

27
1k:/ (isin(—kt) + cos(—kt)) dt = ik (f|ex)

fir k € Z, wobei auch die Voraussetzung f(0) = f(27) einging. Die Holdersche
Ungleichung aus Satz 5.1 fir das Zahlmaf3 ¢ (siehe Beispiel 2. 28) impliziert nun

S Il = 1011+ 3 7001 < 1+ (32 2 (S imor)

kEZ k#0 keZ

was nach Theorem 5.15 endlich ist. Lemma 5.18 zeigt nun die zweite Aussage. [

Die obige Aussage kann mit anderen Methoden weitaus verfeinert werden. Sei
zum Beispiel f stiickweise stetig und f besitze bei ¢ eine links- und eine rechtsseitige
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ABBILDUNG 5.2. Die Funktion in Beispiel 5.21 und einige Fourierpartialsummen.

Ableitung. Dann konvergiert die Fourierreihe bei t gegen den Mittelwert der links-
und rechtsseitigen Grenzwerte von f bei ¢t (und somit gegen f(t), wenn f bei ¢ stetig
ist). Dabei setzt man f periodisch auf R fort. Es gibt stetige Funktionen mit f(0) =
f(2m), deren Fourierreihe nicht punktweise konvergiert. Siehe Abschnitte 16.3 und
16.4 in [5]). In der Master-Vorlesung Harmonische Analysis werden u.a. solche
Fragen behandelt. Wir geben noch ein Beispiel fiir Satz 5.20 an.

BEISPIEL 5.21. Die gerade Funktion
f:10,27] — R; ft) = (t—n)?

hat die gleichméafig und absolut konvergente Fourierreihe
f—i-Z—cos (kt), t € 0,27,

siehe Abbildung 5.2. Fiir t = 0 folgt Eulers verbliiffende Formel
© 1 2

T
236

BEWEIS Zunéchst gehort f zu C([0,27]) und erfiillt f(0) = f(27). Also konver-
giert die Fourierreihe wie behauptet. Um sie geméfi Korollar 5.16 zu bestimmen,
berechnen mittels partieller Integration

212

f/ (t—m)dt = o (t—ﬂ) (0:7,

o = ;/0 (t — )% cos(kt) dt = 2 {2(1% - ng)Qcos(kt) N (t — ﬂ)ksin(kt) B 28123(}]%) :

T
4
:ﬁ'
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