Analysis 4
Skriptum vom Sommersemester 2022

Dieses Skriptum folgt meiner Vorlesung im Sommersemester 2022, wobei vereinzelt
kleinere Korrekturen und Ergdnzungen vorgenommen wurden. Im Gegensatz zur
Vorlesung wird die Windungszahl nun in den ersten drei Kapitel mitbehandelt. Die
Nummerierung blieb dabei weitgehend unverandert. Die Beweise und Rechnungen
im Skriptum sind typischerweise etwas knapper gehalten als in der Vorlesung. Es
fehlen dariiberhinaus die Mehrzahl der Schaubilder und viele miindlichen Erléaute-
rungen aus der Vorlesung. Die Verweise auf Analysis 1-3 beziehen sich auf meine
gleichnamigen Skripten aus den Jahren 2020-22. Ich verwende gelegentlich Begriffe,
Notationen und Standardresultate aus diesen Skripten ohne weiteren Kommentar.

Ich bedanke mich herzlich bei Konstantin Zerulla und Esther Bleich fiir ihre

Unterstiitzung bei der Erstellung fritherer Versionen dieses Skriptums, sowie bei
Esther Bleich fiir die Erstellung der Bilder.

Karlsruhe, 14. August 2025 Roland Schnaubelt



Inhaltsverzeichnis

Kapitel 1. Komplexe Ableitung und Kurvenintegrale
1.1. Holomorphie
1.2.  Einige elementare Funktionen
1.3.  Komplexe Kurvenintegrale

Kapitel 2. Der Cauchysche Integralsatz und seine Folgerungen
2.1.  Cauchys Integralsatz und -formel
2.2.  Folgerungen aus dem Integralsatz
2.3. Homotope Varianten der Cauchyschen Satze

Kapitel 3. Isolierte Singularitédten
3.1. Klassifikation und Laurentreihen
3.2.  Residuen und reelle Integrale

Kapitel 4. Grundlagen der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen
4.1. Einfithrung
4.2.  Wohlgestelltheit von Anfangswertproblemen und globale Existenz
4.3. Dynamische Systeme
4.4. Randwertprobleme
4.5. Der lineare autonome Fall

Kapitel 5. Phasenebene und Invarianz
5.1.  Erstes Integral und Phasenebene
5.2.  Invariante Mengen

Kapitel 6. Langzeitverhalten
6.1. Stabilitdt von stationdren Losungen
6.2. Das Prinzip der linearisierten Stabilitét
6.3. Lyapunovfunktionen

Literaturverzeichnis

13

22
22
29
38

43
43
20

56
26
60
71
5
79

84
84
94

101
101
105
110

116



KAPITEL 1

Komplexe Ableitung und Kurvenintegrale

In den ersten drei Kapiteln sei stets D eine nichtleere offene Teilmenge von C.
Wir werden in der ersten Hélfte der Vorlesung die grundlegenden Aussagen der
Differentialrechnung im Komplexen darstellen. Im Deutschen nennt man dieses
Gebiet der Mathematik auch Funktionentheorie. Im ersten Kapitel beginnen wir
mit einigen Vorbereitungen und Beispielen.

1.1. Holomorphie
Wie in Analysis 1 besprochen, werden die komplexen Zahlen
C={z=z+iy|z,y e R}
mit den Verkniipfungen
ztw=(z+iy) + (utiv) = (z +u) +i(y +v),
2w=z -w=(r+iy) - (u+1iv) = (zu — yv) + i (xv + yu)
versehen, wobei i2 = —1 und w = u + iv mit u,v € R sind. Wir identifizieren C

mit R? via der Abbildung z = x + iy + (x, 7). Reell geschrieben wird die komplexe
Multiplikation dann zu einem Matrix-Vektor Produkt der Form

el )0-6E )

mit = /a2 + y? > 0 fir z # 0. Die Matrix

x _Y
-9

ist orthogonal mit det U = 1. Also ist die komplexe Multiplikation w — zw mit
einem festen z # 0 reell betrachtet eine durch x und y bestimmte Drehstreckung.
Weiter definieren wir fiir die Zahl z = x + iy € C ihr komplex Konjugiertes

SR8

zZ=ux — 1y,

ihren Real- und Imaginéarteil

1 1
Rez:xzﬁ(z%—f), Imzzyz;(z—?),

i
|z| = 2?2 +y? = V2Z.
1

sowie ihren Betrag
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Wir schreiben ferner

B(e,r)={z€C||z—c| <1} und B(e,r)={z€C||z—¢| <1}
fir die offene bzw. abgeschlossene Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt ¢ € C und
Radius r» > 0. (Fir » = 0 erhélt man B(c¢,0) = 0 bzw. B(c,0) = {c}.) Hierbei
stimmt die Norm von (C, |-|) mit der von (R?,|-|,) tiberein, und diese Raume haben
die gleichen Eigenschaften bzgl. Konvergenz, Stetigkeit, Offenheit usw. Es gilt
zn— 2z INCfirn— 00 < Rez, > Rez und Imz, > Imz

: . (1.2)
in R fir n — oo.

Die Zahl z = z + iy € C\ {0} besitzt auch die Polardarstellung z = re'® mit
r = |z| und dem Argument

arccos 7, y >0,
bmugem |V €040 =R,

—arccos ¥,y <0,

, z € (—00,0) =R_,

vergleiche Satz 4.49 in Analysis 1. Dabei ist ¢ € (—m,7]. (Wir schreiben ferner
Rsop = [0,400) und Ry = (—00,0].) Fur das Produkt der komplexen Zahlen
z = rel? und w = se'¥ ergibt sich daraus die geometrisch anschaulichere Formel

2w = rsel @) = [z||w|e! @),

w Im ‘_
Im A

rs

ABBILDUNG 1.1. Die Schaubilder zeigen den Betrag, das Argument,
das komplex Konjugierte und die komplexe Multiplikation.
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Fiir komplexe Funktionen kann man die Ableitung genauso wie im Reellen durch
den Differenzenquotienten einfiithren.

DEFINITION 1.1. Sei zy € D. Fine Funktion f : D — C heiffit komplex differen-
zierbar in zy, wenn der Grenzwert

Fle)= iy TEZS
2€D\{z0} 0

in C existiert. Wir nennen f'(zy) die Ableitung von f bei zo. Wenn f in allen
Punkten zg € D komplex differenzierbar ist, so bezeichnet man f als holomorph
(auf D) mit Ableitung f': D — C. Man schreibt dann f € H(D). Iterativ definiert
man die hoheren Ableitungen f™ : D — C von f fiir n € N.

Die meisten der elementaren Rechenregeln fiir die komplexe Ableitung zeigt man
genauso wie fiir reelle Funktionen in Analysis 1. (Siehe Bemerkung 5.8 dort.) Der
Beweis der Umkehrregel 18t sich aber nicht tibertragen, da wir dafiir in Analysis 1
die Ordnungstruktur von R verwendet haben. Wir diskutieren diesen Satz am Ende
des Abschnittes.

BEMERKUNG 1.2. a) Die Funktionen f : C — C; f(z) = 1, und g : C —
C; g(z) = z, sind holomorph mit den Ableitungen f' =0 bzw. ¢’ = 1 auf C.

b) Seien f,g : D — C komplex differenzierbar bei 2z, € C, die Menge DcCcC
offen mit f(D) C D, die Funktion h : D — C sei bei f(z) komplex differenzierbar
und «, f € C. Dann existieren die komplexen Ableitungen

(af +B9) (20) = af'(20) + B9 (20),
(f9)(20) = f'(20)9(20) + f(20)9 (20),
(F) 0 ==FE8 s stz 20
(ho £) (20) = h'(f(20))f'(20)-
c) Nach a) und b) sind Polynome p und rationale Funktionen £ auf D = C bzw.
D = {z€C|q(z) # 0} holomorph mit den aus Analysis 1 bekannten Ableitungen.¢

Fiir gegebene Koeflizienten a; € C mit k € Ny definieren wir den Konvergenzradius

1
p=———— €[0,+x0].
limy o0 {7 |kl
Es sei p > 0 und ¢ € C. Nach Theorem 3.29 in Analysis 1 existiert die Potenzreihe

+oo

fiBlep) > C; f(2) = > a(z = o),

k=0
wobei B(c, +00) = C ist. Gemafl Korollar 4.44 aus Analysis 1 ist diese Funktion
stetig und die Reihe konvergiert absolut und gleichméafig auf allen Kreisen B(c, r)
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mit 7 € (0, p). Im Reellen hatten wir die Ableitung von f mit Hilfe des Mittelwert-
satzes berechnet, der R%-wertig falsch ist. Unser Vorgehen miissen wir aber nur
leicht abédndern, um die Resultate aus Analysis 1 ins Komplexe zu iibertragen.

SATZ 1.3. Seien ap, € C fiir k € Ny, p > 0 und ¢ € C. Die oben definierte
Potenzreihe ist auf B(c, p) beliebig oft komplex differenzierbar. Fiir n € Ny ist f
auch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0 und erfillt f™(c) = nla, sowie

_ iok;(k_1)---(k—n+1)ak(z—c)k_n fir z € B(c, p).

BEWEIS. Seien m € N und z # w in B(c,r) = B fiir ein r € (0, p). Nach
Bemerkung 1.2 hat die Partialsumme f,,(2) = 37, ax(z — ¢)¥ die Ableitung

=Y kap(z —¢)F!
k=1

Man sieht wie in Korollar 5.32 aus Analysis 1, dass die Reihe
g:B(e,p) = C; g(z Zkakz—c -t

den gleichen Konvergenzradius p besitzt, sodass (f/,) gleichmafBig auf B gegen g
konvergiert. Der Hauptsatz, siche (1.8) unten, liefert ferner die Gleichung

m\W) — Jml(Z 1 1 1

Jmlw) = (): %fm(z—i-t(w—z))dt:/ofT’n(z—l—t(w—z))dt,

w—z w—z2J0

wobei auch die Kettenregel einging.! Also gilt

‘W—g(z) /01 1 (z+t(w—2))dt — g(2)|.

Die Eigenschaften des komplexen Integrals aus Bemerkung 5.10 in Analysis 3, siehe
auch Abschnitt 1.3 unten, implizieren

[ et = 2 de - g(2)
’/ (> + tw — 2)) —g(z—l—t(w—z)))dt‘+‘/Ol(g(z—l—t(w—z))—g(z))dt’
9(2)l.

< max | 1,(O) = 9(0)] + guax gz + t(w - 2)) -

< lim sup

m—0o0

Das erste Maximum strebt gegen 0 fiir m — oo. Da das zweite fir w — 2z
verschwindet, hat f die Ableitung g(z) bei z. Per Iteration folgt die Behauptung. [

Wir erinnern an drei wichtige elementare Funktionen.

IDer Rest des Beweises wurde in der Vorlesung ausgelassen.
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BEISPIEL 1.4. Aus Analysis 1 kennen wir die Potenzreihen

exp(z) = e = io ﬁ, sin(z) = io ﬂz%“, cos(z) = io (_1)nz2”
= n! — (2n+1)! = (2n)!

fir z € C. Mit dem obigen Satz erhilt man wie in Beispiel 5.13 in Analysis 1 die
Ableitungen exp’ = exp, sin’ = cos und cos’ = — sin auf C. Wir erinnern auch an
die Rechenregeln

1
exp(z + w) = exp(z) exp(w), exp(—z) = p— exp(z) = exp(z) (1.3)
Xp 2
der Exponentialfunktion fiir z,w € C, siche Beispiel 3.25 aus Analysis 1. O

Sei f: D — C. Wir betrachten D als Teilmenge von R? und setzen u = Re f :
D — R sowie v =Im f : D — R. Damit konnen wir f als Funktion

:D CR? = R? f(x,y) =u(z,y) +iv(z,y) = w,y) ,

f:DC fly) = ul@y) +iv(z,y) = | 7

in R? auffassen. Damit stellt sich die Frage, wie die komplexe Ableitung mit der in
R? aus Definition 3.7 in Analysis 2 zusammenhéingt. Laut des nichsten wichtigen
Satzes ist die komplexe Differenzierbarkeit gleichwertig zu der im Reellen plus einer
speziellen Struktur der Jacobimatrix.

SATZ 1.5. Seien f: D — C; f =u+1iv, und z = x + iy € D wie oben. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent.

a) [ ist in z komplex differenzierbar.

b) f ist in z reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen

Opu(z,y) = Oyv(z,y),  Oyu(r,y) = =0 (z,y). (1.4)
In diesem Full hat f in (z,y) € D C R? die Jacobimatriz
/ w(z,y) Oyu(z,y)\ _ [ Owulz,y) Oyu(z,y)
J(z) = (0 v(z,y) 8 Lu(x, y)) N (—@,u(m,y} Oeu(z,y) )" (1.5)
BEWEIS. Definitionsgemaf ist f genau dann in z reell differenzierbar, wenn es
so eine Matrix A = (§) € R**? gibt, dass

|w—z|2|f( ) ()_A<w_z)|2 — 0, w— z,
konvergiert, wobei w € D\ {z} ist. Diese Aussage ist dquivalent dazu, dass u und
v bei (x,y) die reelle Ableitungen u'(x,y) = a bzw. v'(z,y) = b in R*? besitzen.
Andererseits siecht man wie in Analysis 2 vor Definition 3.7, dass f genau dann in
z komplex differenzierbar ist, wenn die obige Konvergenz gilt und dabei die Matrix
A einer komplexen Zahl wie in (1.1) entspricht, die dann gleich f/(z) ist.
Wegen (1.1) liefern diese Beobachtungen die behauptete Aquivalenz und (1.5). O
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Wir werden die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen immer wieder
zum Nachweis der Holomorphie heranziehen, z.B. gleich unten im Beweis von
Satz 1.9. Ihre geometrische Bedeutung diskutieren wir in Bemerkung 1.7 und die
analytische in Bemerkung 2.7. Zunéachst nutzen wir sie um zu zeigen, dass zwei
wichtige Funktionen nicht holomorph sind.

BEISPIEL 1.6. a) Die Funktion f : C — C; f(z) = Z = z — iy, ist nirgends
komplex differenzierbar. Hier sind u(x,y) = x und v(z,y) = —y, sodass d,u = 1
und J,v = —1 nirgends iibereinstimmen und damit (1.4) fiir alle z € C verletzt ist.

b) Die Funktion f : C — C; f(z) = |2|° = 2% + 42, ist nur in 0 komplex
differenzierbar mit Ableitung f’(0) = 0. In diesem Fall haben wir u(z,y) = 2% + y?
und v = 0: Also verschwinden die partiellen Ableitungen von u nur in 0, was von
den Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen (1.4) gefordert wird.

¢) Die Funktion f: C\ {0} — C; f(z) =1, ist nach Bemerkung 1.2 holomorph.
Es gilt hierbei
z T -y

f<z):W:x2+y2+ix2+y2 :u(a:,y)—i—iv(x,y),

woraus man leicht die partiellen Ableitungen

2 _ 2
Y- —x —2xy
a:cu(xay) = (33'2 + yg)g = ayv($>?/)a ay“(%ﬂ) = (.1’2 T y2)2 = —va(fl?,y),
berechnet, die natiirlich den Gleichungen (1.4) geniigen. O

BEMERKUNG 1.7. Sei f: D — C bei z € D komplex differenzierbar. Wir setzen
A = f'(z) € R¥2. Gleichung (1.5) impliziert
p=det A = (0,u(z,y))* + (9,u(z,y))* >0,
und es gilt ATA = pI. Sei nun f'(z) # 0. Dann ist p > 0 und damit p~'AT die
Inverse von A. Fiir Vektoren v, w € R? folgen damit die Identitéiten

(Av|Aw) = (v|ATAw) = p (vjw) und  |Av|y = (Av|Av)2 = p? |v]s.

Seien nun 7,7, : [—1,1] = D zwei C'-Kurven, die sich fiir £ = 0 in 2 schneiden.
Bei 2 haben ihre Tangenten die Richtungen 7;(0) =: v; € R?, die ungleich 0
seien. Die Bildkurven ¢; = f o y; unter f besitzen die Tangentenvektoren ¢/(0) =
f'(7;(0))75(0) = Av; bei f(z). Die abgesetzten Gleichungen liefern die Identitét

(AU1|AU2) _ (’01|U2)
’AU1‘2 ’AU2‘2 |U1’2 |712|2 .

Also ist der Kosinus des Winkels zwischen Av; und Av, gleich dem zwischen v,
und v,. Somit ist f an Stellen z mit f/(z) # 0 winkeltreu und orientierungstreu.
(Siehe §IX.1 in [4] fir weitergehende Aussagen.) O
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Wir wenden uns nun der Frage zu, wann die Umkehrabbildung einer injektiven
holomorphen Funktion wieder holomorph ist, wobei wir zuerst einen entsprechenden
Begriff einfiihren.

DEFINITION 1.8. Seien U,V C C offen und nichtleer, f : U — V bijektiv, sowie
f und f=* holomorph. Dann ist f biholomorph, sowie U und V konform dquivalent.

Der folgende Kriterium fiir lokale Biholomorphie ergibt sich leicht aus dem
Umkehrsatz im Reellen. In Theorem 3.5 werden wir ein deutlich starkeres globales
Resultat kennenlernen.

SATz 1.9. a) Seien f : U — V biholomorph und z € U. Dann ist f'(z) # 0 und
firw = f(z) gilt X '
—1y/
U= ) T e
b) Seien f € H(D)NCY'(D,R?) und 29 € D mit f'(29) # 0. Dann gibt es solche
offene nichtleere Mengen U C D mit zo € U und V C C, dass die Einschrinkung
fiv : U =V biholomorph ist. Insbesondere gilt dann Teil a) fir fi und alle z € U.

BEWEIS. a) Wegen der Voraussetzung kénnen wir die Gleichung 2z = f~1(f(2))
fir z € U mittels der Kettenregel aus Bemerkung 1.2 ableiten. Es ergibt sich
1=(f"Y(f(2)f'(z) und damit Behauptung a).

b) Wie in Bemerkung 1.7 ist fir f/(zo) # 0 die zugehoérige Jacobimatrix invertier-
bar. Theorem 3.36 aus Analysis 2 liefert nun solche offenen Mengen U C D und
V C R? mit 2y € U, dass fiy : U — V diffeomorph ist. Weiter ist die Jacobimatrix
B von (fiy)~! bei w = f(z) € V gleich der Inversen von A = f’(z) bei z € U. Nach
(1.5) hat A die Form A = ( %, %) fiir gewisse s,t € R, woraus die Identitit

1 s —t
b= s2 + 12 (t s )
folgt. Also ist (fiy)~' geméB Satz 1.5 auf V' holomorph. O

1.2. Einige elementare Funktionen

In diesem Abschnitt studieren wir das Abbildungsverhalten einiger grundlegender
Funktionen und zeigen dabei mittels Satz 1.9, dass geeignete Einschrankungen
biholomorph sind. Da man es im Grunde mit Funktionen f : R? — R? zu tun hat,
sind solche Untersuchungen in C deutlich komplizierter als in R.

A) Mobiustransformationen. Wir betrachten Matrizen
_(a b 2x2
A= (C d) e C
mit det A = ad — bc # 0. (Also ist (¢, d) # (0,0).) Dann hat A die Inverse

1 d —b
Al = )
det A (—C a >
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Die rationale Funktion

ma: Dy — C; ma(z) =

_d
@tb o p,= G\ e #0
cz+d C, c=0,

bezeichnet man als Mdbiustransformation. Wir notieren eine Reihe grundlegender
Eigenschaften, wobei wir lingere Rechnungen auslassen, vergleiche §1.9 in [4].

a) Nach Bemerkung 1.2 ist m 4 ist holomorph.

b) Fir alle a € C\ {0} gilt maa = ma. Weiter sind genau m,; die identische
Abbildung id : z — z auf C.

c) Sei B € C**? invertierbar. Man berechnet leicht, dass m4 die Menge D’ =
DaNDpgyin Dp abbildet und auf D’ die Kompositionsregel mpgomy = mpy gilt.

d) Aus Teil ¢) folgen die Gleichungen my-10m4 =id auf Dy, und myomy—1 =
id auf Dg-1. Somit ist my : Dy — D 4-1 biholomorph.

e) Fiir ¢ # 0 kénnen wir my4(z) in der Form

az+b a ad—bc 1
cz+d ¢ c cz+d
auf D4 schreiben. Im Falle ¢ = 0 gilt einfacher

az+b_% b

i~ d'ta

auf C. Demnach ist jede Mobiustransformation gleich einem Produkt m 4 = S1.J.55
von affinen Abbildungen S, und der Inversion Jz = 1 (die fir ¢ = 0 wegfallt).
Dabei ist eine affine Abbildung die Komposition einer Drehstreckung Vz = az
und einer Translation Tz = z + . Folglich ist jede Mébiustransformation aus den
speziellen Mobiustransformationen 7', V und J zusammengesetzt.

Die mégliche Definitionsliicke in D4 erschwert die obigen Uberlegungen. Aus
diesem und anderen Griinden ergédnzt man gelegentlich C um das Element ‘oo’ In
dieser Vorlesung wird dies aber (fast) keine Rolle spielen.

DEFINITION 1.10. Wir setzen Co, = CU {00} und Ry, = RU {oc}, wobei das
neue Element oo den folgenden Rechenregeln gentigt.
z
Vze C: Z4+00=00+ 2z = 00, —
00
Vz e Cx \ {0} : 200 =002 =00, 0=
0 o

Verboten sind die Ausdriicke oo -0, 0- 00, g, 22, 00 + 0o. Wir schreiben z, — oo,

wenn |z,| = 400 in R fir n — 400 gilt.

Die obigen Rechenregeln respektieren den letztgenannten Konvergenzbegriff. Laut
einer Ubung entspricht er einer Metrik auf C,,. Man beachte, dass sich R, von
R =RU{—00,+0oc} aus Analysis 1 unterscheidet. Zum Beispiel gelten —n — oo
oder (—1)"n — oo in Ry, aber —n — —oo in R und ((—1)"n),, divergiert in R.
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Wegen det A # 0 sind fiir ¢ = 0 die Zahlen a und d ungleich 0. Wir kénnen
deshalb die Mébiustransformation mittels m4(—%) := oo und ma (o) := ¢ zu einer
stetigen Bijektion m 4 : C,, — C, mit der Inversen m4-1 fortsetzen. Wir erhalten
damit zwei weitere Eigenschaften der Mobiustransformationen.

f) Die Menge M = {m4 : C, — C |det A # 0} ist eine Gruppe beztiglich o
und @ : GL(2,C) — M; A+ my, ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus?
mit Kern {al|a € C\ {0}}. Dies folgt leicht aus den Punkten b)-d) und einer
getrennten Betrachtung der Félle z = —d/c, z = oo, bzw. z = a/c fiir die Inverse.

g) Wir nennen Kreislinien oder affine Geraden in C verallgemeinerte Kreise in
Ceso- Thre Bilder unter Mébiustransformationen sind wieder verallgemeinerte Kreise.
Diese Invarianz kann man fiir die Abbildungen 7" und V' leicht nachpriifen; fir J
ist es eine kleine Rechnung. Dann folgt Behauptung g) aus der (leicht zu zeigenden)
Variante von Aussage e) fiir Cu..

Diese Eigenschaften erlauben einen recht guten Einblick in das Abbildungsver-
halten von Mobiustransformationen. Beispiele werden in den Ubungen diskutiert.

B) Potenzen und Wurzeln. Wir betrachten den (offenen) Sektor
Yo ={z € C\{0}||argz| < 0}
fir 6 € (0, 7). Spezialfélle sind die offene rechte Halbebene
Cy=2%;p={2€C|Rez >0}

und die geschlitzte Ebene ¥, = C \ R<. Fiir |¢| < 7 liegt die Zahl z = |z|e!? # 0
genau fiir [¢| < 6 in Xy.
Sei n € N mit n > 2. Wir definieren die Potenzfunktion

P,:C —C; P(2) = 2" = |2[" ™.
Diese bildet den offenen Halbstrahl
sg = {re? |r > 0}
fiir # € R bijektiv auf s,9 ab, da P, auf R, bijektiv ist. Somit ist die Einschrankung
pn=Fuls,, t Zem — En
bijektiv. Dabei ist P, schon auf m nicht mehr injektiv. Zum Beispiel haben fiir
n = 2 die Zahlen +i auf 9%, , das gleiche Bild Pp(+i) =i* = —1.

Wir diskutieren im Falle n = 2 die Abbildungseigenschaften von P, genauer.
Zunachst betrachten wir die vertikale Gerade

go ={a+iy|y € R} fur festes a € R.

Fiir eine Zahl w = Py(a + iy) = a® — y* + i2ay im Bild Py(g,) erhalten wir
Rew = a? — 2, also 0 < y? = a® — Rew, sowie

Imw = 2ay = +2ava? — Rew.

2G'L(2,C) ist die Gruppe der invertierbaren A € C2*2 mit der Matrizenmultiplikation.
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Also wird g, durch P, auf die beiden Aste der nach links verlaufenden, zu R
symmetrischen Parabel Imw = +2av/a2 — Rew fiir Rew < a® mit Scheitel (a?,0)
abgebildet. Dabei ist Py(Gp) = P2(iR) = R<p. Im Falle der horizontalen Geraden

hy ={z+ib|x € R} fir festes b € R,

liegt w = Py(z+ib) = 22 —b?+i2bx im Bild Py (hy). Hier ergeben sich Rew = x2 —b?,
0 < 2?=Rew+b? und

Imw = 2bx = £2bv'b? 4+ Rew.
Das Bild Py(hy) ist also gleich den beiden Asten der nach rechts verlaufenden

Parabel Imw = +2bv/b? + Rew fiir Rew > —b* mit Scheitel (—b%,0), wobei sich
PQ(H()) = PQ(R) = RZO erglbt

Im 10 ‘

0.0 - X

03 04306 PS8 0

-1.0

ABBILDUNG 1.2. Das Abbildungsverhalten der Quadratfunktion.

Wieder im Falle allgemeiner n, erklaren wir nun die Wurzeln als Umkehrfunktio-
nen geeigneter Einschrankungen von P,.

DEFINITION 1.11. Sein € N mit n > 2. Der Hauptzweig der n-ten Wurzel ist
die Funktion r, = p,' : X — Y=, Man schreibt r,(w) = wr = Yw) fiirw e Sy,

Somit ist fiir jedes w € ¥, die n-te Wurzel r,(w) = z die einzige Zahl in 3./,
mit 2" = w. Weiterhin gelten

ro(2") =z und 7 (w)t =w

fiir z € ¥,/ bzw. w € E,. Wegen pl,(z) = nz""! # 0, sind p, : ./, — X und
Tn i Xx — Xg/n biholomorph mit der Ableitung
1 1 1 1 1

rp(w) = ——=—7 = —wn fir w € X,
nz nw n n
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siehe Satz 1.9. (Hier haben wir ein Potenzgesetz aus den Ubungen verwendet.)
Weiter geniigt die Wurzel der Formel
o (tel®) = /t e/m firt > 0 und ¢ € (—m,7),
da ({/t /™)™ = te'® nach (1.3) gilt und ¥/t /™ in ¥/, liegt.
Man kann auch andere Zweige der Wurzel definieren, um etwa Wurzeln aus
negativen Zahlen zu ziehen. Dazu schlitzt man die Ebene an einem anderen Strahl

als R<y oder man wéhlt einen gedrehten Sektor. Seien dafir f € [—m,7) und
ke{0,1,...,n— 1} gegeben. Wir setzen (auch fiir § € R)

E? = {te” |t > 0,¢ € (8,8 +27)} = C\ 55,
WP = {te |t >0, p e (22hx B2k g 2m)}

n

Wie oben sieht man ein, dass die Einschrinkung P, : W/* — EP bijektiv ist.
Somit erhalten wir die weiteren biholomorphen n-ten Wurzeln

-1
rik — (Pn|Wf,k) C B WHR,

Fiir jedes w € EP ist 2 = r2*(w) die einzige Zahl in W/* mit 2" = w. Wieder
ergeben sich die Gleichungen
PR =z SR w) =, (Y () = L () = Ve

fiir z € W/* und w € E? mit w =te’®, t >0 und B < ¢ < 3+ 27.

Beim Hauptzweig hatten wir § = —7 und k& = 0 gewahlt. Die Parameter 5 und
k legen fest, aus welchen w # 0 man die n-te Wurzel ziehen kann, bzw. welches der
n moglichen Urbilder z € C mit P,(z) = w man auswahlt.

Als Beispiel betrachten wir n = 2 und = —7/2. Hier ist Ef = C \ (iR<p) und

w = —1 hat die beiden Quadratwurzeln r; ™*°(—1) =i und r; ”/**(~1) = —i.

C) Exponentialfunktion und Logarithmus. Fir z = x + iy mit z,y € R

und k € Z gelten nach (1.3) und Analysis 1 die Gleichungen
exp(z) = e%e" = e”(cosy +isiny), (1.6)
exp(z) = exp(z + 27ik), exp(z) =1 < z = 2mik. ‘

Fir reelle a und b betrachten wir wieder die Geraden g, und hy, sowie den Strahl
sp aus Abschnitt B). Fiir z,y € R liefern die Formeln (1.6) die Gleichungen
exp(a + iy) = e*(cosy + isiny) und exp(z 4 ib) = e” e,
Die reellen Eigenschaften von exp, cos und sin implizieren nun die Aussagen
exp : g, — 0B(0,e%) ist surjektiv und nicht injektiv,
exp : hy — s, ist bijektiv.
Weiter verwenden wir die vertikalen und horizontalen Streifen

Sr(ai,a2) ={z € C|Rez € (a1,a2)} bzw. Si(by,by) ={z€ C|Imz € (b,b2)}
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fiir a; < ap und b; < by in R. Wegen der oben abgesetzten Abbildungseigenschaften
von exp sind die Einschrankungen

exp : Sy(a1,az) — B(0,e™)\ B(0,e*) surjektiv und nicht injektiv,
exp : Si(by, by) — {w =te'?|t > 0, ¢ € (by,by)} bijektiv,
wobei by — by < 27 gelte. Flir a; = —oo bildet ferner exp die linke Halbebene

{z € C|Rez < a} auf den punktierten Kreis B(0,¢%)\ {0} ab. Um den Logarithmus
einzufithren, verwenden wir speziell die Bijektivitat von exp : S;(—m,7) — 3.

DEFINITION 1.12. Die Umkehrabbildung log = (exps,)™" : ¥x — S; nennen wir
dem (Hauptzweig des) Logarithmus, wobei S; .= S;(—m, ) ist.

Fiir w e ¥, ist somit z = logw die einzige Zahl in S; mit exp(z) = w. Weiter gelten
logexp(z) =z fir z €S, und explog(w) =w fir w e %,.

Da exp’(z) = exp(z) # 0 fir alle z € C ist, liefert Satz 1.9 die Biholomorphie von
exp : S; — 2 und log : X, — 5, sowie

log’(w) = 1/ 1 fir w € %,.
exp’(z) exp(z) w
Seien § € [—m,7), k € Z und SP* = S;(8 + 2km, B + 2(k + 1)n). Der Zweig
logg ;. des Logarithmus ist die Inverse der Einschrankung exp : Sf * s EP. Diese
Zweige besitzen die entsprechenden Eigenschaften wie der Hauptzweig.
Sei w = re' fiir r > 0 und ¢ € (—, 7). Mit dem reellen Logarithmus In erhalten
wir die bequeme Formel

logw = Inr + ig, (1.7)

da Inr +i¢ in S; liegt und exp(Inr + ip) = rel? ist. Beispiele sind logr = Inr fiir
r > 0 und logi = if. Ferner sei w = rel* € Ef fiir r > 0 und ¢ € (B, 8+ 2m). Dann
gilt logg, w =1In7r +i(¢+ 2k7) = 2, da z in SPF liegt und exp(z) = w ist.
Vorsicht. Die Formel (1.7) setzt voraus, dass ¢ in (—, 7) liegt. Dies wird verletzt,
wenn man etwa beim komplexen Multiplizieren den Schnitt R, iiberschreitet.

Deswegen gelten die Analoga der reellen Logarithmusgesetze in C nur eingeschrankt.
Seien etwa ¢, ¢ € (—m,m) mit ¢ +1 > 7. Aus (1.3), (1.6) und (1.7) folgern wir

log(e'%e™) = log V=2 — i(¢ + ¢ — 27) # i(¢p + ¥) = loge® 4 loge™.
Mittels des Hauptzweig des Logarithmus fiihren wir die allgemeine Potenz ein.

DEFINITION 1.13. Seien z = rel® € X, mit r > 0 und ¢ € (—7,7) und
w=ux+1y € C firz,y € R. Wir definieren die allgemeine Potenz durch

2% = exp(wlog z) = rfe ¥oei@tyinr),

Beispiele sind ¢¥ = exp(w) fiir z = e und i’ = e~™/2. Wie schon beim Logarithmus
ist zu beachten, dass die komplexe Potenz sich oft anders als im Reellen verhélt.
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Im Zweifelsfall muss man eben auf die Definition zurtickgehen. Wir notieren einige
wichtige Rechenregeln.

BEMERKUNG 1.14. Seien z = re' € ¥ und w, @ € C.
a) Fiir w = n € N liefert Definition 1.13 die Gleichung 2" = r"e™?  was mit der
elementaren Definition 2" = z - ... - z iibereinstimmt.

b) Definition 1.13 und (1.3) implizieren das erste Potenzgesetz

2T = exp((w + W) log z) = exp(wlog z) exp(wlog 2) = 22",
Iterativ folgt daraus insbesondere z = zwt +u = (z%)”, sodass die Wurzeln zx
aus den Definitionen 1.11 und 1.13 gleich sind. Die anderen beiden Potenzgesetze
gelten nur eingeschrinkt, vergleiche die Ubungen.

¢) Geméaf der Eingenschaften von exp und log, der Kettenregel und Teil b)
existieren die Ableitungen

w
d w wz

0.2" = 5-exp(wlog z) = exp(wlog z) — = — = wz
z z

Dwz" = L exp(wlog z) = exp(wlog z) log z = log(z)2".

w—1

d) Wir erhalten aus Definition 1.13 die Abschétzung

|22] = PR vd — |[ReV o~ Im(w)ars(z) < | |Rew grllm(w)]

Also kann der Imaginérteil von w zusétzliches Wachstum bewirken. O

1.3. Komplexe Kurvenintegrale

In diesem Abschnitt iibertragen wir einige Begriffe und Resultate aus Analysis 2
ins Komplexe. Eine Funktion f : [a,b] — C heiit stickweise stetig, wenn sie fiir
jedes t € [a, b] links- und rechtsseitige Grenzwerte in C besitzt und bis auf hochstens
endlich viele Punkte ¢, € (a,b) stetig ist. Wir schreiben dann f € PC([a,b],C).
Real- und Imaginarteil solcher Funktionen gehéren zum analog definierten Raum
PC([a,b],R) aus Analysis 1 und sind nach Bemerkung 2.31 aus Analysis 3 inte-
grierbar. Wir setzen nun

/abf(t)dt = /abRef(t)dtJri/abImf(t)dt e C.

Dieses Integral besitzt die entsprechenden Eigenschaften wie im reellen Fall (aufler
der Monotonie), vergleiche Bemerkung 5.10 in Analysis 3.
Weiter nennen wir f bei ty € [a,b] differenzierbar, wenn der Grenzwert

f’(to) = th_gt f(ti : z;(tO)

in C existiert. Dies ist nach (1.2) dazu dquivalent, dass die Funktionen Re f und
Im f in R Ableitungen besitzen. Weiter gelten Re f* = (Re f)’ und Im f’ = (Im f)".
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Seien f : [a,b] — C auf [a,b] differenzierbar, u = Re f, v = Im f und g, f’ :
[a,b] — C stetig. Dann folgt aus den obigen Beobachtungen und dem Hauptsatz
der (reellen) Integral- und Differentialrechung seine komplexe Variante

/abf’(t) dt:/abu’(t) dt+i/abv’(t) dt = uf +io] = f)  f(a).  (18)
d rt

¢ ¢
3 al. g(s)ds = ((iit/o Reg(s)ds +ii/0 Img(s)ds = g(t). (1.9)

fir ¢ € [a,b]. Wir geben ein einfaches Beispiel an.
BEISPIEL 1.15. Fiir z € C\ {0} gilt [Pe*tdt = Le?!|)_, =L (e®* — e#a). O

Im folgenden beschéftigen wir uns meist mit Kurvenintegralen. Dazu iibertragen
wir die Kurvendefinition aus R? ins Komplexe.

DEFINITION 1.16. a) Eine Funktion v € C([a,b], C) wird als Kurve oder Weg von
v(a) nach y(b) bezeichnet. Sie heifit geschlossen, wenn v(a) = ~y(b) ist, und einfach,
wenn 7y auf [a,b) injektiv ist. Das Bild (oder die Spur) von v ist T' = ~([a, b]), und
v eine Parametrisierung von I'. Wenn I' C M ist, so nennt man v Weg in M C C.

b) Die Kurve ve€ C([a,b],C) sei bis auf hichstens endlich viele ty, € (a,b) diffe-
renzierbar und bei den Stellen ti noch links- und rechtsseitig ableitbar. Wir setzen
v (tx) gleich der rechtsseitigen Ableitung. Weiter liege ~' in PC(la,b],C). Dann
heifit v stiickweise stetig differenzierbar (kurz: stiickweise C*).

Die folgenden einfachen Beispiele und Konstruktionen werden im folgenden héaufig
auftreten. Im ersten Punkt sieht man exemplarisch, dass die gleiche Spur viele
Parametrisierungen besitzt.

BEISPIEL 1.17. a) Seien ¢ € C, » > 0 und n € N. Dann parametrisiert - :
0, 27n] — C; v(t) = c+re, die n-fach im Gegenuhrzeigersinn (positiv) durchlaufene
Kreislinie I' = 0B(¢, r). Im Falle n = 1 identifizieren wir hier oft v mit 0B(c,r).

b) Fir w, z € C parametrisiert v : [0, 1] — C; y(t) = w + t(z — w), die Strecke
w? von w nach z. Auch hier identifizieren wir meist v mit seinem Bild w?.

c) Seien v, € C([ag,bx],C) mit by = ay und ~;(b1) = Y2(ag). Der Summenweqg
von 7y, und vy, ist

P)/l(t)a a1 Stgbla
Us : lay, bl — C,; U t) =
Y1 Y Y2 [Gl 2] (1 72)( ) {72(15)’ ay <t < by.

(Man verwendet diese Schreibweise auch im Fall b < ay ohne die Bedingung
1(b1) = 72(az).) Ein Beispiel ist der Dreiecksweg OA(z1, 29, 23) = 2125 U 2325 U 2327.

d) Der Rickwdrtsweg von € C([a,b],C) ist v~ :[a,b] = C; v (t) = y(b—t+a).0

Im Folgenden sei 7 stets ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg, dessen
Ableitungen moglicherweise in endlich vielen Punkten ¢, € (a, b) springen.
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Im 4

o
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ABBILDUNG 1.3. Dreiecksweg und ein Kreis mit angefligter Strecke.

Im !

Re

ABBILDUNG 1.4. Ein Rickwartsweg.

DEFINITION 1.18. Seien v : [a,b] — C stickweise C' mit Bild T = ~v([a, b]) und
f e C,C). Dann definieren wir das komplexe Kurvenintegral
b
[ faz= [ f@az= [ 1oy @

Die Lange der Kurve v ist £(y) = [P |/ (t)| dt. Wenn klar ist, was v ist, schreiben
wir auch [p fdz statt [, fdz.

Man kann das obige Integral mit dem Kurvenintegral aus Analysis 2 in Beziehung
setzen. Seien dazu u = Re f, v =Im f, ¢ = Rey und ¢ = Im~ fir f und v aus
Definition 1.18. Dann folgen die Gleichungen

[ra= [ (o ~@onet)at+i [ (o + wor)s) a
= [ (4) - e+ [ () e (110

Wie in Bemerkung 4.7 aus Analysis 2 folgern wir die Rechenregeln fiir das
komplexe Kurvenintegral leicht aus den Eigenschaften des Integrals iiber Intervallen.

b



1.3. Komplexe Kurvenintegrale 16

BEMERKUNG 1.19. Es seien v : [a,b] — C, 71 und 7, stiickweise C'-Kurven
mit Bildern ', 'y bzw. 'y, f,g € C(I',C), h € C(I'; UT3,C) und «, 5 € C. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

a) [,(af +Bg)dz=a, fdz+ B[, gdz.

b) |, £ dz| < S 1F(O)] Y @) dt < [ £l €7)-
¢) [y hdz = [ hdz+ [, hdz.

d) [,- fdz=— [ fdz.

e) Sei ¢ € C'([a,b],R) strikt wachsend und 7 := vy o ¢~'. Dann ist 7 stiickweise
C'und es gilt [, fdz= [, fdz. O

Wir konnen nun einige Integrale mittels der Definition und dem Hauptsatz
berechnen. Das erste Beispiel ist dabei zentral fiir die folgende Theorie.

BEISPIEL 1.20. a) Seien n € N, c € C, 7 > 0, k € Z und (t) = ¢+ re' fir
0 <t < 27n. Dann erhalten wir fiir £ # —1

2mn 2mn . .
/(z —o)Fdz = / (v(t) = )4/ (t) dt = / rkekit irelt dt =
v 0 0

Fir k = —1 ergibt sich allerdings

k+1

T 2mn

(k+1)it| 2™ _
Erle

0

2mn . X
/ (z—c) tdz = / r—te "irel dt = 2min.
0 0

b) Seien w € ¥, und v(t) = tw fir 0 < ¢ < 1. Die Funktion f : 0w — C;
f(z) = 22 = t%w%, mit f(0) = 0 ist stetig. Es gilt

1 1
bdz— W= [ odat - 2o
/72 dz /0 Fy(@)y/(t)de /0 trw?z dt = sw?. O

Das Kurvenintegral erbt die Grenzwertsitze des gewohnlichen Integrals, wobei
wir uns hier auf das nachfolgend Benoétigte beschranken.

SATZ 1.21. Seien v stickweise C* mit Bild T, f,, f € C(I',C) firn € N und
h e C(D xT',C). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Die Folge (f,) konvergiere gleichmaf$ig auf T' gegen f. Dann erhalten wir
/fndz — /fdz7 n — +o0.
¥ gl

b) Die Reihe 300 fn konvergiere gleichmaf$ig auf T'. Dann konvergiert auch
oo ERCS)
Z/fndz:/z:fndz.
n=1""7 T n=1

c) Wir haben die Stetigkeit der Abbildung
H:D—C; z»—>/h(z,w)dw.
r
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d) Die Funktion D — C; z — h(z,w), sei holomorph mit 0,h € C(D x T",C).
Dann ist H aus Teil ¢) holomorph mit der Ableitung

d

dz/vh(z,w) dw = A@zh(z,w) dw.

BEWEIS. Bemerkung 1.19 impliziert leicht Aussage a) durch

Lfndz—Lfdz L(fn—f)dz

Indem wir dies auf die Funktionen gy := S>Y | f, anwenden, zeigen wir Teil b).

Um die Aussagen ¢) und d) zu beweisen, wihlen wir einen Punkt zp € D und
einen Radius 7 > 0 mit B(zy,7) € D. Wir setzen B = B(zp,7) und p(z,t) =
h(z,v(t))¥'(t) fir 2 € B und t € [a,b]. Dann gilt

<|If = fall £(v) — 0, n — 4-o00.

|o(2,1)] < maxg, p [h] maxgy Y| = M < +oo,

wobei die Majorante M1, integrierbar ist. Da 2y € D beliebig ist, folgt c)
aus Theorem 3.16 in Analysis 3 angewendet auf . Weil in d) auch d.h auf

B x T' beschrankt ist, liefert Theorem 3.18 aus Analysis 3 die reelle partielle
Differenzierbarkeit von H und z.B.

b
O, Re H(z,x) :/ O, Re(z,t)dt.

Weiter ergibt sich aus Teil ¢) die Stetigkeit der partiellen Ableitungen, sodass
H auch reell differenzierbar ist (siche Theorem 3.13 in Analysis 2). Fiir festes
t konnen wir nun die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen (1.4) aus
Satz 1.5 anwenden und erhalten die Identitat 0, Re p(z,t) = 0, Im (=, t). Also ist
0, Re H = 0,Im H. Die andere Gleichung in (1.4) beweist man analog. Satz 1.5
impliziert dann die Holomorphie von H und die Formel in Behauptung d). U

Fiir die folgenden Betrachtungen erinnern wir an einige Begriffe aus der Analysis 2.
Nach Definition 2.56 aus Analysis 2 heifit eine Menge M C C wegzusammenhdngend,
wenn es fiir alle Punkte w, 2 € M einen stetigen Weg v in M von w nach z gibt.
Beispiele hierfiir sind konvexe M (bei denen zu je zwei Punkten aus M auch die
Verbindungsstrecke in M liegt) oder allgemeiner sternférmige M (bei denen es so
ein Zentrum z, € M gibt, dass fiir jedes z € M die Strecke z? in M liegt). Ein
Sektor ¥y ist konvex fiir 6 € (0, 7/2] und sternférmig fir 6 € (0, 7). Die folgenden
Bilder veranschaulichen diese Konzepte. Eine offene und wegzusammenhingende
Menge in C heifit Gebiet.

Der Wegzusammenhang geht spéater meist durch den folgenden Satz ein.

SATz 1.22. Sei f € H(D) mit f' =0 und D C C ein Gebiet. Dann ist f konstant.

BEWEIS. Seien z, 2" € D. Die Voraussetzung und Lemma 4.12 in Analysis 2
liefern einen Streckenzug 7 in D von z = 7(ty) nach 2’ = ~(t,,) mit (eventuellen)
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ABBILDUNG 1.5. Sektoren sind sternférmig

Knickstellen zp = (). Die Kettenregel und der Hauptsatz (1.8) implizieren

0= [Fwde=3[* ro@n@a=3 [* Lo

Y k=1 tk—1

FOt) = f(r(ti-0) = f(2) = f(2). D

Auf der nicht wegzusammenhéngenden offenen Menge B(0,1) U B(3,1) ist die
Funktion f = 1p(,) trotz verschwindender Ableitung nicht konstant.
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Wir fithren ein weiteres Kozept ein, mit dem wir einige der Hauptsétze allgemeiner
und eleganter formulieren kénnen.® Sei v ein geschlossener stiickweiser C''-Weg in
C mit Bild I'. Fiir z € C\ I definieren wir die Windungszahl (oder den Indez) von

~ bzgl. z durch

1 dw
= — . 1.11
n(y,2) = 5 - / = (1.11)

Fiir jeden n-fach durchlaufenen Kreis v um z gilt n(vy, z) = n laut Beispiel 1.20,
wobei n € Z ist und n < 0 Umlaufe im Umzeigersinn bedeuten.

In Erginzung zu Analysis 2 erwihnen wir, dass es disjunkte, wegzusammenhén-
gende Gebiete G; € C mit j € J C N gibt, deren Vereinigung gleich C \ I ist
und deren Réander 0G; alle in I' liegen. Man nennt die Mengen G; Zusammen-
hangskomponenten von C \ T'. Dabei ist genau eine Zusammenhangskomponente
Gi; = G von C\ T" unbeschrénkt. Vergleiche Abschnitt 0.6.4 in [7]. Wir zeigen
nun grundlegende Rechenregeln fiir den Index, siehe auch Korollar 2.34.

LEMMA 1.23. Sei~y, 1 und o geschlossene, stiickweise C'-Wege in C mit Bildern
I, I'y bzw. I'y. Die Windungszahl hat die folgenden Eigenschaften.

a) C\T' = C; z — n(v, 2), ist stetig und n(v, z) ist ganzzahlig fir jedes z € C\T.
b) z —n(y,z2) ist konstant auf jedem G;.
c)n(y,z) =0 firalle z € Gy.
d)n(y~,z) = —n(y,2) firaleze C\T.
e) n(y1 U, 2) =1, 2) + n(va, 2) fir alle z€ C\T'; UT,.
BEWEIS. a) Die Stetigkeit von z — n(vy, z) folgt aus Satz 1.21¢) mit D = C\T.

Um n(y, 2) € Z fir 2 € C\T zu zeigen, wahlen wir t;, € (a,b) mit k € {1,--- ,m—1}
wie in Definition 1.16 und setzen

t /
go(t):exp/ LS)ds fur to=a<t<b=t,,.
a Y(s)—z

Wegen (1.6) und (1.11) ist die Behauptung dquivalent zu der Identitét

1 =exp (27Tin(7, 2)) = exp/7 dw _ o(b).

w—z

Weil p(a) = 1 ist, wollen wir ¢(tx—1) und ¢(tx) in Beziehung setzen. Hierfiir
verwenden wir die stetige Differenzierbarkeit von ¢ auf [t;_1, ] mit ¢’ = ¢ /(y—2).
Daraus ergibt sich

3Das Material bis einschlieBlich Bemerkung 1.25 wurde in der Vorlesung lediglich an anderer
Stelle kurz erwéhnt.
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fir ¢ € [ty_1,t]) und k € {1,--- ,m}. Mittels (1.8) erhalten wir

o(tr) _ @(tr-1)
Y(tr) =2z y(ter) — 2

und damit
_ ) -2 Y(tm—1) —2 () —=
#(0) = elim-) Y(tm-1) — 2 #ltn=z) Y(tm—2) — 2 Y(tm-1) — 2
_ W=z W2 =

b)-e) Nach Theorem 2.58 in Analysis 2 ist das stetige Bild n(y, G;) wegzusam-
menhdngend in C. Als Teilmenge von Z muss n(v, G;) somit einpunktig sein. Fir
2 € G liefern (1.11) und Bemerkung 1.19 die Konvergenz

fir |z| — oo. Behauptung b) impliziert dann n(+y, z) = 0. Die Aussagen d) und e)
folgen unmittelbar aus Bemerkung 1.19. ]

BEISPIEL 1.24. Sei v der n-fach durchlaufenene Kreis 0B(z, ). Aus Beispiel 1.20
und den Aussagen b) und c¢) des obigen Lemmas ergeben sich n(vy,z) = n fir
z € B(zp,r) und n(7, z) =0 fir z € C\ B(z, 7). O

Die folgende Bemerkung ermoglicht es, die Windungszahl einfach graphisch zu
bestimmen.

BEMERKUNG 1.25. Seien 7 ein geschlossener stiickweiser C'-Weg mit Bild I'
und z € D = C\ I'. Der Halbstrahl L werde durch z + te' fiir ¢ > 0 und ein
festes ¢ € [—m, ) parametrisiert. Er schneide I' nur endlich oft in v(7),...,v(7),
wobei Bertihrpunkte nicht gezahlt werden. (Bei denen bleibt I' auf einer Seite von
L.) Wir zéhlen einen Schnittpunkt positiv, falls 7(¢) mit wachsenden Argument
und damit im Gegenuhrzeigersinn L schneidet, und sonst negativ. Dann ist n(vy, z)
gleich der so gewichteten Anzahl der Schnittpunkte, und somit gleich der Anzahl
der positiven Umléufe minus der Anzahl der negativen Umlaufe von v um z.

Um dies zu zeigen, kénnen wir nach Verschiebung und Rotation annehmen, dass
z=0¢TI, L =Rg und alle 7, ungleich a und b sind. Wir nehmen ferner der
Einfachheit halber an, dass v in C*([a, b], C) liegt. Dann gibt es so eine Zahl £ > 0,
dass alle Intervalle (7, — ¢, 7 + ¢€) in (a,b) enthalten und paarweise disjunkt sind.
Sei I. die Vereinigung dieser Intervalle. Die Einschrénkung von ~ auf [a,b] \ I.
parametrisiert eine disjunkte Vereinigung von Kurven in 3,. Mittels (1.8) und (1.7)
berechnen wir

1 b "(t 1 "(t 1
n(y,0) = / () dt:lim/[ . 7(>dt:lim/[ (log 7(t))' dt
a a,b]\ I a

" 2miJa y(t) =0 e—0 27ri v(t) e=0 271 J{a,b)\I.
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1
= lim — (log v(b) — logy(1n + €) + logy(7, — €) — log V(71 + €)
e—0 271

+ -+ +logy(m + €) — log v(a))

n

i - 5 [Iny(r—e)| — I [y(ret2)] + ifarg y(ma—e) — argA(mi+e)) ).

k=1
Hier verschwinden die Differenzen mit In im Limes. Die anderen Terme ergeben
m — (—m) = 2m, wenn vy den Strahl L im Gegenuhrzeigersinn schneidet, und
andernfalls —m — 7 = —27. (Bei einem Berithrpunkt erhielte man 0.) O

I

n(l,z)=1

n(l,z,)=-2

ABBILDUNG 1.6. Graphische Bestimmung der Windungszahl



KAPITEL 2

Der Cauchysche Integralsatz und seine Folgerungen

In diesem Kapitel zeigen wir zahlreiche Hauptsitze der komplexen Analysis, die
alle aus Cauchys Integralsatz folgen werden.

2.1. Cauchys Integralsatz und -formel

Wir charakterisieren zunéchst wie in Analysis 2 die Wegunabhéngigkeit von Kur-
venintegralen. Dazu iibertragen wir den Begriff der Stammfunktion ins Komplexe.

DEFINITION 2.1. Sei f € C(D,C). Eine Stammfunktion von f auf D ist eine
Abbildung F € H(D) mit F' = f.

Die Abbildungen exp, sin, cos und die Polynome besitzen die bekannten Stamm-
funktionen auf C. Die Funktion f: ¥, — C; f(z) = %, hat die Stammfunktion log
auf X, siche aber Beispiel 2.4 ¢) unten. Die folgenden Eigenschaften gelten wie im
Reellen, wo wir stets auf Intervallen gearbeitet haben (die ja konvex sind).

BEMERKUNG 2.2. Eine Funktion f € C(D,C) besitze eine Stammfunktion F.
Dann ist auch F, := F' + c fiir jedes c € C eine Stammfunktion von f. Sei F' eine

weitere Stammfunktion von f und D ein Gebiet. Dann verschwindet die Ableitung
(F—F) = f— f=0.Satz 1.22 liefert nun eine Konstante ¢ € C mit F' = F + ¢.{

Wir kénnen wie in Satz 4.11 aus Analysis 2 die Existenz einer Stammfunktion
von [ durch die Wegunabhangigkeit von Kurvenintegralen iiber f charakterisieren.

SATz 2.3. Seien D ein Gebiet und f € C(D,C). Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

a) Die Abbildung f hat eine Stammfunktion F auf D.

b) Fir alle stickweisen C'-Wege v1,72 : [a,b] — D mit v1(a) = Y(a) und
7(b) = v2(b) gilt die Gleichung

Alfdz:AQfdz.

¢) Fiir jeden geschlossenen stiickweisen C'-Weg v in D ist

/fdz:().
Y

Fiir jeden stiickweisen C*-Weg ~y : [a,b] — D erhalten wir in diesem Full die Formel

L fdz = F(y(b)) = F(x(a)).

22
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BEWEIS. 1)! Es gelte Aussage a) und « sei stiickweise C! in D mit moglichen
Sprungstellen t; € (a,b), wobei a =ty < t; < --- < t, 1 < t, = b ist. Dann liefert
die Kettenregel und der Hauptsatz (1.8) die Gleichungen

/fdz_/a £y dt = Z/ ) dt
i (PG5 Fw(tk_m) — F(3(b)) - F(2(a)).

Also folgt der Zusatz und, falls v(b) = v(a) ist, auch Teil c).

2) Es gelte Behauptung c). Es seien 7, und 7, stiickweise C'-Kurven wie in b).
Dann ist v := 73 Uy, eine geschlossene stiickweise C*-Kurve in D. Teil c¢) und
Bemerkung 1.19 liefern dann

:/fdz:/ fdz—/ fdz,
Y 71 72
woraus Aussage b) folgt.

3) Es gelte Teil b). Sei zg € D fest gewéhlt und z € D beliebig. Nach Lemma 4.12
in Analysis 2 gibt es einen Streckenzug v, in D von zg nach z. Wir definieren

F(z):/zfdw.

Wihle einen Radius r > 0 mit B(z,7) € D. Sei h € B(0,r) \ {0}. Dann sind

¥y UYern und Iy, = 2,2 + Z Wege in D von z nach z + h. Mit Bemerkung 1.19 und
Aussage b) erhalten wir

flL(F(z%—h)—F(z)):2</Vz+hfdw—/zfdw> :2/%%%]%12
:]11 lhfdw:i/olf(z—i—th)hdt:/Olf(z—l—th)dt:: Jn

Wir wenden nun Satz 1.21 auf die Integranden f,,(t) = f(z+th,) und eine Nullfolge
(hy) in B(0,7)\ {0} an. Da f auf B(z,r) gleichméfig stetig ist, konvergieren f,
gleichméflig auf [0, 1] gegen die konstante Funktion ¢ — f(z). Also strebt J;, gegen
[y f(2)dt = f(2), und Behauptung a) gilt. O

Wie in Analysis 1 erlaubt also die Kenntnis einer Stammfunktion die Berechnung
von Kurvenintegralen. (Nur ist es im Komplexen schwieriger, Stammfunktionen
zu finden.) Das letzte der nachsten Beispiele ist von zentraler Bedeutung in der
folgenden Theorie.

BEISPIEL 2.4. a) Sei v eine stiickweiser C'-Weg in C von z; nach zy. Dann gilt
J, cos zdz = sin(zz) — sin(21).

IDer Beweis wurde in der Vorlesung ausgelassen.
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Im A

ABBILDUNG 2.1. Ein Weg fiir Beispiel 2.4 Db).

b) Sei e € (0, 7) und ~, ein stiickweiser C'-Weg von z_ = e!(="%) nach 2, = ¢!("=°)
in ¥;. Dann erhalten wir mittels (1.7) die Gleichung

dz
& rog(e)

2+ . .
= 27 — 2el.
Z—

Ve
c) Fiir y(t) = e, 0 < t < 2n, gilt I, % = 27i nach Beispiel 1.20, sodass f(z) = %
auf C\ {0} wegen Satz 2.3 keine Stammfunktion besitzen kann. O

Wir zeigen zunéchst Cauchys Integralsatz fir Dreieckswege, wobei man (in
Hinblick auf den Beweis von Cauchys Integralformel) die Holomorphie leicht ab-
schwéacht. Im von uns gewéahlten Standardzugang zu Cauchys Satzen ist dieser Satz
von Goursat der aufwéindigste Teil der Beweise.

SATz 2.5. Seien wy € D und f € C(D,C) N H(D \ {wp}). Sei A C D ein
abgeschlossenes Dreieck und OA wie in Beispiel 1.17 parametrisiert. Dann gilt
fdz=0.
A
BEWEIS. Der Satz gilt, wenn A keine inneren Punkte hat. Sei also A° # ().
1) Zunéchst liege wg nicht in A. Wir beginnen mit einem Zerlegungsargument.
a) Die Ecken von A bezeichnen wir mit a, b und ¢, sowie mit ab die Seite zwischen
a und b usw. Weiter schreiben wir ¢ fiir die Mitte von ab, ¥’ fiir die von ac und o
fiir die von be. Wir erhalten so die vier Teildreiecke

Al = Ala,d,b), A,=A(d,bd), A;=A(d,cl), A=A, d),
die alle positiv orientiert seien. Die neu hinzugekommen Seiten im Innern werden

dabei je zweimal entgegengesetzt und die Seiten von A je einmal positiv duchlaufen.
Somit gilt
4

J::/Mfdz:z Fdz.

=17 07
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Sei J; ein Integral aus dieser Summe mit dem grofitem Betrag und A; das zugehorige
Dreieck. Diese geniigen den Beziehungen

|| > 1 1] und  £(0A,) = L L(0A).

2

Wir iterieren dieses Vorgehen und gewinnen auf diese Weise ineinander enthaltene
Dreiecke A, und Integrale J, = [5, fdz mit

| Jo| > 47" ]| und |z —w| < L(0A,) =27"L(0A) (2.1)

fir alle n € N und z,w € A,,. Somit ist die Folge der Mittelpunkte z, von A, eine
Cauchyfolge. Sei 2y ihr Grenzwert, der ein Element von N, A, C A ist.
b) Da A kompakt ist, liefert Korollar 2.52 in Analysis 2 die Ungleichung

§ =dist(A, 0D U {wp}) = inf |z —w| > 0.

z€A,wedDU{wo}

Damit ist die Menge U = U,ea B(2,9/2) in D \ {wy} enthalten, und sie ist nach
Satz 2.20 aus Analysis 2 offen.
Da f auf U komplex differenzierbar ist, konvergiert die Differenz

f(z) = (=)

Z— 20

9(z) =
fir z — 2o in U. Wir integrieren die Gleichung

f(2) = f(20) + f(20)(z — 20) + 9(2) (2 — 20)
iiber 0A,, und erhalten

T, = /8 o (TGo) + f'(z0)(z = 20)) dz + /a L 9z ) d.

Das erste Integral verschwindet hierbei nach Satz 2.3, weil der Integrand als Polynom
eine Stammfunktion besitzt. Damit haben wir auf den stark verkiirzten Wegen den
Integranden deutlich verkleinert. Die Ungleichungen in (2.1) liefern nun

—f/(Z()) — 0

Nl = | [ o)) ds
< L(OA,) max[g(2)(z = z0)| < (27" ((OA)) max |g(2)],

ZEAn

2
|1 < £(0A)" max |g(2)].

Nun strebt die rechte Seite fiir n — +o00 gegen 0, sodass wie behauptet J = 0 ist.

2) Sei nun wy € A. Wir fithren diesen Fall in drei Schritten auf Teil 1) zuriick.
a) Sei wy zuerst eine Ecke von A. Wahle € > 0. Durch iteriertes Seitenhalbieren
wie in Schritt 1a) erhalten wir abgeschlossene Dreiecke A%, ... A* mit disjunktem
Inneren, von denen nur A} den Punkt wy enthélt, deren Vereinigung gleich A ist
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und deren (positiv orientierter) Rand jeweils eine Lange kleiner als € hat. Wie oben
zerféllt J in die Teilintegrale iiber A}, und wir erhalten

J:jzijl/aA;deZ/mfdz,

wobei wir Schritt 1) auf die Terme mit j > 2 angewendet haben. Daraus folgt die
Ungleichung

<
/| < & max|f]

fir jedes € > 0 und damit J = 0.

b) Der Punkt wy liege im Inneren einer Seite von A. Dann zerlegen wir A mit
der Verbindungsstrecke zwischen wy und der gegentiberliegenden Ecke von A. Wie
in Schritt 1a) ist J gleich der Summe die Kurvenintgrale J' und J? von f iiber die
Rénder der beiden Teildreiecke. Teil a) liefert nun J' = 0 = J2.

c¢) Sei schlielich wy im Inneren von A. Nun zerlegen wir das Dreieck durch
die Verbindungsstrecken von wy zu den Ecken in vier Teildreiecke A7 . Wieder
ist J gleich der Summe der Integrale von f iiber OAJ. Diese verschwinden gemafl
Schritt a), sodass J = 0 ist. O

Der folgende Integralsatz von Cauchy ist die Grundlage der Funktionentheorie.
Da Kugeln konvex sind, liefert dieses Theorem fiir jede holomorphe Funktion f
die Wegunabhangigkeit von Integralen iiber Kurven, die innerhalb einer Kugel in
D verlaufen. Demnach besitzt f lokal eine Stammfunktion. (Das reelle Analogon
benotigt eine Zusatzannahme an f € C'(D,R?), siche Theorem 4.15 in Analy-
sis 2.) Fir ein globale Aussage auf D muss das Gebiet jedoch einer ‘topologischen’
Bedingung geniigen, siehe das Beispiel unten.

THEOREM 2.6. Seien D ein sternformiges Gebiet, f € H(D) und vy eine ge-
schlossene stiickweise C*-Kurve in D. Dann gilt

/ fdz=0.
gl
Somit besitzt f eine Stammfunktion auf D.

BEWEIS. Nach Satz 2.3 ist nur der Zusatz zu zeigen. Sei dazu zy das Zentrum
von D. Fir z € D liegt nach Voraussetzung die Strecke %% in D. Wir setzen

F(z):/szdz:—/a;fdz,

wobei wir Bemerkung 1.19 verwendet haben. Wir wéhlen eine Radius r > 0 mit

B(z,7) C D. Sei h € B(0,r) \ {0}. Dann liegt die Strecke z, z + / in D und damit
auch das Dreieck A := A(zg, z + h, z). Mittels Bemerkung 1.19 berechnen wir nun

;L(F(z+h)—F(z)):2</medz+/z7ofdz+/szdz>+}1L/Zﬂfdz
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1

1 1 1
. fdz+h/mfdz=h/0 f(z+th)hdt:/0f(z+th)dt.

h Jaa
wobei das Integral tiber 0A laut Satz 2.5 verschwindet. Weiter gilt

1 1

[ sermya= )| < [5G - fEldr s ) - )] — 0
0 0 0<t<1

fir b — 0. Also ist wie gewtlinscht F' = f. O

Wir diskutieren und illustrieren diesen Satz. Wir werden ihn und Theorem 2.8 erst
am Ende des nachsten Kapitels systematisch fiir Integralberechnungen heranziehen;
zuvor werden sie vor allem zur Entwicklung der Theorie verwendet.

BEMERKUNG 2.7. a) Fir f € H(D) mit f' € C(D,C) folgt das Theorem auch
aus Poincarés Theorem 4.15 in Analysis 2. Die dortige Integrabilitdtsbedingung
(4.1) ist im holomorphen Fall wegen der Formeln (1.10) und (1.4) erfullt.

b) Mit gleichem Beweis gilt Theorem 2.6 sogar fiir Funktionen f € C(D,C) N
H(D \ {wp}) mit wy € D, da Satz 2.5 auch fiir solche f gezeigt worden ist.

c) Das Theorem ist im allgemeinen auf Gebieten mit Lochern falsch. Laut
Beispiel 1.20 haben wir auf D = C\ {0} etwa  [yp( 1) < = 27i # 0.

d) Es gilt  [yp0) 42 =0, da der Integrand f : z — 1/z auf der konvexen
Menge D :={z € C| Rez > 1/2} holomorph ist und 0B(2,1) in D liegt.
e) Im Abschnitt 2.3 erweitern wir die Theoreme 2.6 und 2.8. O

Wir leiten aus dem Integralsatz nun Cauchys Integralformeln her. Diese beinhalten
zum einen die erstaunliche Aussage, dass eine komplex differenzierbare Funktion
automatisch beliebig oft differenzierbar ist. Im Reellen gibt es dagegen sogar
differenzierbare Funktionen mit einer unstetigen Ableitung, siche Beispiel 5.14
in Analysis 1. Dariiberhinaus werden durch die Integralformeln alle Ableitungen
einer holomorphen Funktion f auf einer Kreisscheibe durch die Werte von f auf
dem Kreisrand bestimmt (was reell wieder komplett falsch sein kann). Dieser
verbliiffende Sachverhalt wird das wesentliche Instrument zum Beweis der folgenden
Hauptsétze sein. Da wir uns im ersten Teil auf Kreisscheiben in D einschranken,
gilt dieser Teil fiir alle offenen D. Man beachte, dass (2.2) unabhéngig von der
Wahl des Radius 7 > 0 mit 2z € B(29,7) C B(z0,7) C D ist.

THEOREM 2.8. Seien f € H(D), zo € D, r > 0 mit B(z,r) C D, n € Ny,
z € B(zy,r) und s = |z — z| < r. Dann ist [ beliebig oft auf D differenzierbar
und wir erhalten

n! w
f(n)<2) - 27r1 /83(zo,r) ("LU f—< Z))H_H dw’ (22)
) € max | f(w)] (2.3

(r — s)" ! jw—z|=r

(Hierbei wird OB(zo,1) durch v(t) = zo + re', 0 <t < 27, parametrisiert. )
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Seien nun D sternférmig und «y eine geschlossene stiickweise Ct-Kurve in D mit
Bild T und z € D\ T. Dann gilt*

n(v, z) f(")(z) = 27;'1 L (wjff))nﬂ dw. (2.4)

BeEWEIs. 1) Wir zeigen zuerst (2.4) fiir n = 0 und sternformiges D. Sei z € D\I’
fest gewahlt. Wir definieren die Hilfsfunktion
6]y e D (2),
1'(2), w = z.
Wegen der Holomorphie von f, liegt ¢ in H(D \ {z}) N C(D,C). Da D stern-

formig ist, liefern Cauchys Integralsatz in der Version von Bemerkung 2.7b) sowie
Bemerkung 1.19 und (1.11) die Gleichungen

Oz/vgdw:/vi(ivldw—f(z)/wwdw :L f(w) dw — 2min(y, 2) f(2).

—Z w—z

g:D—=C; g(w)= { (2.5)

2) Sei nun n € N. Iterativ erhalten wir

5 J0) _ fw)

z

_ o f(w) _ n! f(w)

w—z (w—2)2" 7 T Fw—z (w-—z)"f!

fir z € D\ T und w € I'. Diese Ableitungen sind auf (D \ I') x I" stetig. Ferner
ist die Abbildung z — n(7, z) auf jeder Zusammenhangskomponente G; von D \ I'

konstant, siche Lemma 1.23. Geméaf} Satz 1.21 ist somit

1 f(w)
J2) = 27in(7y, 2) /7 w—z dw

n-fach differenzierbar in z € D \ I" und wir kénnen die Ableitungen am Integral
vorbeiziehen. Damit ist die Cauchyformel (2.4) fiir alle n gezeigt.

3) Nun sei D C C lediglich offen und B(zg,r) C D. Da diese Kreisscheibe
kompakt ist, gibt es einen Radius 7’ > r mit Dy = B(2g,r") C D (vergleiche den
Beweis von Satz 2.5). Wir koénnen nun (2.4) fir Dy, z € B(z,7) und 0B(z,r)
anwenden. Zusammen mit Beispiel 1.24 folgt (2.2). Insbesondere f ist auf Dy, und
damit auf D, beliebig oft differenzierbar.

Die Cauchyschen Ungleichungen (2.3) folgen schlieflich durch direktes Ab-
schétzen von (2.2) mittels der unteren Schranke

lw—2z| > |w—2| —|z0—2|=r—5>0
fir w € 0B(2p,7) und s = |z — 2| < . O

Das folgende Holomorphiekriterium von Morera besagt insbesondere, dass
Cauchys Integralformel nur fiir holomorphe Funktionen gelten kann.

2Diese Aussage wurde in der Vorlesung lediglich an anderer Stelle kurz erwahnt.
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KOROLLAR 2.9. Eine Funktion f € C(D,C) erfille [y0 fdz =0 fir jedes
abgeschlossene Dreieck A C D. Dann ist f holomorph.

BEWEIS. Sei zp € D. Wahle einen Radius r > 0 mit B(z,7) € D. Nach
dem Beweis von Theorem 2.6 und der Voraussetzung hat f auf B(z,7) eine
Stammfunktion F' € H(B(zo,r)). Theorem 2.8 impliziert dann die Holomorphie
von f = F" auf B(zp,r) und damit auf D. O

BEISPIEL 2.10. Sei dB(2,1) einmal positiv durchlaufen. Da 3 € B(2,1) ist, gilt

1
w?a
dw = 2714/ 3.
/83(2,1) w—3 m \/;

2

Hier wéhlen wir D = B(2,3/2) und das holomorphe f: D — C; f(z) = z. O

2.2. Folgerungen aus dem Integralsatz

Zunéchst diskutieren wir unmittelbare Folgerungen der Cauchyschen Integralfor-
mel. Wir beginnen mit einem zentralen Begriff der Analysis.

DEFINITION 2.11. FEine Funktion f : D — C heifst analytisch, wenn es fir
jeden Punkt z € D so einen Radius r(z) > 0 mit B(z,r(z)) C D gibt, dass f auf
B(z,7(2)) gleich einer Potenzreihe um z ist. Eine Funktion f € H(C) heifit ganz.

Nach Satz 1.3 sind analytische Funktionen holomorph. Wir wissen schon, dass
eine holomorphe Funktion f beliebig oft differenzierbar ist. Im Reellen gibt es aber
nichtanalytische C*°-Funktionen, siehe Beispiel 5.39 in Analysis 1. Der folgende
Entwicklungssatz zeigt, dass dies im Komplexen nicht auftreten kann und dass
f eine Taylorreihe auf dem maximal méglichen Konvergenzkreis besitzt (relativ
zum gegebenen Definitionsbereich D von f). Tatsachlich ist der Umweg iiber das
Komplexe der weitaus bequemste Weg um zu zeigen, dass die Taylorreihe einer
reellen Funktion gegen diese konvergiert. Wir illustrieren dies unten anhand der
Binomialreihe, deren Grenzwert wir in Analysis 1 nicht berechnet hatten.

THEOREM 2.12. Sei f € H(D). Dann ist f analytisch. Genauer setzen wir

fir jedes zy € D den Radius R(zp) = sup{r > 0| B(z9,7) C D}. Es seien F,r €
(0, R(z0)). Fiir z € B(zo, R(20)) hat f dann die Taylorreihe

RS n =) 1 f(w)
£(2) —nizjoan(z—zo) L=t M/aB(ZO’T)(w_ZO)de, (2.6)

die auf B(z,T) gleichmdifSig und absolut konvergiert. Fiir ganze f gilt obiges mit
R(zp) = +00.

BewEls. Wir fixieren beliebige 7,7 € (0, R
einen Radius 1’ € (T, R(2)). Fir w € 0B(zp, 1’

20)). Sei z € B(zy, 7). Wir wihlen
ergibt sich

~_—

z—0| |z — 20| T
- /

,r/

=q<l1.

w — 2o
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Diese Ungleichung erlaubt es, den Integranden aus der Cauchyformel (2.2) fir f(z)
mittels der geometrischen Reihe in

flw) _ fw) 1 f(w) i"(z—Zo)":*f f(w)

w—z w—z 11— w— 2z \w— % (w — zp)ntt

w—2z0

(z—20)"

n=0

zu entwickeln. Dabei konvergiert die Reihe gleichmafig fiir w € 0B(zp,7’) nach
dem Majorantenkriterium (Satz 4.43 in Analysis 1), da 3,50 ¢" < 400 ist. Formel
(2.2) fiir n = 0 und Satz 1.21 liefern nun

_ 1 flw) o +°° 1 f(w) n
f(Z) T o /8B(z0,7”) d N /BB (z0,7") ( — Zo)n+1 duw <Z B ZO) ’

27 nw — 27T1

Nach Theorem 2.8 ist das letzte Integral gleich 27if(™(2)/n! und man kann 7/
durch r ersetzen. Also ist (2.6) gezeigt. Ferner erhalten wir die Abschéatzung
27y

max |f(w)] (7)1 = ¢" max |f(w)].
T |w—2z|=1" |w—zo|=7"

|an(z = 20)"| <

Geméfl Satz 4.43 in Analysis 1 konvergiert somit die Reihe in (2.6) gleichméfig
und absolut auf B(zg,T). Die letzte Aussage folgt unmittelbar. O

BEISPIEL 2.13. Seien @ € R\Nyund f : D := C\(—o0,—1] = C; f(2) = (14+2)*
Da f holomorph auf D ist, hat diese Funktion eine Potenzreihe bei zy = 0 mit
Konvergenzradius p > 1. Es gilt genauer p = 1, da fiir n > « die Ableitung f((z)
fiir z — —1 unbeschrankt ist. Die Taylorkoeffizienten von f bei 0 lassen sich leicht
iterativ berechnen und wir erhalten damit die Binomialreihe

(1+z)a:§<a>z", . @ _ola=1) . (a-ntl) @ .

|
n=0 n n.

(Vergleiche Beispiel 5.39 in Analysis 1.) O

Als weitere Folgerung der Integralformel zeigen wir die holomorphe Variante des
Differenzierbarkeitssatzes aus Analysis 3, wobei nur h eine Majorante benotigt.

KOROLLAR 2.14. Seien (S, A, 1) ein Maffraum und h : D x S — C erfiille die
folgenden FEigenschaften.

1) Fir jedes z € D st die Abbildung h(z,-): S — C; s+ h(z,s), messbar.

2) Es gibt eine integrierbare Funktion g : S — Rso mit |h(z,s)| < g(s) fir alle

(2,8) € D x S.

3) Fir jedes s € S ist die Abbildung h(-,s): D — C; z+ h(z,s), holomorph.
Dann ist die Funktion H : D — C; H(z) = [gh(z,s)du(s), holomorph mit der
Ableitung

/—hzs w(s), zeD.
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BeweEis. Nach 1) und 2) sowie Satz 2.26 in Analysis 3 ist die Abbildung
s — h(z,s) fir jedes z € D integrierbar. Wir wahlen einen Punkt zy € D und einen
Radius R > 0 mit B(zy, R) C D. Seien weiter r € (0, R), z € B(zp,7) und s € S.
Dann liefert die Cauchyabschétzung (2.3) die Ungleichung

0.1z, )| < max [h(w, )| < s (s).

R R
=7 W5 ")
GeméB Formel (1.5) wird 0, Re h genauso dominiert. Aus Theorem 3.18 in Analysis 3
folgern wir nun die Existenz der Ableitung

0, Re H(z) :/Sﬁx Reh(z,s)du(s).

Die Holomorphie von H und die behauptete Gleichung zeigt man schliellich so wie
im Beweis von Satz 1.21. O

Im folgenden Beispiel sieht man, wie man sich in einer wichtigen Situation eine
Majorante fiir das obige Korollar verschafft. (Vergleiche Beispiel 3.19 in Analysis 3.)

BEISPIEL 2.15. Sei f : R>y — C messbar und es gebe Konstanten M > 0 und
w € R mit |f(t)] < Me! fiir alle t > 0. Dann existiert die Laplacetransformierte

Foy = [TeMfwdr fir Red > w
0
von f, und sie ist auf {\ € C|Re A > w} holomorph mit den Ableitungen
FOO) = (=1 /Oo e M f(t)dt,  ReA>w, neN.
0

BEWEIS. Wir setzen h(\,t) = e * f(¢) fiir t > 0 und A € C. Seien £ > 0 und
Re A > w + ¢. Dann erhalten wir die Ungleichung

O] = e (1)) < Melw RNt < Mest = (1)

fiir £ > 0. Da g integrierbar ist, existiert f()). Weiter ist die Abbildung X\ — h(\, )
fiir jedes t > 0 holomorph. Also liefert Korollar 2.14 iterativ die Behauptung fir
Re A > w + ¢; und damit fiir alle Re A > w, da € > 0 beliebig ist. O

Der néchste berithmte Satz von Liouville zeigt nachdriicklich, wie stark die
Holomorphie (zumal fiir D = C) eine Funktion einschrédnkt. Man beachte dabei,
dass Beschrankheit oft einfach nachzuprifen und weit von Konstanz entfernt ist.
AuBerdem ist etwa der Sinus im Reellen beschréinkt und natiirlich nicht konstant.

THEOREM 2.16. Fine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
BEWEIS. Sei z € C. Wihle einen Radius 7 > 2|z|. Die Cauchyabschétzung (2.3)
mit 2o = 0 liefert die Ungleichung
r 4
! < — < - .
) < g e )] < 711
Im Limes r — oo folgt f/'(z)=0 fir alle z € C, sodass Satz 1.22 die Aussage zeigt. O
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Wir zeigen die bekannteste Anwendung von Liouville, den Fundamentalsatz der
Algebra, der im ubrigen auch elementarere Beweise besitzt.

KOROLLAR 2.17. Sein € N. Ein komplezes Polynom n-ten Grades hat n (even-
tuell wiederholte) Nullstellen in C.

BeEWwEIS. Wir schreiben das Polynom als p(2) = ap,z" + -+ a1z +ap fur z € C
und Konstanten a; € C mit a,, # 0.

1) Wir nehmen an, dass p nirgends gleich 0 wire. Somit existiert die ganze
Funktion f := 1/p auf C. Im Hinblick auf Liouville miissen wir nun die Beschrénkheit
von f zeigen. Der Satz vom Maximum liefert diese auf allen Kugeln. Um das
Verhalten von f bei co zu kontrollieren, wahlen wir einen Radius ry > 0 mit

(Dieser existiert, da alle Exponenten j — n negativ sind.) Sei |z| > r > ry. Damit
ist |z| so groB, dass in p der Term a, 2" dominiert; genauer gilt

p(2)] = lana"| = lan—12""" 4+ + aol = lan| |2]" = (Jan-a] [2["" + -+ + |ao])

o agl =l |ax|
= la z"(l— —L zj_”> > |a 7’"(1— Jrj_"> >
|n|" ]Z:%)‘an‘|| |7l| ]Z:%)‘an‘ 0 2 )
)] < =,
|anl

Somit ist f auf C beschrankt, also konstant laut Theorem 2.16. Gemaf§ der obigen
Abschéitzung verschwindet f fiir |z] — 4o00. Es folgt f = 0, was unmoglich ist.

2) Demnach hat jedes nichtkonstante komplexe Polynom mindestens eine Null-
stelle in C. Mit Polynomdivision folgt dann iterativ die Aussage. O

In den néchsten Resultaten verwenden wir die Cauchysche Integralformel und den
Entwicklungssatz, um eine Vielzahl bedeutender und iiberraschender Eigenschaften
holomorpher Funktionen herzuleiten, die im Reellen komplett falsch sind. Dabei
werden einige Fragestellungen aus Analysis 1 und 2 neu aufgegriffen.

Der folgende Konvergenzbegriff ist typisch fiir die komplexe Analysis. Wir hatten
ihn implizit schon in Analysis 1 bei Potenzreihen kennengelernt.

DEFINITION 2.18. Seien f, f, : D — C fiirn € N. Wenn auf jeder kompakten
Menge K C D die Supremumsnorm sup,cy |fn(2) — f(2)| fir n — +oo gegen 0
strebt, so konvergiert (f,) kompakt auf D gegen f (oder gleichméfig auf Kompakta ).

BEMERKUNG 2.19. Man beachte, dass H(D) unbeschrédnkte Funktionen enthélt
und die kompakte Konvergenz echt schwicher als die gleichméafBige ist (da D nicht
kompakt ist). Die kompakte Konvergenz kann durch eine Metrik beschrieben
werden, die der in Beispiel 2.15€) aus Analysis 2 dhnelt. Wenn stetige Funktionen
fn: D — C kompakt gegen f konvergieren, so ist auch f stetig (sieche Theorem 4.41
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in Analysis 1). Gemaf Beispiel 5.30 aus Analysis 1 folgt im Reellen aber selbst
aus der gleichméafiigen Konvergenz von f,, € C*(|—1,1]) gegen f € C(]—1,1]) im
allgemeinen nicht die Differenzierbarkeit von f. O

Der folgende Konvergenzsatz von Weierstraf$ zeigt wieder einen dramatischen
Unterschied zwischen reeller und komplexer Analysis.

THEOREM 2.20. Eine Folge (f,,) in H(D) konvergiere kompakt gegen f. Dann
ist auch f holomorph und alle Ableitungen f*) konvergieren kompakt auf D gegen
%) fiir n — 400 und k € N.

BEWEIS. 1) Sei A C D ein abgeschlossenes Dreieck. Nach Voraussetzung
konvergieren die Funktionen f, gleichméfig auf 0A gegen f € C(D,C). Satz 1.21
und Goursats Satz 2.5 liefern nun

dz = i / ' dz =0,

Nach Korollar 2.9 von Morera ist f folglich holomorph.
2) Seien zy € D und r > 0 mit B(zp,2r) € D und z € B(z,r). Dann liefert die
Cauchyabschétzung (2.3) mit s = |z — 2| < r die Ungleichung
(®)(5) _ £ kt2r _
o PP = L@ < gy e, [ (w) = fa(w)]
fiir jedes k € N, da f — f,, holomorph ist. Nach Voraussetzung konvergiert also die
linke Seite fiir n — 400 gegen 0.

3) Sei K C D kompakt. Fiir jeden Punkt z € K wéhlen wir einen Radius r(z) > 0
mit B(z,2r(z)) € D. Offenbar liegt K in der Vereinigung der offenen Kugeln
B(z,r(z)). Mittels des Theorems 2.46 von Heine-Borel aus Analysis 2 erhalten wir
nun z; € K und r; > 0 mit K C B(zy,71)U- - -UB(2p,7,) € D und B(z;,2r;) C D
fur alle j € {1,...,n}. Schritt 2) impliziert dann die Konvergenzaussage. O

Der Identititssatz macht die erstaunliche Aussage, dass eine holomorphe Funktion
auf einem Gebiet schon durch ihre Werte auf einer kleinen Strecke oder nur auf
einer Folge mit Grenzwert in D festgelegt ist. Im Reellen ist das Unfug. Es gibt
natiirlich unendlich viele C'-Funktionen auf (—1,2), die auf [0, 1] verschwinden; im
Komplexen gelingt das nur der Nullfunktion. Hier und im Folgenden nutzen wir
héaufig die Potenzreihen aus dem Entwicklungssatz 2.12.

Der Grenzwert in Aussage c¢) muss im Ubrigen in D liegen. So verschwindet
die holomorphe Funktion f : C\ {0} — C; f(2) = sin(1/z), in den Punkten
2, = (mn)~' — 0, ohne konstant gleich Null zu sein.

THEOREM 2.21. Seien D C C ein Gebiet und f € H(D). Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

a) Esist f =0 auf D.
b) Es gibt so eine Zahl zy € D, dass f*)(z0) = 0 fiir jedes k € Ny gilt.
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¢) Es existieren solche Punkte z,,z9 € D, dass f(z,) = 0 und z, # 2z fir alle
n € N, sowie z, — zo fiir n — +oo erfillt sind.

Somit sind Funktionen g, h € H(D) schon auf D gleich, wenn g und h auf einer
Menge M C D mit einem Hdufungspunkt® zy € D fibereinstimmen.

BeEWEIs. Der Zusatz folgt aus der Implikation ‘c) =-a)’ fir f := g — h. Weiter
ist Teil ¢) natiirlich eine Konsequenz von a).

Es gelte Aussage c). Es seien z, und 2o wie in ¢). Dann folgt f(z9) = 0 auf Grund
der Stetigkeit von f. Wir nehmen an, Behauptung b) ware falsch. Also gibt es
einen Index m € N mit

flzo) == [ D(2) =0 und  ["(z) #0.
Somit hat f wegen Theorem 2.12 auf jeder Kugel B(zp,r) C D die Potenzreihe
+o00 (k) P
f2) =" ar(z— )" mit  ap = / k(' 0>.
k=m :

Fir z € B(zg,r) setzen wir

+o00 +oo
92 =D m (5= 20) = 3 o (= 20" = (2= 20) (),
=0 k=m
wobei in der letzten Gleichung z # 2z, sei. Als Potenzreihe ist die Funktion ¢ :
B(zp,7) — C holomorph, und sie erfiillt g(zy) = a,, # 0. Auf der anderen Seite ist
zp ab einem Index ng € N ein Element von B(zg,7) \ {20}, sodass die Werte

9(zn) = (20 — 20) " f(20) = 0
fir n — oo gegen g(zo) streben, was der Stetigkeit von g widerspricht. Also gilt b).

Sei Aussage b) wahr. Sei z € D. Nach Lemma 4.12 aus Analysis 2 gibt es einen
Streckenzug v von 2o nach z in D. Wegen der Kompaktheit des Bildes I" von ~, ist
der Abstand ¢ := dist(I",0D) > 0 positiv. Also liegt die Kugel B(w,d) fir jedes
w € I'in D. Wir kénnen nun v mit weiteren Zwischenstellen auf den Strecken so
zu einem Streckenzug Zow; U - - - U wy 2 umschreiben, dass jede Teilstrecke m
in B(w;, d) enthalten ist (wobei wg = zp und wy4; = 2 sind). Nach Behauptung b)
und Theorem 2.12 verschwindet f auf B(zp,d), und damit gilt b) auch in w;.
[terativ ergibt sich Aussage a). O

Ohne den Wegzusammenhang ist der obige Satz (und manche seiner Korollare)
falsch. Man betrachte etwa die Funktion f = 1p.) auf D = B(0,1) U B(3,1).
Der folgende Korollare (zuerst der Nullstellensatz) besagen u.a., dass sich eine
holomorphe, nichtkonstante Funktion auf D in einer Nullstelle wie ein Polynom
verhalt und sich z.B. ihre Nullstellen nicht in D hé&ufen kénnen.

3Vergleiche Definition 2.21 in Analysis 2.
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KOROLLAR 2.22. Seien D ein Gebiet, f € H(D) ungleich der Nullfunktion
und zyg € D mit f(z)) = 0. Dann existieren solche Zahlen m € N und r > 0
mit B(zo,7) € D und eine Funktion g € H(B(z,7)) mit g(z0) # 0, dass die
Gleichungen
0= f(z0) = f'(z0) = -~ = [ V(z0), [ (20) #0 und f(z)=(z—2)"g()
fiir z € B(zo,7) gelten. (Man nennt m die Ordnung der Nullstelle z.)

BEWEIS. Die Behauptung iiber die Ableitungen folgt aus Theorem 2.21, dessen
Beweis auch g liefert. O

BEMERKUNG 2.23. Wegen der Stetigkeit von |g| und dem Satz vom Maximum
existieren in Korollar 2.22 Zahlen 7 € (0,7) und ¢,C' > 0 mit ¢ < |g(z)| < C fiir
alle z € B(2g, 7). Also verhilt sich f nahe der Nullstelle wie das Monom (z—zp)™. {

Diese Aussage gilt in R nicht. So erfiillt die C*-Funktion f:R — R; f(z)= |:1c|%,

0, k € {0,1},
+oo, ke{2,3,...}.
KOROLLAR 2.24. Seien D ein Gebiet, f € H(D) nicht konstant und w € f(D).

Dann ist die Menge N, = f~*({w}) ={z € D| f(z) = w} diskret (d.h., fiir jedes
z € N, gibt es einen Radius r, > 0 mit B(z,r,) N N, = {z}).

2] FIf ()] — {

BEWEIS. Wenn N,, nicht diskret wére, gdbe es Punkte z,, — zo in D mit z,, # 2
und f(z,) = w fir alle n € N. Der Identitatssatz 2.21 angewendet auf g = f — wl
liefert einen Widerspruch. U

Im Reellen muss man beim Fortsetzen einer Funktion in C! nur Anschlussbedin-
gungen am Definitionsrand beachten, ansonsten ist die Fortsetzung in C* beliebig.
Laut dem Identitatssatz ist hingegen die holomorphe Fortsetzung in einem Gebiet
eindeutig bestimmt.

KOROLLAR 2.25. Seien f € H(D) und U C C ein Gebiet mit D C U. Dann gibt
es hochstens eine Funktion g € H(U) mit g|p = f.

BEWEIS. Die Aussage folgt direkt aus Theorem 2.21, da D # () offen ist. [

Im ersten Beispiel illustrieren wir noch einmal, welche Funktionen nicht kom-
plex differenzierbar sein kénnen. Das zweite ist eine typische Anwendung der
holomorphen Fortsetzung.

BEISPIEL 2.26. a) Sei r > 0. Die beliebig oft differenzierbare Funktion
e_%, x>0,

0, x <0,

f:R—=R f<x>:{

hat (nach Einschrankung auf (—r, 7)) keine holomorphe Fortsetzung auf B(0,r) C C,
da diese auf (—r,0) verschwinden misste, aber f > 0 auf R, ist.
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b) Die Gammafunktion
['(2) ::/ t*~le ! dt, Rez >0,
0

hat genau eine holomorphe Fortsetzung auf D := C\ {—n|n € No}. Weiter gilt
['(z+1) =2I'(2) fur z € D.

BEWEIS. Fiir t > 0 und 2 € C, liefert Bemerkung 1.14 die Gleichung [t*7!| =
tRe==1 Seien € € (0,1] und Re z € [, 1/¢]. Dann wird der Integrand von I' durch

et t € (0,1]
tz—le—t < ’ [l b
| = {tile—t, t>1,

dominiert. Die rechte Seite ist auf R, integrierbar. Da ¢ € (0, 1] beliebig ist,
impliziert Korollar 2.14 die Holomorphie der Funktion z + I'(z) auf C,. In
Beispiel 1.28 aus Analysis 2 haben wir I'(x + 1) = z['(z) fiir > 0 gezeigt. Da
hier beide Seiten der Gleichung auf C, holomorphe Funktionen definieren, zeigt
Theorem 2.21 die Identitdt ['(z + 1) = 2I'(z) auf C,. Nun ist die Abbildung
z+— ['(z +1)/z auch auf der Menge Dy := {z € C\ {0} | Rez > —1} holomorph,
sodass sie die holomorphe Fortsetzung von I" auf D; ist. Die Formel I'(z41) = 2T'(z2)
gilt dann fiir z € Dy per Konstruktion. Die Behauptung folgt nun iterativ. O

Als Vorbereitung fiir zwei weitere Hauptsétze der Funktionentheorie zeigen wir
ein erstaunliches Kriterium fiir Nullstellen einer holomorphen Funktion.

LEMMA 2.27. Seien f € H(D), r > 0 und B == B(zy,7) mit B C D. Es gelte
< :
0 < [f(20) < min |f(2)]
Dann hat f eine Nullstelle in B.

BEWEIS. Wir nehmen an, f beséfle keine Nullstelle auf B. Nach Voraussetzung
hat f also keine Nullstelle auf B. Nach dem Satz von Minimum gibt es dann einen
Punkt z; € B mit ming |f| = |f(21)] = d > 0. Weiter finden wir einen Radius
R > r mit B(zy, R) C D (vergleiche den Beweis von Satz 2.5). Da f gleichmafig
stetig auf B(z, R) ist, erhalten wir eine Zahl r; € (r, R) mit |f(z)| > §/2 fir
alle z € Dy == B(zg,r1). Demnach ist der Kehrwert g = 1/f auf D; holomorph.
Cauchys Ungleichung (2.3) impliziert nun die Abschatzung

1 -1
=1g(29)| < ma w :( min w) :
TGy~ o)< e lo(w)l= (| min 17(w)]
die der Annahme widerspricht. 0

Wir erinnern daran, dass eine Funktion f genau dann stetig ist, wenn Urbilder
offener Menge wieder offen sind. Fiir injektive f ist demnach die Stetigkeit der
Inversen dquivalent dazu, dass f offene Mengen in offene abbilden. Im Reellen muss
das auch fir glatte injektive Funktionen nicht der Fall sein, siehe das Beispiel 4.33
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in Analysis 1. Im nichtinjektiven Fall bildet schon f(z) = 22 das offene Intervall
(—a,a) auf [0,a?) ab.

Um so erstaunlicher ist der folgende Offenheitssatz fiir holomorphe Funktionen,
die nirgends lokal konstant sind. Die zweite Version heifit auch Satz von der
Gebietstreue. Das Beispiel nach Theorem 2.21 zeigt, dass man hier tatsédchlich lokale
Konstanz ausschliefen muss, bzw. den Wegzusammenhang benétigt. Wir werden
den Offenheitssatz wesentlich fiir das Biholomorphietheorem 3.5 verwenden.

THEOREM 2.28. Sei f € H(D).

a) Sei [ auf keiner Kugel in D konstant. Dann bildet f offene Mengen U C D
auf offene Mengen f(U) C C ab.

b) Sei D C C ein Gebiet und f nicht konstant. Dann ist f(D) ein Gebiet.

BEWEIS. a) Sei U C D offen. Wir betrachten einen Punkt f(z) in f(U), wobei
2o € U ist. Wir suchen einen Radius 6 > 0 mit B(f(29),0) C f(U). (Dann ist f(U)
offen und Aussage a) gezeigt.) Sei dazu ro > 0 mit By = B(z9,79) C U. Nach
Voraussetzung ist die Einschrankung f|p, nicht konstant. Nach Korollar 2.24 gibt
es dann so einen Radius r € (0,7q), dass fiir jedes 2 € B := B(z,r) mit 2z # 2
auch f(z) # f(z0) ist. Da 9B kompakt ist, erhalten wir die Ungleichung

5= S min [£(2) — F(z0)] > O.

2 2€0B

Sei w € B(f(20),9). Wir wollen mittels Lemma 2.27 nachweisen, dass w in f(U)
liegt. In der Tat erfiillen alle z € 0B die untere Schranke

[f(2) —w[ = [f(2) = f(z0)] = [f(20) —w] =20 =0 =9,

. ol > —wl

min [ f(2) —w[ >8> [f(z) —wl
Lemma 2.27 liefert somit eine Zahl z; € B C U mit f(z;) — w = 0. Also liegt

w = f(z1) in f(U), und folglich ist f(U) offen.

b) Seien nun D ein Gebiet und f nicht konstant. Nach Korollar 2.24 ist dann f
auf keiner Kugel in D konstant. Nach Teil a) ist also f(D) offen. Theorem 2.58 aus
Analysis 2 zeigt ferner, dass f(D) wegzusammenhéngend ist. U

Das Mazimumsprinzip beschéftigt sich mit den Maxima des Betrags |f|. Es
besitzt reelle Analoga, die fiir gewisse partielle Differentialgleichungen von grofier
Bedeutung sind. Unser Beweis beruht auf dem Offenheitssatz; man kénnte alternativ
Cauchys Integralformel verwenden. Es gibt aber auch reelle Zugénge.

THEOREM 2.29. Seien D ein Gebiet und f € H(D) nicht konstant.
a) Dann hat die Abbildung D — R; z +— |f(2)]|, kein lokales Mazimum.
b) Seien ferner D beschrinkt und f € C(D,C). Dann gilt

max |f(2)] = max|f(2)]
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BEWEIS. a) Wir nehmen an, | f| besifie ein lokales Maximum z, € D. Dann gibe
so einen Radius r > 0 mit B(z,7) C D, dass f der Ungleichung |f(z)| < |f(z0)|
fiur alle z € B(zy,r) geniigt. Es gibt aber Punkte w, € C mit |w,| > |f(z0)]
fir alle n € N und w,, — f(z) fiir n — +00. Nach Theorem 2.28 ist das Bild
f(B(zo,7)) offen, sodass fiir einen gentigend grofien Index wy in f(B(zg,r)) liegt
und damit gleich f(z) fir ein z € B(zy,r) ist. Daraus folgt der Widerspruch
£(2)| = sl > [fz0)l ~

b) Nach dem Satz von Maximum gibt es eine Zahl z; € D mit |f(21)| = maxx | f].
Diese Zahl muss geméfl Teil a) im Rand 0D liegen. O

BEISPIEL 2.30. Teil b) des Maximumprinzips ist auf unbeschréankten Gebieten
im allgemeinen falsch, wie das Beispiel f(z) = exp(exp z) auf D = {z € C‘ Imz €

(-3, g)} zeigt. Hier gilt fiir z € R C D zunéchst die Gleichung

|f(z £15)] = exp(Re(e"e™7/?)) = " = 1,

sodass f auf D beschrinkt ist. Jedoch ist f(z) = e(**) (sehr) unbeschrinkt. ¢

2.3. Homotope Varianten der Cauchyschen Satze

Wir haben in Theorem 2.8 gesehen, dass gewisse Integrale auf konzentrischen
Kreisen unabhéngig vom Radius sind. Eine solche Wegunabhangigkeit kann bei
‘Lochern’ im Definitionsbereich jedoch nicht uneingeschrankt gelten. So ist etwa

d d d
/ = L oni£0= / el
OB(1/2,1) 2 9B(0,1) 2 0B(2,1) %

Wir geben nun eine Bedingung an die Wege an, die solche Ungleichungen ausschlief3t.
Wegen der groflen Bedeutung dieser Definition in der Mathematik formulieren wir
sie in metrischen Rdumen (z.B. einen normierten Vektorraum). Wir bemerken
dazu, dass wir in Definition 1.16a) die Menge C durch jeden metrischen Raum M
ersetzen konnen.

DEFINITION 2.31. Seien M ein metrischer Raum, N C M wund 7,71 €
C([a,b], M) geschlossene Wege in N. Die Wege o und v, heifflen homotop in
N, wenn es eine Homotopie h € C([0, 1] x [a,b], M) mit den Eigenschaften

h(s,t) € N, h(0,t) =~(t), h(1,t)="1(t), h(s,a)=h(s,b)

fiir alle (s,t) € [0,1] X [a,b] gibt. Wenn hier v, eine konstante Funktion ist, so
heifst vo nullhomotop in N. Man schreibt dann g vl bzw. o Y 0.

Sei M = C. Wenn alle geschlossenen stiickweisen Ct-Wege in N nullhomotop
sind, so heiffit N einfach zusammenhéngend.

Wir illustrieren diese Begriffe in C durch einige Beispiele.



2.3. Homotope Varianten der Cauchyschen Sétze 39

BEISPIEL 2.32. a) Seien D = C \ {0}, 7(t) = re'* und v (t) = p(t)e fir

0 <t <2m, r>0und eine Funktion 0 < p € C([0,27]) mit p(0) = p(27). Dann
sind 79 und v, in D homotop mit der Homotopie
h(s,t) = (1 — s)re' + sp(t)e", (s,t) € [0,1] x [0, 27].
Dabei kann |h(s,t)] = (1 — s)r + sp(t) nie gleich 0 sein.
Im A
=10~ 1
D

ABBILDUNG 2.2. Homotopie konzentrischer Kreise.

b) Sei D sternférmig. Dann ist D einfach zusammenhéngend. Fiir eine geschlos-
sene Kurve 7 in D haben wir dabei die Homotopie h(s,t) = (1 — s)v(t) + sz von
v nach zg in D, da die Strecke von zy nach (t) in D liegt.

c) Seien D = C\ {0}, v(t) = €' und 0 < ¢ < 2. Dann ist 7 nicht in D homotop
zu 1 (t) = 1 oder yo(t) = 24 €, 0 < ¢ < 2. Dies folgt aus dem néchsten Theorem
und den Gleichungen

/dz:27ri, /dzz():/dz.
Y < Y1 <R Y2 <

d) Die Menge D = B(0,1) \ (—1 U [—f fD ist einfach zusammenhéngend. Im
unten stehenden Bild kontrahiert man dazu zuerst die Teile von v unterhalb der
reellen Achse und dann den verbleibenden Teil von ~ auf i/2, vergleiche Teil b).

e) Sei p ein geschlossener, einfacher Streckenzug mit Ecken z1,.. ., z, und um-
schlossenem offenen Polygon G, wobei G in D liege. Dann ist p in D nullhomotop.
Dies folgt etwa daraus, dass man G durch n — 3 Verbindungsstrecken zwischen
Ecken in n — 2 Dreiecke mit disjunktem Inneren zerlegen kann. Diese Dreiecke
kann man dann sukzessive wie in Teil b) zusammenziehen. Die Zerlegbarkeit zeigen
wir (skizzenhaft) induktiv.
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Im ‘ D:Z'G

ABBILDUNG 2.3. Homotopie in einer sternférmigen Menge.

Im A

ol

\

Re

ABBILDUNG 2.4. Bild zu Beispiel 2.32d).

Fiir n = 3 ist sie klar. Die Behauptung gelte fiir ein n > 3. Sei z; die Ecke mit
minimalem Realteil (bei mehreren Minima verschiebe man ein wenig), und sei A
das offene Dreieck mit Ecken z;_1, 2z und zpyq (wobei zy == 2, und 2,41 = 2
seien). Wenn kein z; in A liegt, verlauft Zr12es; in G und schneidet keine Kante
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in A. Man lasst z; weg und wendet die Induktionsvoraussetzung an. Andernfalls sei
zj die Ecke in A mit minimalem Realteil. Dann liegt Zk_z_; in G und schneidet keine
Kante (aufler in zj, und z;). Wir wenden wieder die Induktionsvoraussetzung an. ¢

Wir zeigen nun die homotopen Versionen von Cauchys Integralsatz und -formeln.*

THEOREM 2.33. Seien D ein Gebiet und f € H(D).

a) Seien o und v1 geschlossene, in D homotope stiickweise C'-Wege. Dann ist

/%fdz:/%fdz. (2.7)

Insbesondere erhalten wir [, fdz = 0 fir in D nullhomotope v, und Cauchys
Integralsatz gilt auch auf einfach zusammenhdngenden Gebieten D.

b) Sei vy ein nullhomotoper, geschlossener stiickweiser C'-Weg. Dann gilt

o7

n(7y, z) f™(z) = " [y(wjﬁzj))”“dw. (2.8)

BEWEIS. 1) Wir zeigen zuerst Teil a). Nach Voraussetzung gibt es eine Homo-
topie h tber D zu 7y und 7y, wobei wir [a,b] = [0, 1] wahlen kénnen. Nach den
Theoremen 2.47 und 2.49 aus Analysis 2 ist die Funktion & : [0, 1]*> — C gleichmaBig
stetig und ihr Bild h([0,1]?) € D kompakt. Auch wegen Korollar 2.52 in Analysis 2
gibt also Zahlen e, > 0 mit

Vzeh([0,1%): B(z¢) CD, (2.9)
V(s,1),(s,t) €[0,1]* mit |s—s'P+ [t —t|><d®: |h(s,t) — h(s,t)| <e.

Wir fixieren n € N mit v/2/n < § und setzen z;;, = h(j/n,k/n) fir alle j k €
{0,1,...,n}. Dabei gilt z;, = z;0 fiir jedes j, da h eine Homotopie ist. Gemés
Bedingung (2.9) liegen die Punkte 241 5, zj+14+1 und 2j 441 in B(2;k, €).

Wir betrachten nun das Viereck Vj;, mit den Ecken z; 1, zj41k, 2j4+1,%6+1 und 2 p41.
Dieses ist in B(z;,€) enthalten, weil Kreise konvex sind. Cauchys Theorem 2.6
liefert deswegen die zentrale Identitéit

fdz=0.
Vi

2) Weiter verwenden wir die Streckenziige p; mit den Ecken z,..., 2, fir
j€{0,1,...,n}. Wir zeigen zundchst die Gleichung

fdz= fdz (2.10)

pj Pji+1

“In der Vorlesung wurde nur ein Spezialfall von (2.8) bewiesen. Die Version hier wurde
lediglich an anderer Stelle kurz erwéhnt.
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fir jedes 7 € {0,1,...,n — 1}. Mittels der obigen abgesetzten Identitat und Bemer-
kung 1.19 folgt (2.10) aus

n—1
dz—/ dz = </ dz—/ dz+/ dz>
D / Pj+1 / kzzo Zj k%5 k+1 / Zj41,kZ5 41 k+1 d Wik /

n—1
_ _—
k=0 Zj,kZj+1,k 25, k+12j+1,k+1

7

= fdz— / fdz
23,025+1,0 Zj,nZj+1,n

= 0.
3) Wir zeigen ferner die Gleichungen
fdz={ fdz und / fdz:/ fdz. (2.11)
Yo po n n

Zunachst gilt 2o, = h(0,k/n) = v(k/n), sodass nach Bedingung (2.9) fiir jedes
t € Ji = [k/n,(k+1)/n| der Punkt vo(t) = h(0,t) in B(zo,¢) liegt. Wir setzen
i = Yol U m fir jedes k € {0,1,...,n — 1}. Da Kugeln konvex sind,
ist auch ¢y, in B(zg,€) enthalten. Cauchys Integralsatz 2.6 impliziert somit die
Identitat

fdz=0,
(s
woraus sich die gewiinschte Formel

n—1
Fdz— fdz:Z/ fdz=0
Yo Po k=0 Y Yk

ergibt. Den zweiten Teil von (2.11) zeigt man genauso. Die Behauptung (2.7) ist
nun eine direkte Konsequenz der Aussagen (2.10) und (2.11).

4) Die Cauchy-Integralformel (2.8) folgt aus dem Zusatz in a) genauso wie in
Theorem 2.8 fiir sternformige D. Dabei verwendet man, dass die Hilfsfunktion ¢ in
(2.5) gemaf Theorem 3.3a) auf D holomorph ist. (Dieses Theorem beruht nur auf
Theorem 2.12 und nicht auf der hier zu zeigenden Aussage.) U

Man kann Nullhomotopie weiter abschwéchen und die Klasse der geschlossenen
Wege v in D charakterisieren, fiir die [, fdz = 0 fiir alle f € H(D) gilt, siehe
Satz VI.2.1 und S.121 in [4]. Der obige Satz liefert die Homotopieinvarianz der
Windungszahl.’

KOROLLAR 2.34. Seien o und v1 geschlossene, in C\ {z} homotope stickweise
C'-Wege. Dann gilt n(~y1, z) = n(7e, 2). Insbesondere ist n(y, z) = 0 fir auf C\ {z}
nullhomotope geschlossene ~.

Die néchste Folgerung wurde in der Vorlesung lediglich an anderer Stelle kurz erwdhnt.



KAPITEL 3

Isolierte Singularitiaten

Ein wichtiges Thema der komplexen Analysis ist das Verhalten holomorpher
Funktionen am Rand ihres Definitionsbereichs D. Im Falle eines isolierten Rand-
punktes zg ist dieses sehr gut verstanden. Wir klassifizieren zuerst solche isolierten
Singularitaten zy und wenden dann die Theorie an.

3.1. Klassifikation und Laurentreihen
Wir fithren zunéchst die zentralen Begriffe ein.!

DEFINITION 3.1. Seien f € H(D), zo € C\ D und r > 0 so gegeben, dass
Dy = B(zp,7) \ {20} in D liegt. Dann ist z, eine isolierte Singularitat von f.
Weiter heifst zo

1) hebbar, wenn es eine Funktion f € H(B(z,7)) mit f|p, = f|p, gibt (f ist

dann eine holomorphe Fortsetzung von f auf B(zo,7)),

2) Pol, wenn |f(2)] = +oo fir z — z gilt,

3) wesentlich, wenn zy weder hebbar noch ein Pol ist.

Wir diskutieren einige typische Beispiele.

BEISPIEL 3.2. a) Sei f: ¥, — C; f(z) = logz. Dann ist 2 = 0 keine isolierte
Singularitat von f.
b) Sei f: C\ {0} — C; f(z) = =22 Dann ist zy = 0 hebbar und die holomorphe

+oo (=" 2n
n=0 (2n+1)!

p = oo und f (0) = 1 gegeben. Dies kann man direkt aus der Sinusreihe ablesen.
c) Seien m € Nund f: C\ {0} - C; f(z) = 27™. Dann ist 2, = 0 ein Pol von
f, weil |f(z)| = |2|7™ — 400 fir z — 0 (uneigentlich) konvergiert.
d) Sei f: C\ {0} = C; f(z) = e"/?. Dann ist z, = 0 wesentlich, da hier z.B.
f(1/n) =€ — 400 und f(—1/n) =e™ — 0 fir n — +oo gelten. O

Fortsetzung von f auf C ist durch die Potenzreihe f(z) = mit

Wir kommen zum grundlegenden Resultat dieses Kapitels. Es liefert ein sehr
bequemes Kriterium fiir die Hebbarkeit und zeigt, dass f bei Polstellen z, wie
(z — z9)~™ wichst und dass f bei wesentlichen Singularititen ganz C approximiert
(was man noch deutlich verschirfen kann). Die Beweise beruhen vor allem auf dem
Entwicklungs- und dem Nullstellensatz.

In der Definition und spiter wurde gegeniiber der Vorlesung zp € C zu zg € C \ D korrigert.
43
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THEOREM 3.3. Sei zyp € C\ D eine isolierte Singularitit von f € H(D). Dann
gelten die folgenden Charakterisierungen.

a) Genau dann ist zy hebbar, wenn es so einen Radius vy > 0 gibt, dass
Dy = B(zo,71) \ {20} in D liegt und f auf Dy beschrankt ist. (Riemannscher
Hebbarkeitssatz)

b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
i) zo ist ein Pol von f.
ii) Es gibt solche Zahlen ry,c1,co > 0 und m € N, dass Dy == B(zo,72) \ {20}
in D liegt und die Ungleichungen

alz =z " <|f(R) < ealz — 2"

fir alle z € Dy gelten.
it1) Es gibt Zahlen r3 > 0 und m € N mit D3 = B(zo,73) \ {20} C D, sowie eine
Funktion g € H(B(zg,r3)) mit

9(0) 70  und  f(z) = (2 = 20) "g(2)

fir alle z € Dj.

i) Es gibt so einen Radius ry > 0, dass D die Menge Dy = B(zo,74) \ {20}
enthdlt, f(z) # 0 fir alle z € Dy ist und hy = % : Dy — C eine Fortsetzung
h € H(B(zo,74)) besitzt, die bei zy eine Nullstelle der Ordnung m € N hat.

In diesem Fall stimmen die Zahlen m in den Aussagen ii)—iv) iberein. Dieses
m € N heifit Polordnung von f bei zg.

c¢) Genau dann ist zg wesentlich, wenn fir jedes r > 0 mit D, .= B(zy,r)\{z0} C
D das Bild f(D,) dicht in C ist. (Satz von Casorati-Weierstraf})

Das obige Theorem ist im Reellen falsch. So ist etwa die Funktion f: R\ {0} —
R; f(x) = sin%, beschriankt, besitzt aber in xy = 0 nicht einmal eine stetige

~3/2

Fortsetzung. Ferner strebt g(z) = |z| — 400 fiir + — 0. Andererseits gilt

+o0, k=1,

fir z — 0,
0, kef23,..}, F

" g(x) — {

sodass xg = 0 flir g keine ganzzahlige Polordnung hat.

BEWEIS. a) Seien z, hebbar, sowie 7 > 0 und f wie in Definition 3.1a). Nach
dem Satz vom Maximum ist dann f auf B(zy, r/2) beschrénkt, sodass die Bedingung
in Teil a) mit r; = r/2 gilt.

Sei umgekehrt f auf B(zp,71)\{20} C D beschrankt. Wir definieren U = DU{z}
und die Hilfsfunktion

g:U—=C; g(z)= {(()Z “ Rl zifo
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Man beachte, dass U in C offen und g auf D holomorph ist. Weiter konvergiert
g(Z) — g(Z()) — (Z
zZ— 20

fir 2 — zp, da f bei zg beschrankt ist. Also liegt g in H(U) und erfiillt ¢'(zp) =
0 = g(20). Theorem 2.12 liefert somit die Potenzreihendarstellung

+oo
9(2) = >_ anlz — 2)"
n=2
auf B(zp,r1) C U. Wir definieren nun die Funktion
fiBao,m) = C; f(2) =D an(z —20)" 7 = (2 — 20) °g(2) = f(2),
n=2

wobei wir fiir die zweite und dritte Gleichung z # zy annehmen. Als Potenzreihe
ist f holomorph, und Aussage a) ist gezeigt.

b) Es gelte Aussage i). Wir zeigen iv). Geméfl Voraussetzung gibt es so einen
Radius 4 > 0, dass Dy := B(zo,74) \ {20} in D liegt und minp, |f| > 1 ist. Somit
liegt hg :=1/f in H(D,) und ist beschrankt. Also besitzt hy nach Behauptung a)
und ihrem Beweis eine holomorphe Fortsetzung h auf B(zp,74). Da |f(z)] — +o0
fir z — 2o konvergiert, hat h in z; eine Nullstelle. Korollar 2.22 zeigt schliellich
die behauptete Nullstellenordnung in Teil iv).

Wir folgern Behauptung iii) aus iv). Wegen Korollar 2.22 und Bemerkung 2.23
liefert Aussage iv) einen Radius r3 € (0, 74] und eine Funktion ¢ € H(B(z,r3)) mit
©(z) #0und h(z) = (2 — 20)™p(2) fur z € B(zg,rs3). Somit erfillt der Kehrwert
g = 1/p die Aussage iii).

Wie in Bemerkung 2.23 schliefen wir Teil ii) aus iii) mittels der Stetigkeit von
|g|. Die Implikation von ii) nach i) ist klar.

¢) Wenn die charakterisierende Bedingung in ¢) gilt, dann ist zy offenbar we-
sentlich. Wir nehmen an, dass diese Bedingung nicht erfillt ist. Es gibt also einen
Radius 7 > 0 mit D, := B(zp,7r) \ {20} € D und einen Punkt w € C\ f(D,),
woraus 0 < § := inf,ep, |w — f(z)| folgt. Also ist die Funktion

9o : D = C; go(z) = f(z)l—w’

holomorph, nirgends gleich 0 und beschriankt durch 1/§. Geméafl Schritt a) ist go
holomorph fortsetzbar auf B(zg, ). Demnach besitzt f = w+1/go eine holomorphe
Fortsetzung, wenn g(zp) # 0 ist, bzw. einen Pol bei z; im Falle g(z9) = 0 nach
Teil b). Also gilt Aussage c). d

Die obigen Charakterisierungen liefern eine Reihe von Instrumenten gerade fiir
die Bestimmung von Polordnungen. Wir diskutieren einige einfache Beispiele. Es
sei erwéihnt, dass das Einsetzen der jeweiligen Potenzreihen oft einen guten Hinweis
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auf das Verhalten einer Funktion bei einer Singularitit gibt, auch wenn es dann
bequemer sein kann, Theorem 3.3 fiir den Beweis heranzuziehen.

BEISPIEL 3.4. a) Sei f: D= B(0,%)\ {0} = C; f(2) = ;———. Hier ist 20 =0
ein Pol zweiter Ordnung von f.

BEWEIS. In einer Ubung wurde gezeigt, dass der Kosinus in C den Wert 1 nur
bei z = 2kr fiir ein k € Z annimmt. Die Funktion hy :== 1/f : D — C hat die
holomorphe Fortsetzung h = 1 — cos auf C. Weiter gelten h(0) = 0 = A’(0) und
h"(0) = 1, sodass die Nullstelle 0 von h die Ordnung 2 hat. Die Behauptung folgt
nun aus Theorem 3.3 D). O

b) Sei f: C\ {0} = C; f(2) = z?sin L. Dann ist 0 eine wesentliche Singularitét
von f. Auf R\ {0} kann f mit f(0) = 0 zu einer differenzierbaren Funktion

f : R — R fortgesetzt werden.
BEWEIS. Fiir x € R haben wir |f(z)| < 2? — 0 und

fI;z ‘Tz 1 _ 1
:7( BT _ e \z\) — too

£i)] = = !

fir  — 0, wobei Satz 3.33 aus Analysis 1 einging. Also ist 0 wesentlich. Reell
konvergiert hingegen

f(x) = f(0)
x—0
c) Sei f: D= B(0,7)\{0}; f(z) =cotz = %2 Dann hat f in zp = 0 einen
Pol erster Ordnung.

BEWEIS. Laut einer Ubung hat der Sinus auch in C die Nullstellenmege 77Z.
Wir schreiben f als

i

eiz — efﬁ

1
=xsin— — 0, x — 0. U
x

1 =z 1
f(z) = S 8= ;go(z).
Nach Beispiel 3.2 konvergiert go(z) — 1 fiir z — 0, sodass gy laut Theorem 3.3 a)

eine holomorphe Fortsetzung in 0 hat. Somit zeigt Theorem 3.3b) die Aussage. [

Mit dem bislang gezeigten Sétzen konnen wir nun das erstaunliche Resultat
zeigen, dass injektive holomorphe Funktionen stets biholomorph sind.

THEOREM 3.5. Sei f € H(D) injektiv. Dann ist D' .= f(D) C C offen und
f:D — D' ist biholomorph.

BEWEIS. 1) Da f injektiv ist, kann es auf keiner Kugel in D konstant sein.
Theorem 2.28 zeigt somit die Offenheit von D’ = f(D). Ferner bildet f offene
Teilmengen von D auf offene Mengen in D’ ab. Somit ist f~! stetig laut einer
Bemerkung nach Theorem 2.49 in Analysis 2. Wir miissen noch die Holomorphie
von f~!': D" — C nachweisen.

2) Wir setzen N = {z € D| f'(2) = 0} und N’ = f(N). Fiir jedes z € D\ N
liefert Satz 1.9 eine Umgebung, auf der f biholomorph ist. Da f: D — D’ bijektiv
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ist, gilt f(D\ N)= D'\ N’. Demnach ist f~* bei jedem Punkt in D"\ N’ komplex
differenzierbar.

3) Wir wollen zeigen, dass N’ diskret ist. Fir einen Widerspruch nehmen wir
an, es gabe Zahlen w, € N’ und wy € D’ mit w,, # wy fir n € N und w,, — wy fiir
n — +oo. Wir setzen 2, = f~(w,) € N fiir alle n € N. Nach Schritt 1) konvergiert
die Folge (2,) gegen f~1(wg) = 2z in D. Aufgrund der Injektivitit von f=1 ist
z, fir jedes n € N ungleich zy. Der Identitatssatz 2.21 impliziert nun, dass die
holomorphe Funktion f’ auf einer Kugel in D um zq verschwindet. Wegen Satz 1.22
ist f auf dieser Kugel konstant. Dieser Widerspruch zeigt, dass N’ diskret ist.

4) Geméf der Schritte 2) und 3) ist jedes w € N’ eine isolierte Singularitét von f~'.
Da diese Funktion nach 1) bei jedem w € N’ beschrénkt ist, liefert der Riemannsche
Hebbarkeitssatz 3.3a) die geforderte Holomorphie von f~!: D" — C. O

BEMERKUNG 3.6. a) Im Vergleich zu unserem Satz 1.9 oder Korollar 3.37 in
Analysis 2 fallt im obigen Theorem die Bedingung f’(z) # 0 fur z € D weg. Die
Injektivitat kann andererseits nicht durch diese Bedingung ersetzt werden (z.B. ist
exp = exp’ auf C ungleich 0, aber nicht injektiv).

b) Im Reellen reicht die Injektivitét fiir einen analogen Satz nicht aus. So ist
f:R—=R; f(z) =23, bijektiv und C*, aber die Umkehrfunktion

vz, x>0,
—v—x, x<0,

ist in ¢ = 0 nicht differenzierbar. O

fFLR=Ry i) = {

Bei isolierten Singularitédten besitzen holomorphe Funktionen verallgemeiner-
te Potenzreihenentwicklungen, die wir als nachstes einfithren. Im nachfolgenden
Hauptsatz liefern sie eine schone Ergénzung von Theorem 3.3.

DEFINITION 3.7. Seien a, € C firn € Z und ¢ € C. Wir sagen, dass die
Laurentreihe Y°,,c7 a,(z — ¢)" fir ein z € C konvergiert, wenn die Grenzwerte

+o00
> an(z—o)" (requldrer Anteil) und

n=0

+o0
da(z—c)™" (singuldrer Anteil)
n=1

in C existieren. Man setzt dann

+oo +o0 +o0
Yo oanz—0)" =D an(z— )"+ D> an(z—c)™
n=-—00 n=0 n=1

Analog erklart man die absolute bzw. die gleichmdfige Konvergenz der Laurentreihe.
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THEOREM 3.8. Seien f € H(D), n € Z, zo € C\ D und R > 0 mit Dy =
B(29, R)\{20} C D. Fiir r€(0, R) setzen wir k, : [0,27] = C; k.(t) = zo+re", und

1 f(w)
ni=— [ ——————dw. 3.1

¢ 27i /kr (w — z)"H! v (3:1)
Dann konvergiert die Laurentreihe

—+00

Z an(z — z)"

absolut und gleichmdf$ig auf Kompakta in Do gegen f. Die Koeffizienten a,, sind
dabei eindeutig bestimmt und insbesondere unabhdngig von r € (0, R).

BEWEIS. 1) Eristenz. a) Sei K C Dy kompakt. Dann gibt es solche Zahlen
0<s<s+d<t—0<t<R, dass die Ungleichungen s + 0 < |z — zo| <t — 4 fur
alle z € K gelten. Sei z € K. Wir setzen 0 = arg(z — 2z) und

Ly, ={z0+7e%|7 € [s,1]},

K, ={z+pe“|aecld—30+7%]},

Kﬁ = {2+ p*|ae(0+%,0+3]}
fir ¢ € R und p € {s,t}. Diese Kurven werden wie angegeben parametrisiert. Wir
definieren nun die beiden Wege

M=K'UL, «U(K}) UL,z und To=K;UL, «U(K}) UL
2 2

0+5°
(Skizze!) Hierbei ist I'y in Dy \ {2} nullhomotop und I'y ist in Dy \ {2} homotop zu
der Kreislinie dB(z, ¢) fiir jeden Radius € > 0 mit B(z,¢) C Dj.

b) Wegen Teil a) implizieren Cauchys Integralformel und -satz in der homotopen
Version vom Theorem 2.33 die Gleichungen

£(2) :21m A w(i“)z dw—|—217ri 5 i(i”)z dw
Y 0 C) RS S U { L e S )

271 Ji, w — 2 271 Je, w — 2

Laut Satz 1.21 definieren die obigen Integrale nebst Vorfaktoren % bzw. —ﬁ die
holomorphen Funktionen

fi: B(z,t) = C und f2: C\ B(z,s) — C.
c¢) Der Entwicklungssatz 2.12 und Satz 1.21 liefern die Potenzreihe

+00 (n) 1

fiir n € Ny, wobei die Reihe absolut und gleichméBig auf B(zy,t — &) konvergiert.
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Um f5 zu behandeln, modifizieren wir den Beweis von Theorem 2.12. Fiir z,w € C
mit |z — 29| > s+ und |w — 2| = s gilt die Ungleichung
lw — 2o s
|z —20] ~ 8496

=q<l1.

Satz 1.21 erlaubt nun die Reihenentwicklung

) 1 Jw) ¥ e )

_ d
f2(2) 271 Jky 2 — 29 1 — ”“Z“;Zzg 2mi Jke 2 — 29 = (2 — 20)" v
+oo 1 / ( )7k—1
dw (z — 2 :
27r1 s —20)” 0

Wir setzen n = —k — 1 € {—1,—-2,...} und schreiben a, fir das letzte Integral
samt Vorfaktor. Die obige Reihe konvergiert nach dem Majorantenkriterium absolut
und gleichmafig auf C \ B(zg, s + d). Somit konvergieren die Reihen fir f; und f;
absolut und gleichméafig auf K. Nach Theorem 2.33 kann man in den definierenden
Integralen von @, die Radien ¢ bzw. s durch jedes r € (0, R) ersetzen. Insgesamt
konvergiert die Laurentreihe von f absolut und kompakt auf Dy, und (3.1) gilt.

2) Eindeutigkeit. Seien r € (0, R) und b, € C fiir n € Z derart, dass f(z) =
SoFee bn(z — 2p)™ mit absoluter und gleichméBiger Konvergenz auf k,. ([0, 27]) gilt.
Sei m € Z. Dann liefern (3.1) und Satz 1.21 die Identitét

1 f(U)) R bn —-m—1
Ry S (VR N T
¢ 27i /k:r (w — zo)mH! v n;m 27 Jk, (w = ) v

Nach Beispiel 1.20 ist das letzte Integral fiir n = m gleich 27i und sonst gleich 0.
Es folgt wie gefordert b,, = a,,. O

KOROLLAR 3.9. Seien f € H(D), zo € C\ D und R > 0 mit Dy = B(2, R) \
{z0} C D, sowie a,, firn € Z durch (3.1) gegeben. Dann gelten die folgenden
Aquivalenzen.

a) zy ist genau dann hebbar, wenn a, =0 fir alle n <0 ist.

b) zy ist genau dann ein Pol m-ter Ordnung (mit m € N), wenn a_,, # 0 und
ap, = 0 fir alle n < —m gelten.

c) 2o ist genau dann wesentlich, wenn es Indizes nj — —oo mit a,, # 0 gibt.

BEWEIS. b) Laut Theorem 3.3 ist der Punkt z; genau dann ein Pol m-ter
Ordnung, wenn er eine hebbare Singularitédt der Funktion

+oo
g:Dy—=C; g(z)=(2—20)"f(2) = D an(z—2)""" = Z ap—m(z — 20)"
n=-—00 k=—o00

ist, wobei die (auch mit g bezeichnete) holomorphe Fortsetzung einen Wert a_,, =
g(z0) # 0 besitzt. Hier haben wir auch die Laurentreihe von f aus Theorem 3.8
eingesetzt. Der Entwicklungssatz 2.12 liefert mit der Potenzreihe eine weitere
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Laurentreihe fiir ¢ um z5. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Theorem 3.8 ist
somit a, = 0 fir fir alle n < —m und a_,, # 0. Also gilt Behauptung b).
Die Aussage a) zeigt man entsprechend. Teil ¢) folgt direkt aus a) und b). [

Wir illustrieren dieses Korollar mit zwei einfachen Beispielen, in denen man mit
bekannten Reihen die Laurentreihe berechnen und dann den Typ der Singularitit
ablesen kann.

BEISPIEL 3.10. a) Fir z € C\ {0} liefert die Exponentialreihe die Laurentent-
wicklung
+oo -k 0 n

1 z z
er =y — = :
= k! 2 (—n)!

n=—oo

b) Sei f: C\ {0} = C; f(z) = 27%(cos(z) — 1). Aufgrund der Kosinusreihe hat

f die Laurentreihe

oo (-1, 1 1 11
_ j6_ _t—ay 1 2 1 1o
/) ; 2!~ SR TR T
fiir 2 # 0. Laut Korollar 3.9 ist somit 2y = 0 ein Pol vierter Ordnung. O

3.2. Residuen und reelle Integrale

In Beispiel 1.20 haben wir gesehen, dass das Integral von 2" tiber B(0, 1) nur
fiir n = —1 ungleich 0 ist. Wenn man nun die Laurentreihe einer Funktion f in ein
Kurvenintegral iiber f um die isolierte Singularitat einsetzt, sollte demnach nur der
Summand mit n = —1 einen Beitrag liefern. Dies motiviert den nédchsten Begriff.

DEFINITION 3.11. Seien zy € C\ D eine isolierte Singularitit von f € H(D)
und a, firn € Z die Koeffizienten der Laurentreihe von f um zy aus (3.1). Das
Residuum wvon f bei zy ist die Zahl

1
R y = 1 = 7/ d P
es(f,z0) = a_y 271 Jonom f(w) dw
wobei B(zo,7) \ {20} in D liegt.
Der folgende Residuensatz nutzt die eingangs erwéihnte Idee aus, um Integrale
zu berechnen.?

THEOREM 3.12. Seien v mit Bild T in der offenen Menge U C C nullhomotop,
A={z1,...,20} CUmit ANT =0, D=U\ A und f € H(D). Dann gilt

Afdz = 27Ti§:Res(f, z;)n(y, z;).

’In der Vorlesung wurde nur ein Spezialfall des Theorems bewiesen. Die Version hier wurde
lediglich an anderer Stelle kurz erwéhnt.
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BEWEIS. Es gibt Radien r; > 0 mit D; = B(z;,r;) \ {#;} € D fir j €
{1,...,m}. Auf D, betrachten wir den singuldren Teil

6;(2) = i an()(z — 2)"

der Laurentreihe von f um z;. Gemaf des Beweises von Theorem 3.8 hat g;
eine gleich bezeichnete holomorphe Fortsetzung auf C\ {z;}. Wir setzen hy =
f—g1—-—gmauf D. Auf D; ist f— g, eine Potenzreihe, und wegen Theorem 3.3 a)
hat hg somit eine Fortsetzung h € H(U). Theorem 2.33 a) liefert nun [, h = 0, weil
~ nullhomotop ist. Da alle Funktionen auf I' stetig sind, erhalten wir
dw > dw

: )

Lfdz:g(a1(zj)Lw_zj ,;za"(zj>/v(10—2j)” '

Die Integrale fiir n > 2 verschwinden, da der Integrand die Stammfunktion (w —
z;)¥7"/(1 = n) auf C\ {z;} hat. Die Behauptung folgt dann aus Definition 3.11
und (1.11). O

Gemaf des néchsten Hilfssatzes kann man Residuen fiir Pole bequem berechnen,
wenn man die Polordnung kennt. Erst solche Aussagen machen den Residuensatz
zu einem niitzlichen Instrument. (Die Ubungen behandeln verwandte Resultate.)

LEMMA 3.13. Seien zy ein Pol m-ter Ordnung von f € H(D) und g die holo-
morphe Fortsetzung von z — (z — z0)" f(2) auf einen Kreis B(zo,7) C D, siehe
Theorem 3.3. Dann gelten

1 1 dm-1
—_ = m-1 B
Res(fu ZO) (m I 1)|g (ZO> zh—>nzlo (’ITL _ 1)' dz

und somit fir m =1

((z = 20" 1(2)),

Res(f. 20) = lim (= = 20)f(2).

BEWEIS. Korollar 3.9 und Theorem 3.8 liefern die Potenzreihe
—+o0

g(z) = Z an(z — 29)"™

von g auf B(zg,r). Mittels Satz 1.3 berechnen wir die Ableitung

+oo
g Y(z) = S (n+m)- ..o (n42)an(z — z)" .
n=-—1
Also gilt g™~ Y(2) = (m — 1)!a_,. Die zweite Gleichung in der Behauptung folgt
dann aus der Stetigkeit von g™, O

Mit dem Residuensatz (oder oft nur mit Cauchys Integralsatz- und formel) kann
man eine Reihe von reellen Integrale berechnen, fiir die man keine Stammfunktion
kennt. Dies und die dazugehorigen Techniken sind in einigen Bereichen der Analysis
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von groBer Bedeutung. Hier und in den Ubungen diskutieren wir einige typische
Beispiele. Im ersten gentigt es, den Integranden geschickt umzuformen.

BEISPIEL 3.14. Sei a > 1. Dann gilt

/7r dt 27

—ra+cost aZ_1

BEWEIS. Das Integral existiert, da der Integrand stetig ist und wir iiber ein
kompaktes Intervall integrieren. Um es mittels komplexer Methoden zu berechnen,

schreiben wir den Kosinus um und fligen die Parametrisierung z = y(t) = e*,
t € [—m, ], des Einheitskreises ein. Dies fiithrt auf die Gleichungen

[ -1/ i
wa+tcost Jra+l (elt eit) 2aet + elt +1
2 d 4 —
:T/_Z W/Mdz
1Jy224+2az+1 27), z2—2

fiir die Nullstellen z;/2 = —a £ v/a> — 1 des Nennerpolynoms z* + 2az + 1. Man
beachte, dass z; in (—1,0) liegt und 2o < —a < —1 ist. Also ist der Zahler
f(2) = (2 — 29)7! holomorph auf B(0, a). Cauchys Integralformel (2.2) liefert nun

/Tf dt B 47 2w

= = . O
—ra+cost 2z — 2y a?—1
In den néchsten beiden Beispielen integriert man tiber unbeschrankte Intervalle.
Diese schneidet man ab und ergénzt sie so zu geschlossenen Wegen, dass man die
zugehorigen Kurvenintegrale mittels des Residuensatzes (oder der Cauchyschen
Sétze) berechnen kann. Dann fiihrt man einen Grenziibergang aus, in dem das
hinzugefiigte Teil-Kurvenintegral verschwindet.

BEISPIEL 3.15. Sei 7 € R. Dann gilt

/ ¢ dz = eI,
R 1+ 22

BEWEIS. Das Integral existiert wegen der auf R integrierbaren Majoranten (1 +
x2)_1. Sei zuerst 7 > 0. Wir setzen den Integranden auf naheliegende Weise durch

itz

itz
(§]

e

f(C\{ 171}_>(C7 f(Z)— 1—|—22 - (z—i)(z+i)
holomorph fort. Fiir r > 1 betrachten wir den Weg v, = [—r, 7] U k, mit k, = re',
t € [0, 7], der den Pol i erster Ordnung von f positiv umléuft. Dabei ist 7, etwa auf
der Menge {z € C\ {i}| Imz > —1/2} homotop zum Dreiecksweg OA(—r,r,ir),
vergleiche Beispiel 2.32. Mittels des Lebesgueschen Konvergenzsatzes erhalten wir
zunéchst

eiT.’E )
/Rl—F{L'Q :ngrnoo/ 1+a2 :TEIJPOO</%de_/kadZ>'
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Der Residuensatz 3.12 und Lemma 3.13 implizieren

. de = 27 ReS(f, 1) = 27 IZILT}(Z — 1) (Z_T)(Z_{—l) = 27 6271 = 71'677.

Man kann hier auch direkt die Cauchyformel verwenden, vergleiche Beispiel 3.14.
Das Restintegral kontrollieren wir duch die Ungleichung

Joe

exp(r7 Re(icost + i*sint))

< U(k,) su re)| < 7wr su :
< ’“)ogt%’f( )| < Sup e 1

r r

—rrsint __

r? — 1 oston P21
Die rechte Seite strebt fiir r — 400 gegen 0, sodass die Behauptung fiir 7 > 0
gezeigt ist. (Dieses Vorgehen beruht wesentlich auf dem richtigen Vorzeichen im
Exponenten und den Potenzen der Terme mit r.)

Den Fall 7 < 0 kann man auf den obigen zuriickfiihren, indem man s = —x im
gegebenen Integral substituiert. U

BEISPIEL 3.16. Es gilt

/ z? q T

——dr = —.

r 1+ a2t V2

BEwEIS. Das Integral existiert, da der Integrand fur |z| < 1 durch 1 und fiir
|z| > 1 durch 72 beschréinkt ist. Wir setzen wie oben den Integranden zu

fz) = 1424 5oz — 2)

auf C \ {zo, 21, 22, 23} holomorph fort. Dabei erfiillen die Nullstellen des Nenners

zp = —1; sie sind also gleich z;, = exp(i(§+k%)). Insbesondere hat f vier Pole erster

Ordnung. Wir verwenden den Weg =, = [—r,7] U k, mit r > 1 aus Beispiel 3.15.

Dieser umléduft zp und z;. Lemma 3.13 und etwas Rechnung liefern die Formeln
2 va

Res(f, z0) = ;LIEO(Z — 20) f(2) = (20 — 21) (20 — 22) (20 — 23) - 4(1+1)°

V2
Res<f, Zl) = m .
Also zeigt der Residuensatz 3.12 die Gleichung
fdz = 2mi(Res(f, z0) + Res(f, z1)) =

Yr

22 22

9

Auf der anderen Seite erhalten wir wie in Beispiel 3.15

Joe

| 2|2 s

< 7r sup = .
ek (o) 21 —=1 1t =1
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Da dies fiir r — 400 verschwindet, folgt wieder

/””201—1' T g (/fd —/fd)—7T 0
R1+$4 $_r—l>gloo ,7«1—{—;54 x_r—lgl—noo " o Ky o _\/§

Zum Losen nichtlinearer Gleichungen im R™ mit m > 2 haben wir in Analysis 2
den Hauptsatz iiber implizit definierten Funktionen kennengelernt. Dieser liefert
aber nur Losungen in der Néhe einer schon vorhandenen. Fiir globale Aussagen
benétigt man andere Techniken. Die komplexe Analysis stellt solche im Falle m = 2
bereit. Diese beruhen oft auf dem folgenden Argumentprinzip.?

THEOREM 3.17. Seien f € H(D), z1,...,z, € D alle Nullstellen von f,
my,...,my, € N thre Ordnungen und 7 eine in D nullhomotope geschlossene
Kurve, auf deren Bild I" kein z; liegt. Dann gilt die Formel

L /e, <
Qm/y ) dz-jzz:lmjn(%zj).

BEWEIS. Die Voraussetzung, Korollar 2.22 und Bemerkung 2.23 liefern sol-
che Radien r; > 0 mit B(zj,7;) \ {z;} € D\ {21,...,2,} und Funktionen
g; € H(B(z;,7;)), dass g;(2) # 0 und f(z) = (¢ — 2;)"™g;(2) fur alle z € B(z;,r;)
gelten. Wir berechnen

F(2) =myj(z — 2)™  gi(2) + (2 — )™ g} (2),
f'(z)  my N 9;(2)

f(z) 2=z gi(2)

fur alle z € B(z;,7;), wobei in der zweiten Zeile z # z; sein soll. Da der letzte
Summand bei z; beschrankt ist, hat f'/f den Pol erster Ordnung z; mit Residuum
m;. Die Aussage folgt somit aus dem Residuensatz 3.12. U

Der folgende Satz von Rouché dient zum Losen nichtlinearer Gleichungen.

KOROLLAR 3.18. Seien f € H(D), z; € C, m; € N und der Weg v mit Bild T’
wie in Theorem 3.17. Weiter erfille g € H(D) die Ungleichung

1f(z) = g(2)] < |F(2)] + 9(2)] (3.2)

fur alle z € T'. Seien wy, ..., w, die Nullstellen mit Vielfachheiten ur € N von g
im von vy umschlossenen Gebiet. Dann gilt

14

DMy = ) e
j=1 k=1

3In der Vorlesung wurde nur ein Spezialfall des Theorems und des folgenden Korollars
bewiesen. Die Versionen hier wurden lediglich an anderer Stelle kurz erwéhnt.
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BEWEIS. Da f und g stetig sind und I' kompakt ist, gibt es eine offene Menge
Umit I' CU C D, auf der (3.2) auch gilt. Sei z € U. Aus (3.2) folgen f(z) # 0

und g(z) # 0, sowie
FE)| ek = fl | 1)

9(z) l9(2)| l9(=)I"

Wenn J; 8 nichtpositiv wéare, wiirde hier Gleichheit herrschen. Also liegt
alle z € U in X, sodass h :=log(f/g) auf U holomorph ist. Dabei gilt

_9f9=1f9 _f_ ¢
& f g

-

f(z)
g(2)

fir

h/

Satz 2.3 impliziert nun
/

N YR S L 1y
O_Zwi[yhdz_%ﬁ[yfdz QWiLgdZ

Somit folgt die Behauptung aus dem Argumentprinzip Theorem 3.17. U

BEISPIEL 3.19. Sei A > 1. Dann hat die Gleichung A = z+e7* genau eine Losung
z € C,. Diese ist reell.

BEWEIS. Wie in Analysis 1 erhdlt man eine reelle Losung x > 0. Es bleibt zeigen,
dass die Gleichung in C, genau eine Losung besitzt. Wir setzen in Hinblick auf den
Satz von Rouché g(z) = A —z—e#und f(z) = A — z fir z € D .= C,. Offenbar
hat f nur die (einfache) Nullstelle z; = A\. Wir wahlen nun r > A\, ¢ € (0, A — 1)
und den Weg 0B(r,r —¢) mit der Parametrisierung v(t) = r + (r —e)e, t € [0, 27].
Es gelten A € B(r,r —¢) C C; und

[f(2)=g(2)] = e ™* <1< A—e=r—c—(r=) = [z—r|=|r—A| < |z=A| = |f(2)|

fir alle z € OB(r,r — ¢). Nach Korollar 3.18 hat also g in B(r,r — ¢) genau eine
einfache Nullstelle. Im Limes r — 400 und € — 0 folgt dann die Behauptung. [



KAPITEL 4

Grundlagen der Theorie gewohnlicher
Differentialgleichungen

Von nun an seien stets J C R ein Intervall positiver Lange, D C R™ offen und
nichtleer, sowie f : J x D — R™ oder f: D — R™ stetig.

4.1. Einfiihrung

Seien uy € D und ty, € J gegeben. Wir suchen ein Intervall Jy C J positiver
Lénge mit ¢y € Jy und eine Funktion v € C'(Jy, R™), deren Werte alle in D liegen
und die der gewdhnlichen Differentialgleichung

u'(t) = f(t,u(t)), t € Jo, (4.1)
geniigt. Dann heifit u eine Lisung von (4.1) auf Jy. Meist fordern wir zusétzlich
'Lb(to) = Uy, (42)

und nennen (4.1) und (4.2) ein Anfangswertproblem. Der Name rithrt daher, dass
haufig ¢y gleich min J ist. Man schreibt dann vereinfachend ¢ > ¢ in (4.1). Allerdings
treten auch die anderen Félle ¢, € J° und ¢y = max J in manchen Argumenten
auf. Man nennt (4.1) autonom, wenn f nicht explizit von ¢ abhéngt. In diesem Fall
wahlt man meist {5 = 0 und J = R. In den Beispielen wird er im Vordergrund
stehen, und in einigen Aussagen fomulieren wir explizit die einfacheren Varianten
fir autonome Probleme (oder fiir D = R™).

Wir interpretieren u(t) € D als Zustand eines Systems zur Zeit ¢t und wug als
Anfangszustand. Die Funktion f legt fest, wie die momentane Zustandsénderung
u'(t) vom aktuellen Zustand u(t) abhéngt. Dabei ist «/'(t) auch der Tangentenvektor
der Kurve t — wu(t). Zum Beispiel kénnte u(t) der Vektor der Konzentrationen
w;(t) > 0 zur Zeit ¢t von m Spezies eines Reaktionssystems in der Chemie sein. Dann
ergibt sich f aus den Reaktionsgesetzen und -konstanten, vergleiche Beispiel 4.13.
Diese Konstanten (oder auch vorgegebene Zu- und Abfliisse) kénnen nattirlich von
der Zeit abhéngen, was zu nichtautonomen Problemen fiihrt. (Das Intervall J ist
hier die Zeitspanne, fiir diese man die Parameter vorab kennt.)

Differentialgleichungen treten aber auch in anderen Kontexten als Hilfsprobleme
auf (etwa in den partiellen Differentialgleichungen oder in der Geometrie). Eine
wichtige andere Interpretation von (4.1) wird in Abschnitt 4.4 diskutiert.

In Analysis 2 haben wir die zwei Situationen diskutiert, in denen man die
Losungen oft explizit berechnen kann: In Abschnitt 1.4 skalare Probleme mit

56
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f(t,x) = g(t)h(z) € R (‘Trennung der Variablen’) und in Abschnitt 5.3 lineare

autonome Systeme mit f(x) = Az fiir eine Matrix A € R™*™. Fir andere Falle

muss man eine Theorie entwickeln, die ohne explizite Losungsormeln auskommt.

Die beiden folgenden Beispiele verdeutlichen dabei auftretende Schwierigkeiten.
Aus Beispiel 1.32 in Analysis 2 wissen wir, dass das Problem

u'(t) = \Ju(t), t>0; u(0) =0, (4.3)

unendlich viele Losungen hat, namlich u.(t) = 0 und

) 0, 0<t<a,
ug(t) =
Ht—a)? a<t,

fiir jedes @ > 0. In Theorem 5.7 aus Analysis 2 haben wir aber gesehen, dass
Losungen eindeutig sind, wenn f lokal Lipschitz in x ist, siche Definition 4.2.

Weiter explodiert die Losung u(t) = (uio — t)_l von
u'(t) = ut)?, t>0; u(0) = ug > 0, (4.4)

fir ¢ — 1/ug. Es gibt Bedingungen an f, die einen solchen ‘blowup’ ausschliefien
(z.B. in Satz 5.9 aus Analysis 2); aber man muss diese Frage doch oft im Einzelfall
mit Hilfe der jeweiligen Eigenschaften f und wug untersuchen. Deswegen entwickeln
wir eine Theorie, die ein endliches Existenzintervall J; zulésst.

In Hinblick auf unsere Interpretation wollen wir fiir jedes ug € Dy eine eindeutige
Losung u von (4.1) und (4.2) finden, die stetig von uy (und f) abhangt. Dann
nennt man das Anfangswertproblem (lokal) wohlgestellt. Andere wichtige Themen
sind etwa (siehe auch Abschnitt 5.1 in Analysis 2):

1) die (globale) Existenz von u auf J,

2) die Invarianz von Mengen (z.B.: folgt u(t) > 0 aus ug > 07),

3) die Existenz zeitlich konstanter (oder periodischer) Losungen wu.,
4) das Verhalten von u fiir t — 0o, z.B. wenn ug nahe bei w, ist.

Allgemeiner als das Problem (4.1) und (4.2) erster Ordnung kann man Anfangs-
wertprobleme n-ter Ordnung betrachten. Seien dazu n € N, D; C R™ offen und
nichtleer, sowie v/ € D; fir j € {0,1,...,n—1}und g: JX Dy x ---x D,,_; — R™
stetig. Wir suchen nun wie oben eine Funktion u € C"(Jy, R™) mit u\9(t) € D;
fir alle j € {0,...,n — 1} und ¢ € Jy, die das System

u™(t) = g(t, u(t), v (t),. .., u" (1)), teJy,

4.5

u(te) = u®, u'(ty) =ut, ... u™V(ty) = u"?, (45)
erfillt. Wir nennen dann w eine Lésung von (4.5) auf Jo. Man kann (4.5) auf
(4.1) und (4.2) zuriickfithren, indem man D = Dy X --- x D,y C R™ % =
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(u®,...,u" 1) €D und

F:JxD—=R™; F(tzy,...,tp1) =
Tn—1

g<t7 Zo, - - - 7xn71)
setzt. Das folgende Resultat zeigt die Aquivalenz von (4.5) und (4.1) fiir F. Es
wurde fiir n = 2 in Bemerkung 5.3 aus Analysis 2 bewiesen, und die Argumente

iibertragen sich leicht auf den allgemeinen Fall. Bei detaillierteren Untersuchungen
von (4.5) kann es aber von Vorteil sein, diese Umformulierung nicht zu verwenden.

LEMMA 4.1. Unter den obigen Annahmen gelten die folgenden Implikationen.
a) Sei u eine Losung des Systems (4.5) auf Jy. Dann lost die Funktion v =
(u, o/, ..., u™ YY) das Problem (4.1) und (4.2) fir F und v° auf Jy.

b) Sei v = (v1,...,v,) eine Losung des Problems (4.1) und (4.2) fir F und
v° auf Jy. Dann st die Funktion u = v, das System (4.5) auf Jy und es gilt
v=(u,u,... u"V).

Unsere Losungstheorie fiir (4.1) beruht auf dem folgenden Begriff.
DEFINITION 4.2. Set M C R™. Fine Funktion g : J x M — R™ heifit lokal

Lipschitz in z, wenn
V (to,x0) € J x M 36 = (to, z0) >0, 1 =r(ty,x0) >0, L = L(6,7) >0 mit
Yt € [to—0,to+0]NJ, z,y€ Blzo,r)NM: |gt,z) —g(t,y)| < Llz—1yl,.

Wenn hierbei g : M — R™ nicht von t abhdngt, dann heifst g lokal Lipschitz. Die
Funktion g ist Lipschitz in x, wenn es so eine Konstante L > 0 gibt, dass

l9(t, ) — g(t,y)| < Lz —yl,
fir allet € J und xz,y € M gilt.

Wir wiederholen wichtige Figenschaften aus Bemerkung 5.5 in Analysis 2. Wegen
Teil a) ist die lokale Lipschitzeigenschaft meist leicht nachzuweisen. Man beachte,
dass Polynome auf R™ vom Grad grofier gleich 2 lokal Lipschitz, aber nicht Lipschitz
sind. Ferner ist f : R™ — R™; f(z) = |z|y, Lipschitz aber nicht C*.

LEMMA 4.3. a) Die Funktion g € C(J x D,R™) besitze partielle Ableitungen
0r,9 € C(J x D,R™) fiir jedes j € {1,...,m}. Dann ist g lokal Lipschitz in x.
Eine Funktion g € C*(D,R™) ist lokal Lipschitz.

b) Sei g:J x M — R™ stetig und lokal Lipschitz in x fir ein M C R™. Dann
ist g Lipschitz in x auf jeder Menge [a,b] x K C J x M mit kompaktem K C R™.

Um die Gleichung (4.1) zu 16sen, wollen wir den Regularitatsverlust durch
die Ableitung vermeiden und verwenden deshalb eine dquivalente Formulierung
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als Integralgleichung. Dafiir benétigt man den nachsten Hilfssatz, der auf dem
Hauptsatz beruht, sieche Lemma 5.6 in Analysis 2.

LEMMA 4.4. Seien f € C(J x D,R™), ug € D und u € C(Jy, R™). Genau dann
lost u (4.1) und (4.2) auf Jy, wenn u(t) € D und

t

u(t) =uo+ [ f(s,u(s))ds (4.6)

to

fur alle t € Jy gelten.

Wenn man u in (4.6) abschatzen will, ist das folgende Gronwallsche Lemma oft
von groflem Nutzen.

LEMMA 4.5. Seien a, 3, ¢ € C([a,b],R) mit 5(t) > 0 und
t
Pt) < at) + [ Als)p(s) ds

firt € [a,b]. Dann gilt die Ungleichung

t t

et <alt)+ [ a@p)exp ([ 8r)dr) ds
firt € [a,b]. Wenn speziell « = M konstant ist, erhalten wir
plt) < MeliPO0 f e fa,b)].
BEWEIS. Sei' t € [a, b]. Wir setzen

t

v(t) = [ Bls)pls)ds.

Diese Funktion erfiillt die Gleichungen ¥ (a) = 0 und ¢’ = Sp. Weiter wird die
Voraussetzung zur Ungleichung ¢ < o + 9. Wir folgern daraus und aus 5 > 0 die
Abschéatzungen ' < f(a + 1) auf [a, b] und

(e [ 8 ar]u) = exp[- [ By ar]w(s) - exp[ - [ By ar st
< als)ts)exp [ [ 6(r) ar]

fir s € [a, b]. Integration von a nach t liefert dann
exp [—/atﬁ(T) dT}l/}(t) —-0< /at a(s)B(s) exp [—/GSB(T) dT} ds,
vt < [ a)pE)ew | [ 60 dr] s

Mit ¢ < a4 1 erhalten wir die erste Behauptung.
Sei nun a@ = M. Das bisher Gezeigte und der Hauptsatz fithren auf

go(t)§M+M/atﬁ(s)exp{/StB(T)dT}ds:M—l—Mexp /:B(T)dr}—M. O

IDer Beweis wurde in Vorlesung ausgelassen.
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Wir besprechen kurz zwei oft verwendete, einfache Operationen mit Losungen.

LEMMA 4.6. Seien f € C(J x D,R™) und ug € D. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

a) Seien t; € R und u eine Losung von (4.1) und (4.2) auf Jy. Setze v(t) =
u(t —t1) fiirt € ty + Jy. Die verschobene Funktion v € C(t; + Jo, R™) erfiillt

U/(t) = f(t — tl,U(t)), t ety + Jo, U(tl + to) = Ug.

b) Seien uy und us Liosungen von (4.1) auf [to,t1] C J bzw. [ti,ts] C J mit
Anfangswerten uy(ty) = ug bzw. us(t1) = uy(t1). Die zusammengesetzte Funktion

w(t) = {ul(t), t € [to, 1],

UQ(?f), t € (t17t2],
lost das System (4.1) und (4.2) auf [to, ta].

BEWEIS. Die Aussagen folgen mittels Einsetzen. In b) ist dabei w in ¢ stetig
differenzierbar, weil wegen (4.1) die links- und rechtsseitige Ableitungen gleich
f(t1,ui(t1)) baw. f(t1,usz(t1)) sind und somit iibereinstimmen. O

4.2. Wohlgestelltheit von Anfangswertproblemen und globale Existenz

Wir beweisen unten das zentrale Theorem von Picard-Lindeldf, das die Grund-
lage der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist. Unter der leicht zu
iiberpriifenden lokalen Lipschitzbedingung, zeigt es Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung fiur jeden Anfangswert in D, charakterisiert eine mogliche blow-up
Zeit und liefert die stetige Abhangigkeit der Losungen von den Daten. Die letztere
Eigenschaft ist etwas umsténdlich zu formulieren, da die Losungen nicht fiir alle
Zeiten existieren miissen. Wir behandeln auch Zeiten kleiner als ¢y, was z.B. im
nachsten Abschnitt gebraucht wird. Dieses Theorem beschreibt insgesamt die lokale
Wohlgestelltheit des Problems (4.1).

Als ersten, aber entscheidenden Schritt gewinnen wir eine Losung auf einem
eventuell kleinem Zeitintervall mittels eines typischen Fixpunktarguments, das
auf der Integralgleichung (4.6) beruht. Im Beweis verwenden wir aus Analysis 2,
dass C([a, b], R™) versehen mit der Supremumsnorm ||v||oc = maxcpap) [v(t)]2 €in
Banachraum ist. Fir to,¢t € J und b > 0 schreiben wir

[to — b, to + 0], o€ J°,
to,t|, t=>1t
R e A
[t[)_b,t()], t() = max J. UR 05

LEMMA 4.7. Seien f € C(J x D,R™) lokal Lipschitz in z, ty € J und uy € D.
Dann gibt es eine Zeit by = bo(ug) > 0 mit J(by) C J, siehe (4.9), und eine Losung
u e CHJ(by), R™) von (4.1) und (4.2) auf J(by).
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BEWEIS. 1) Da D offen und J° nichtleer sind, gibt es einen Radius 7 > 0 mit
By = B(ug,r) € D und eine Zeit § > 0 mit J(f) C J. Nach Lemma 4.3 ist f
Lipschitz in x auf J(/5) x By mit einer Konstanten Ly > 0. Sei b € (0, 8]. Wir setzen

E(b) = E(b,r,ty) ={v e C(J(O),R™) |Vt e J(b): v(t) € By}.

(Wir brauchen die Kugel By, um die Lipschitzkonstante zu erhalten und um v(t) € D
zu sichern.) Nach Satz 2.27 in Analysis 2 ist F(b) mit der Metrik d(v, w) = ||[v—w|| s
vollsténdig, wenn E(b) in C(J(b), R™) abgeschlossen ist. Dazu konvergiere die Folge
(v,) aus E(b) gegen eine Funktion v in C'(J(b), R™). Also strebt v, (t) € By gegen
v(t) fir n — oo und jedes t € J(b). Da By abgeschlossen ist, folgt v(t) € By und
damit die gewiinschte Abgeschlossenheit von E(b).

Im Hinblick auf (4.6) definieren wir fiir v € E(b) die stetige Funktion

B(v) : J(b) = R™:  (D(0))(t) = up + /tjf(s,v(s))ds.

Seien nun v,w € E(b). Wir finden unten so eine Zeit by € (0, ], dass fur
alle b € (0,by] die Funktion ®(v) in E(v) liegt und die strikte Kontraktivitét
[®(v) — ®(w)||loo < 3]lv — W]/ gilt. Der Banachsche Fixpunktsatz (Theorem 2.40
in Analysis 2) fiir ® : E(by) — FE(by) liefert dann einen eindeutigen Fixpunkt
u = ®(u) in E(by). Laut Lemma 4.4 16st u das Problem (4.1) und (4.2) auf J(by).

2) Wir setzen noch Cy = max,e g |f(s,uo)|2 > 0. (Auch diese Konstante ist
unabhéngig von b.) Sei t € J(b). Die Lipschitzeigenschaft und v € E(b) implizieren

(@@)E) —wole < [ |F(s,0(5)) = F(5,0) + (5, u0)], ds (4.7)
S to ) (L0|’U(S) - U/O’2 + CO) ds S b(L()T + Co) S T,

wenn wir b € (0, by mit by :== min{3, r(Lor + Cy) '} wihlen. Analog erhalten wir
|(@(0))(t) — (®(w))(1)]2 < /<t07t> | (s,0(s)) = f(s,w(s))|2ds (4.8)

S Jlo0(8) —w(s)lads < bLoflv —wloe < 3llv —wlle
0,

fir Zeiten b € (0, by] mit
b[) = b[)(UO) = mln{b{), (2.[/0)_1}. (49)
Also gibt es einen eindeutigen Fixpunkt u = ®(u) in E(b). O

Die Zeit by in (4.9) héngt neben |ug|, auch von der Position von ug ab. Wenn
D = R™ ist, kann man dies verbessern. Sei hierfir ug € R™ und ¢ > |ugle. In E(b)

wahlen wir dann r = ro + 1 und By = B(0, ), definieren Ly wie oben und setzen
nun Cj = maxXse (g | f(s,0)]2. Statt (4.7) verwendet man

(@)@ < uoke+ [ [F5.0(5)) = £(5,0) + £(5.0)] s
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<719+ b(Lor1 + Cp) <1y

fiir b < b = min{ B, (Lor1 + C%)~'}. Fiir b < by = bo(r) = min{b, (2Lo) '} gilt
dann (4.8) unverindert, und die Aussage folgt mit by statt bo.

Der Beweis von Lemma 4.7 zeigt die ‘bedingte’ Eindeutigkeit von Losungen
in E(by). Tatsachlich zeigt der néchste Hilfssatz eine viele starkere und flexiblere
Eindeutigkeitsaussage: Zwei Losungen u; und ug von (4.1) und (4.2) stimmen auf
dem Schnitt ihres Existenzintervall iiberein. (Zum Beispiel liefert Lemma 4.7 ja
auch Losungen u, € E(b) fiir b € (0,by), die somit die Einschrénkung von u auf
J(b) sind.) Im indirekten Beweis von Lemma 4.8 findet man Zeiten ¢, > 7 >t
mit uy(7) = ua(7), ui(t,) # us(t,) und t, — 7. Dies kann man wie in (4.8) zu
einem Widerspruch fithren. (In der Vorlesung wurde stattdessen die Eindeutigkeit
in E(b,r,7) fir passende b und r verwendet.)

LEMMA 4.8. Seien f € C(J x D,R™) lokal Lipschitz in z, ty € J und ug € D.
Seien uy und uy Lésungen von (4.1) und (4.2) auf Intervallen Jy bzw. Jy mit
to € J; C J fir j € {1,2}. Dann stimmen u; und uy auf Jy N Jy dberein.

BeEweIs. Im Falle J; N Jy = {¢o} ist die Behauptung klar. Andernfalls seien
etwa sup J; und sup Jy grofer als to. Setze o = sup(J; N Jy) und

T =sup{t; € [to,0) |Vt € [to,t1] : u(t) = us(t)}.

Wegen uy(ty) = ug = usa(ty), ist die obige Menge nichtleer und damit existiert
T € [to,0]. Wir nehmen an, es gilte 7 < o. Dann liegt 7 in J; N Jy, sodass
v := u1(7) und uy(7) auf Grund von Stetigkeit gleich sind. Weiter gibt es Zeiten
t, € (1,0) C Jy N Jy mit uy(t,) # us(ty,) fir alle n € N und ¢, — 7 fir n — oc.

Wiéhle r > 0 mit B := B(vg,r) C D und 7, € (7,0) mit uy(t),us(t) € B fiir
alle t € [1,71]. (Dies ist méglich, weil u;(7) = vg und w; fiir j € {1,2} stetig sind.)
Gemaf Lemma 4.3 ist f auf [, 7] x B Lipschitz in z mit Konstante L > 0. Sei
t € [1,71]. Nach (4.6) gilt

ur () — ua(t)|2 = ‘/Tt (f(s,u(s)) = f(s,u2(s))) ds LS /:L |u1(s) — ua(s)|2 ds.

Die Gronwallsche Ungleichung impliziert |u(t)—uso(t)]o < 027 = 0 fir t € [1, 7],
im Widerspruch zu uy (t,) # us(t,) fur ¢, — 7. Also ist 7 = ¢ und somit u; = uy
auf [tg,0). Zeiten t <ty behandelt man analog (mit dem Gronwallschen Lemma
6.1 aus [1]). O

Seien f € C(J x D,R™) lokal Lipschitz in z, ty € J und ug € D. Ausgehend von
den obigen Lemmata kénnen wir eine eindeutige Losung von (4.1) und (4.2) auf
einem moglichst grofen Jy einfiihren. Dazu definieren wir die maximale Fxistenzzeit

T(ug) = ¥ (ug) = sup{r € [to,sup J)| 3 Lésung u, von (4.1) und (4.2) auf [to, 7]}
falls sup J > tg ist, sowie t(ug) := to fir to = max J, und die minimale Existenzzeit

t(ug) =t/ (ug) == inf{r € (inf .J, (] | 3 Losung u, von (4.1) und (4.2) auf [r, o]}
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falls inf J < t¢ ist, sowie t(ug) == to fur to = min J. Weiter ist

(t(uo), t(uo)), to € J°,
Jmax (o) = JL (ug) = { [to, E(ug)), to = min J, (4.10)
(%(U()), to], to = Imax J,

das maximale Ezistenzintervall.

Lemma 4.7 sichert #(ug) > to und t(ug) < to (fiir supJ > to bzw. inf J < ty).
Genauer gesagt, kann man die Losung u aus Lemma 4.7 z.B. von [tg, to + bo(ug)] auf
ein grofleres Existenzintervall ausdehnen, indem man eine Losung v mit Startwert
v(to + bo(ug)) = u(ty + bo(up)) mittels Lemma 4.6 anfiigt. Also liegt #(ug) in
(to+bo(up),sup J] (falls sup J > ty), sowie t(up) in [inf J, tg—bo(uo)) (falls inf J < to).

Sei etwa ty) < 0 < 7 < supJ. Nach Lemma 4.8 stimmen die Losungen u, und
u, auf [tg, o] tiberein. Damit kénnen wir durch u () = u,(t) fir t € [ty, 7] eine
eindeutige Losung uy von (4.1) und (4.2) auf [to, t(ug)) definieren. Analog erhélt
man eine eindeutige Losung u_ auf (t(ug), o], und mit Lemma 4.6 kann man u
zu einer eindeutigen Losung u auf Jyax(ug) zusammensetzen (wenn ¢o in J° liegt).

Damit haben wir den ersten Teil des Theorems von Picard—Lindeldf gezeigt,
dessen zweiter Teil die obige Bezeichnung ‘maximal’ rechtfertigt.

THEOREM 4.9. Seien J C R ein Intervall, D C R™ offen, ty € J, ug € D und
f e C(J x D,R™) lokal Lipschitz in x. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Es gibt genau eine maximale Lisung u =: u(-;uo,to, f) von (4.1) und (4.2)
auf Jmax(uo). Dabei gelten t(ug) € (to + bo(ug),sup J] im Falle sup J > to und
t(up) € [inf J, tg — bo(up)) fiir inf J < to, wobei by(ug) durch (4.9) gegeben ist.

b) Seity < t(ug) < supJ. Dann gibt es Zeiten t,, € [to,t(ug)) mit t,, — t(ug) und

lu(ty)|y, — 400 oder dist(u(t,), D) = ie%fD lu(t,) — x|, =0  (4.11)

fiir n — oo (blow-up Bedingung). Seien speziell D = R™ und sup J = +o00. Dann
liegt t(up) in (to, +00] und aus t(ug) < +oo folgt

It, — t(uop) mit lu(ty)|ly = 400 (n — 00).

Analoge Aussagen gelten fir t(up).

d) Sei ty € [a,b] C JIL, (ug) mit b > a. Dann gibt es Konstanten § =
d(a,b,ug, f) > 0 und ¢ = c(a,b,ug, f) > 0, sowie ein Kompaktum K =
K(a,b,up, f) € D derart, dass B(ug,d) in D liegt und fiir alle Anfangswerte
vo, wo € B(ug,d) und Funktionen g € C(J x D,R™), die lokal Lipschitz in x sind

und %m[( . |f(t,z) —g(t,z)| <6 erfillen, die folgenden Aussagen gelten.
reK t€|a,

i) la,b] € J§.(vo).

it) Die Losungen v = v(-;vg, to, f) und w = w(-;wo, to, g) erfillen

[0t) = w(s)ly < e( [t = sl+o —woly+ _max |f(r,2) = g(r.2)l), 5 € o]
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Die Menge K ist dabei gleich Uye(, ) B(u(t), r) fiir einen Radius v > 0 und enthilt
die Vektoren v(t) und w(t) fir jedest € [a,b].

BEWEIS. Aussage a) haben wir oben gezeigt. Fiir Teil b) sei etwa T := #(ug) <
sup J. Wir nehmen an, die Bedingung (4.11) gélte nicht. Dann ist u auf J, = [to, T)
beschrinkt und auch der Abschluss von 'y := u(J,) liegt in D. Demnach sind J,
und T'; kompakt. Gleichung (4.1) und der Satz vom Maximum implizieren

W' ()2 = |f(Eu(t))l: < sup__ [f(s,2)]2 < +o0
se€Jy,xel’y

fur alle t € J;. Geméaf Satz 3.23 aus Analysis 2 ist u somit Lipschitz, sodass u(t) fur
t — T gegen u; € I'y C D konvergiert und damit auch u/(t) = f(t,u(t)) = f(T,uy).
(Siehe Theorem 2.55 in Analysis 2.) Lemma 4.7 liefert eine Losung v von (4.1) mit
v(T) = uy auf einem Interval [T,7"] mit 77 > T. Wie in Lemma 4.6 erhalten wir
somit eine Losung w von (4.1) und (4.2) auf [to, 7'] im Widerspruch zur Definition
von T = t(uyp).

¢) 1) Wir beginnen mit Vorbereitungen. Das Bild I" := u([a, b]) C D ist kompakt
wegen Theorem 2.49 in Analysis 2. Somit ist r := £ dist(I', dD) > 0 und die Menge
K = Uscpap Blu(t),r) liegt in D. Wir zeigen die Kompaktheit von K. Fir jedes
z € K gibt es eine Zeit ¢ € [a,b] mit x € B(u(t),r) und folglich

ol < o — (B + fu)]2 < -+ ma [ut)]2 < +oc.

Also ist K beschrankt. Ferner konvergiere (z,) aus K gegen einen Vektor x in
R™. Dann gibt es t, € [a,b] mit |z, — u(t,)|2 < r. Da [a,b] kompakt ist, strebt
eine Teilfolge (t,,); gegen eine Zeit t € [a,b] und deswegen |z, — u(t,;)]> < 7
gegen |xr — u(t)]y < r. Somit liegt  in K und K ist abgeschlossen. Der Satz von
Bolzano-Weierstrafl impliziert die behauptete Kompaktheit von K.

Laut Lemma 4.3 ist nun f Lipschitz in x mit Konstanten L > 0 auf [a,b] x K.
Setze o = max{b—ty,to —a}>0und § = Lr(14+a)le™*~ < L. Von nun an nehmen
wir a = tp an; also ist & = b — #p. Den allgemeinen Fall behandelt man analog.

2) Wir zeigen i). Seien vy € B(ug,d) und |f(t,z) — g(t, z)|s < ¢ fiir t € [to, b] und
x € K. Nach Teil a) gibt es eine maximale Losung © = u(-; v, tg, g) von (4.1) und
(4.2) fiir g und vy. Wir behaupten, dass t?(vg) > b und |u(t) — 9(t)|, < r fiir alle
t € [to, b] gelten.

In der Tat, da v und o stetig sind und |ug — vola < 6 < r/2 ist, liegt die Zahl

7 = sup{t € [to, min{t’(vg),b}) |Vs € [to, t] : |u(s) —(s)|]2 <7}

in (to,b]. Sei tg < s <t < 7. Da u(s) und 9(s) in K liegen, folgt aus (4.6) und den
obigen Beobachtungen die Abschéitzung

u(t) = v(t)l2

uo —vo + [ (f(s,u(s)) = f(s,0(s)))ds + | (f(s,0(s)) — g(s,0(s))) ds

to to 2
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t t
< |u0—vo|2—|—/ Llu(s) — v(s)|ods+ [ dds
to to

t
<(1+a«)o +/ Llu(s) — v(s)|2 ds.
to
Die Gronwallsche Ungleichung und die Wahl von ¢ implizieren
lu(t) — 9(t)]2 < (1 + a)der=0) < (1 +a)set < L.
Aus Behauptung b) schlieflen wir dann #(vy) > 7, sodass die Stetigkeit von u — v
zur Ungleichung [u(7) — 9(7)[, < § fiihrt.

Wenn 7 < b wire, gibe es Zeiten t,, € (7, (vy)) mit ¢, — 7 fiir n — oo und
|u(ty,) — v(tn)|2 > r. Wieder Stetigkeit ergibt den Widerspruch |u(7) — 0(7)|s > 7.
Also ist 7 = b und die Behauptung gilt.

3) Es wird ii) bewiesen. Seien auch wy € B(ug,d) und v = u(-; v, to, f) bzw.
w = u(-;wy, to, g) die maximale Losungen von (4.1) und (4.2) fir f und vy bzw. g

und wy. Nach Schritt 2) haben wir t (vo) > b, t(wg) > b und v(t),w(t) € K fir
alle t € [to,b]. Wie in 2) berechnen wir

o(6) — w(®):
— e~ wnla + [ £ 0(5)) = Fls.w(s)leds+ [ 1£(s.w(s))  gls. w(s)lads

¢
< |vo — wol2 +/ Liv(s) —w(s)|lads +a max |f(s,x) — g(s,x)l|a.
to s€[to,b],ze K

Gronwall liefert wie oben

[0(t) = w(t)]s < max{L, e (joo —wols + _max_ |f(s,2) ~ g(s,2)]2).

Fir tyg < s <t < b erhalten wir ferner
t t
w(t) ()l < [ o/ (ladr = [ lg(rw()bdr < (=) _max_Jg(r. )b

TEto,b),zEK
< (t— + m .
s(t=s) (5 Te[to,l%?;eK | x>’2)

Aus diesen Abschatzungen folgt die Behauptung. O

Es gibt eine Variante des obigen Theorems von Peano fiir lediglich stetige
f:J x D — R™. Dabei fillt die Eindeutigkeitsaussage weg (vgl. (4.3)) und man
erhélt in Teil ¢) nur Stetigkeit statt lokaler Lipschitzstetigkeit. Wir verweisen
hierfiir auf die Séatze 6.1.1, 6.2.1 und 6.3.2 in [5].

Die blow-up Bedingung (4.11) wendet man meist indirekt an, um globale
(Vorwirts-) Ezistenz t(ug) = sup J zu zeigen. Sei dazu sup J = 4+o00. Man nimmt
an, dass T" = t(up) endlich wére. Laut Theorem 4.9 hat man eine Losung u von
(4.1) auf dem beschriankten Zeitintervall [to, T"). Man muss nun zeigen, dass u beide
Bedingungen in (4.11) auf [ty, T") verletzt. Dieser Widerspruch impliziert dann
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t(ug) = +oo. Hierbei féllt der zweite Teil von (4.11) im Falle D = R™ weg und wir
werden uns zunéchst auf den ersten konzentrieren.

Um die erste Bedingung in (4.11) auszuschlieBen, muss man die Beschranktheit
von u auf [tg, T') nachweisen. Dazu kann der folgende Satz dienen oder Satz 6.11
unten. Manchmal geniigen auch elementare Uberlegungen, die die Struktur des
Problems, Monotonie oder die Gronwallsche Ungleichung ausnutzen, vergleiche
Beispiel 4.13¢) und die Ubungen. Eine globale Losung kann im iibrigen sehr wohl
auf [tp, +00) unbeschrankt sein. Das einfachste Beispiel ist u(t) = e’ mit v’ = w.

Wenn D # R™ ist, kann man u.U. mittels Invarianzsétzen (etwa Satz 4.12 oder
Theorem 5.14) zeigen, dass u(t) sich 0D nicht ndhert. Invarianz etwa von RZ,, ist
oft auch fiir den Nachweis der Beschrankheit von Nutzen, siche Beispiel 4.13.

SATZ 4.10. Seien f € C(J x D,R™) lokal Lipschitz in x, M C R™ abgeschlossen
mit M C D, ug € M und ty € J. Die maximale Losung u von (4.1) und (4.2)
erfille u(t) € M fir alle t € Jyax(uo). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Sei sup J = +oo. Fir jedes b >ty gebe es eine Konstante c(b) > 0 mit
Vi€ [to,b], v € M: (f(t,x)|z) <cd)(1+ |z]3).
Dann ist t(ug) = +00.
b) Seiinf J = —oo. Fiir jedes a < ty gebe es eine Konstante c(a) > 0 mit
Vi€ [at), € M: (f(t,x)|z) > —cla)(l+ |z]3).

Dann ist t(ug) = —o0.

c¢) Seien speziell f: D — R™ und J = R. Dann erhdlt man t(ug) = 400, wenn
es so ein ¢ > 0 gibt, dass die Ungleichung

VoeM: (f(a)) <+ o)

erfillt ist. Fine entsprechende Aussage gilt fiir t(up).

d) In den Aussagen a) und b) kann man die Ungleichung fir f durch “|f(t,x)], <
c(b)(1 + |z|y) 7 bzw. “|f(t,x)|, < €(a)(1+ |x],)” ersetzen (und analog in Teil c)).

BEWEIS. a) Wir nehmen an, dass b := #(ug) endlich wéare. Sei tg < s <t < b.
Dann folgt mittels (4.1) und der Voraussetzung die ‘Energie-Abschétzung’

aslu(s)lz = & (uls)lu(s)) = 2(u'(s)u(s)) = 2(f (s, u(s))|u(s)) < 2¢(b)(1 + |u(s)[3)-
Eine Integration in s und (4.2) liefern
t
[u(t)]3 — luol3 < 2¢(b) (b — to) + 20(5)/1t Ju(s)[3 ds,
0
und eine Anwendung der Gronwallschen Ungleichung aus Lemma 4.5 fiithrt auf

[u()[3 < e (Jug 3 + 2¢(b) (b — t) ) < O (ug|3 + 2c(b)(b — to) ) =: 7.
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Somit liegt u(t) fiir alle ¢ € [ty, {(ug)) in der kompakten Menge M N B(0,r) C D,
die einen positiven Abstand zu 0D hat. Also ist die blow-up Bedingung (4.11)
verletzt und somit muss #(ug) = +00 sein.

b) Wir fithren Teil b) auf a) zurtick, indem wir ¢ € (¢(uo), to] durch die gespiegelte
Zeitvariable 7 =ty — t € [0,¢9 — t(ug)) = I ersetzen und v(7) = u(ty — 7) sowie
g(1,x) = —f(to — 7, x) fur x € D einfihren. Dann liefern (4.1) und (4.2) fir u die
Gleichungen

V(1) = = (tg — 7) = — f(to — T, u(to — 7)) = g(7,v(7)), v(0) = uy.
Die Annahmen an f zeigen, dass g die Voraussetzung von Teil a) auf I erfillt. Also
ist I = Rs¢ und somit t(ug) = —oc.

Die Aussagen a) und b) implizieren direkt Teil ¢), sowie d) mittels z.B.

(f(t,2)|2) < [f(t 2)l2|2l2 < e(b)(J2]2 + |2]3) < 5e(b)(1+ |al2)
fir ¢ € [ty,b] und x € M, wobei die Cauchy—Schwarz Unglelchung und |z|y <
(1 + |z(3) verwendet werden. O

Der entscheidende Aspekt des obigen Satzes ist, dass in die Vorausetzungen
(neben der Invarianz von M, die fir M = D = R™ nattirlich gilt) nur die gegebene
Funktion f eingeht und nicht wie in (4.11) die meist nicht explizit bekannte
Losung u. Bei den Bedingungen im Satz beachte man, dass man z.B. |(f(x)|z)|
fir x € B := B(0,7) stets mit r maxp |f|, abschitzen kann. Dies entspricht dem
Summanden ¢. Das eigentliche Problem ist das Verhalten fiir grofle x. Hier bedeutet
etwa die Bedingung in ¢), dass f(x) in Richtung der d&ufleren Einheitsnormalen x/|x|s
an 0B(0, |z|y) hochstens linear in |x| wachst. Man spricht vom halbseitig linearem
Wachstum von f. Die folgenden einfachen Beispiele illustrieren den Unterschied
zum linearen Wachstum in Behauptung d). Sie zeigen auch den Unterschied von
globaler Existenz in Vorwérts- bzw. Riickwéartszeit.

BEISPIEL 4.11. a) Sei f : R™ — R™ Lipschitz mit Konstante L. Dann gilt

[f(@)]2 < [f(z) = F0)|2 + [ £(0)]2 < e(1 + []2)
mit ¢ = max{L,|f(0)]2} fur alle z € R™. Aus Satz 4.10d) erhalten wir somit
Jmax (o) = R fiir jedes uy € R™.

b) Sei f: R — R; f(x) = —23. Hier ist f(z)r = —2* < 0 fiir alle x € R.
Satz 4.10 ¢) zeigt also #(ug) = +o0o fir jedes ug € R. Fiir ug = 0 liefert ferner die
Trennung der Variablen die Lésungsformel u(t) = 4(2t + ug?)~*/? und somit das
maximale Existenzintervall Jyax(uo) = (—1ug?, +00).

c) Fir f: R = R; f(z) = 22, gilt Jpax(uo) = (—oo, uio) fir ug > 0, siehe (4.4).

3

In diesem Fall erhalten wir auch f(x)z = 2°, was man fir x — 400 nicht durch

einen Term ¢(1 + 2?) dominieren kann.

d) Seien v die Schwerebeschleunigung, m > 0 die Masse eines Massenpunktes
am Ende eines Pendels der Léange ¢ > 0, —3 R € C'(R,R) mit —R(y)y < 0 fiir alle
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y € R die Reibungskraft und mh € C(R,R) eine duflere Kraft. (Ein Beispiel ist
R(y) = coy®**! fiir Konstanten ¢y > 0 und k € Ny.) Der Auslenkungswinkel u(t)
zur Zeit t > 0 des Pendels wird dann durch die Pendelgleichung

u'(t) = ~Tsin u(t) — EinR(UI(t)) + h(t) = g(t,u(t),u'(t)), t>0,

uw(0) = up, u'(0) = vy,

(4.12)

beschrieben, vergleiche Beispiel 5.2 in Analysis 2. Hier gilt #(ug, v9) = 400 fiir alle
(ug,v0) € R

BEWEIS. Wir setzen f(z,y) = (y,9(t,z,y)) fir t € R und (z,y) € R?, vergleiche
Lemma 4.1. Seien b > 0 und |¢| < b. Dann erhalten wir

(f(t,z,9)l(x,y)) = xy — Fsin(@)y — 5. R(y)y + h(t)y
1,24, 1,2 7
<3745y + gyl max{h(®)] Jyl

<51+ 7+ R(0)(1+ (2, y))
mit (D) == maxjy<y |h(t)|. Satz 4.10a) liefert nun die Behauptung. O

Sei x € R™. Wir schreiben z > 0 wenn xy >0, ..., 2, > 0 sind, sowie x > 0 im
Falle z; > 0,..., 2, > 0. Weiter setzen wir RZ; = [0, +00)™ und R}" = (0, +00)™.

Im folgenden Resultat finden wir eine sehr einfache Bedingung an die gegebene
Funktion f, die die Nichtnegativitidt der Losung fir uy aus RZ, sicherstellt. Sie
bedeutet, dass f(x) bei x € ORZ, nicht aus R7, hinausweist.

SATZ 4.12. Seien f € C(J x D,R™) lokal Lipschitz in x, RYy C D, ug > 0,
ty € J, to # max J, und u die maximale Losung von (4.1) und (4.2). Es gelte

Vte J, v eRYy mit xp =0 fiir ein k € {1,...,m} gilt fi(t,x) >0. (4.13)
(Positivitatsbedingung) Dann folgt u(t) > 0 fir alle t € [to, t(up))-

BEWEIS. Seien b € (o, t(up)) und § > 0 aus Theorem 4.9¢) zu f, uy und b.
Wahle ng € N mit |(1/ng,...,1/ng)l2 < 0. Firn >ng, t € J und x € D setzen wir

up=uo+ (L. 1), )= fte)+ (L L),

Laut Theorem 4.9¢) gibt es eine Losung u™ zu (4.1) und (4.2) mit f™ und ug auf
[to, b]. Wie in Satz 5.14 in Analysis 2 zeigt man u"(t) > 0 fur alle ¢ € [to, b]. Ferner
konvergiert u™(t) gegen u(t) fiir n — oo nach Theorem 4.9¢). Da b € (tg,%(uo))
beliebig ist, folgt u(t) > 0 fir alle t € [to, t(uo)). O

Die Bedingung (4.13) ist im Pendelbeispiel 4.11 d) nicht erfiillt. Dort verliert die
Losung im allgemeinen aber auch eine anfangliche Positivitat. Nichtnegativitat ist
in Reaktions- oder Populationsgleichungen von zentraler Bedeutung, da dort wu(t)
die Quantitat der m Spezies beschreibt. Ferner hilft die Invarianz von RZ, u.U.
auch beim Nachweis der globalen Existenz, wie die folgenden Beispiele zeigen. Dort
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ist in allen Féllen klar, dass die Funktionen f glatt und damit lokal Lipschitz sind,
sodass wir laut Theorem 4.9 jeweils genau eine maximale Losung besitzen.

BEISPIEL 4.13. a) Sei f : R — R; f(z) = —z?%. Die Funktion u lése (4.1) und
(4.2) zu ug > 0. Dann haben wir #(uy) = +oo und w(t) > 0 fiir alle ¢ > 0. Fir
ug < 0 st t(ug) = —1/up.

BEwEIS. Fiir x = 0 gilt f(x) = 0, sodass laut Satz 4.12 die Losung u(t) fir alle
t € [0,%(up)) nichtnegativ ist. Wir koénnen also in Satz 4.10 die Menge M = R>q
verwenden. Fiir x > 0 erhalten wir f(z)xr = —23 < 0. Somit zeigt dieser Satz
die globale Existenz t(ug) = +o00. Wenn ug < 0 ist, verwenden wir Trennung der
Variablen, um die Lésung u(t) = (t +ug ')~ mit #(ug) = —1/ug zu berechnen. O

b) Im Konkurrenzmodell beschreiben u(t) und v(t) die Grofle zweier Spezies
mit beschranktem Wachstum und einer gemeinsamen Nahrungsquelle. (Vergleiche
Beispiel 5.1 in Analysis 2.) Fir Konstanten a,b, ¢, d,r, s > 0 gilt dabei

u'(t) = au(t) — bu(t)* — ru(t)v(t), t>0,
V' (t) = cv(t) — dv(t)? — su(t)v(t), t>0, (4.14)
u(0) = uy, v(0) = vy,
fir Anfangswerte ug > 0 und vy > 0. Wir erhalten #(ug, v9) = +00 und die Losungen
bleiben nichtnegativ.

BEWEIS. Wir schreiben f(u(t),v(t)) € R? fiir die rechte Seite von (4.14). Seien

x,y > 0. Dann gelten
fir =0: f1(0,y) =0, fir y=0: fo(x,0)=0.

GeméB Satz 4.12 bleibt die Losung auf [0, #(ug, vo)) nichtnegativ. Sei (x,y) € M =
R%,. Dann berechnen wir

(f (@, y)l(x,y)) = ax® — ba® — ra*y + cy® — dy
< max{a, c}(1 +|(z,y)[3),
wobei wesentlich =,y > 0 einging. Mit Satz 4.10 folgt (ug, vo) = +00. O

- s:cy2 < ax®+ cy2

¢) Im Rdauber-Beute-Modell beschreibt u(t) die GroBe einer Beutepopulation mit
beschranktem Wachstum und v(t) die GroBe der Rauberspezies, welche sich nur
von dieser Beute ernédhrt, siehe Beispiel 5.1 in Analysis 2. Fiir Startwerte ug, vg > 0
und Konstanten a, b, c,r,s > 0 erhalten wir das System

u/'(t) = au(t) — bu(t)? — ru(t)v(t), t >0,

V'(t) = —cv(t) + su(t)u(t), t>0, (4.15)
u(0) = uy, v(0) = vy.
Wieder existiert die Losung fiir alle ¢ > 0 und bleibt nichtnegativ.
BEWEIS. Wie in Teil b) zeigt man, dass die Losung auf J, = [0, %(uo,vo))

nichtnegativ ist. Wir konnen aber wegen des Terms +suwv nicht mehr Satz 4.10
anwenden. In Beispiel 6.13 wird ein stérkeres Instrument zum Ziel fithren, aber wir
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kénnen auch direkter argumentieren. Wir nutzen dabei aus, dass beide kritischen
quadratischen Terme in der ersten Gleichung von (4.15) ein giinstiges negatives
Vorzeichen haben. Da u, v > 0 sind, folgt demnach «/(¢) < au(t) und per Integration

u(t) < wg+ a/otu(T) dr

fur alle ¢ € J,. Das Gronwallsche Lemma 4.5 liefert also u(t) < e®uq fur t € J,.
Wir nehmen nun an 7" := #(ug, vo) wére endlich. Dann wird u = |u| auf J, durch
C = e"Tyy dominiert. Somit liefert die zweite Identitét in (4.15) die Ungleichung
v' < sCv auf J;. Wie eben erhalten wir daraus die Schranke 0 < v(t) < e5“Tv,
auf Jy. Mithin ist (u,v) auf J, beschrankt. Da hier D = R? ist, haben wir einen
Widerspruch zu (4.11) gefunden, sodass t(ug, vg) = 400 sein muss. Man beachte
aber, dass dieses Argument nur eine sehr grobe Schranke fiir (u(t),v(t)) liefert,
vergleiche Beispiel 6.13, und schon bei einem Term +suv? versagen wiirde. U

d) Seien a(t),b(t) und p(t) die Konzentrationen der Stoffe A, B und P in der
Gleichgewichtsreaktion

kb
A+QB?P

fiir Reaktionskonstanten ki > 0. Mit Massenwirkungskinetik erhdlt man die
Reaktionsgleichungen

d(t) = —kpa(t)b(t)? + k_p(t), t>0,

V(t) = =2k a(t)b(t)® + 2k_p(t), t>0, (4.16)
P(t) = kya(t)b(t)? — k_p(t), t>0,

G(O) = Qo > 0, b(O) = bo > 0, p(O) = Po > 0.

Dieses System hat genau eine nichtnegative beschrénkte Losung (a, b, p) auf Rxy.
BEWEIS. Wir bezeichnen die rechte Seite mit f. Seien a,b,p > 0. Dann gelten

f1(07bap) = k—p Z Oa .f2(a70ap) = Qk—p Z 07 f3(a7b7 0) = k+ab2 2 0.

Satz 4.12 impliziert die Ungleichungen a(t), b(t), p(t) > 0 fiir alle ¢ € [0, #(aq, by, po))-

Wegen des positiven kubischen Terms in der dritten Zeile von (4.16) kénnen wir
Satz 4.10 trotz der Positivitat der Losung nicht verwenden. Wir nutzen stattdessen
die Struktur des Systems. Man sieht, dass der kritische Summand k., ab? auch in den
ersten beiden Zeilen mit einem ‘guten’ negativen Vorzeichen vorkommt. Deswegen
betrachten wir die Funktion ¢(t) = a(t) + b(t) + 3p(t) fur t € J. Die Gleichungen
(4.16) liefern die Ableitung

@'(t) =a'(t) +0'(t) + 3p'(1)

=~k a(t)b(t)® + k_p(t) — 2k a(t)b(t)* + 2k_p(t) + 3kya(t)b(t)* — 3k_p(t)
=0,
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sodass ¢(t) = ¢(0) fiir alle ¢ € J gilt. Weiter haben wir 0 < a(t), b(t), p(t) < ()
©(0). Also ist die Losung fiir alle Zeiten beschrankt und damit nach Theorem 4.9
global. (Dies ist ein Spezialfall des Vorgehens in Abschnitt 6.3.)

O= |

4.3. Dynamische Systeme

Bislang hatten wir eher einzelne Losungen von (4.1) zu einem festen Anfangswert
up im Blick. Um das qualitative Verhalten des Systems im Ganzen zu untersuchen,
andern wir unseren Gesichtspunkt ein wenig. Dies gelingt am besten im autonomen
Fall, auf den wir uns in diesen Abschnitt beschrianken.

Seien f : D — R™ lokal Lipschitz, x+ € D, J = R, t, = 0, u9p = = und
U Jmax () = D die maximale Losung von (4.1). Wir setzen ¢(t,z) = u(t) fir
t € Jmax(). Offenbar gilt (0, ) = x. Theorem 4.9 ¢) impliziert die Aussage

o: Dy ={(t,x)|x € D, t € Jmax(x)} = D ist stetig. (4.17)

Sei weiter § € Jyax(x). Dann haben wir die maximale Losung v(t) == p(t, ¢(s, z))
fir t € Jnax(e(s,z)) von (4.1) mit Anfangswert v(0) = @(s,2) = u(s). Laut
Lemma 4.6 16st die Funktion w(t) == ¢(t + s, ) = u(t + s) auch dieses Problem fiir
t € Jmax(x) — s. Geméf Lemma 4.8 und (4.10) gilt nun ¢(t + s, z) = (t, p(s, z))
fir alle t € Jpax(2) — 5 € Jmax(@(s,2)). Wenn etwa t(z) — s < t(p(s,x)) ware,
gébe es laut (4.11) fir u solche Zeitpunkte t, — #(x) — s fir n — oo, dass die
Vektoren w(t,) = u(t, + s) gegen 0D oder im Betrag gegen +oo strebten. Da
w(t,) = v(t,) ist, widerspricht dies der Annahme #(x) —s < #(p(s, x)). Das Infimum
von Jmax((s, z)) behandelt man entsprechend. Die Abbildung ¢ besitzt also die
Eigenschaft

Ve eD, s € Jnax(®): Jmax(0(8, 7)) = Jpax(x) —s  und
Vit € Jnax(z) —s: @t +s,2) =t o(s,x)), 0(0,z) = x.
Wenn Jyax () = R fiir alle z € D ist, dann vereinfachen sich (4.17) und (4.18) zu

(4.18)

p:Rx D — D ist stetig, (4.19)
Vt,seR, xe€D: o(t+s,z)= ot e(s,x)), 0(0,z) = x. 190
(Gruppeneigenschaft) (420)

Diese Beobachtungen fithren auf die folgenden wichtigen Begriffe.

DEFINITION 4.14. Eine Abbildung ¢, die (4.17) und (4.18) erfillt, heifit lokaler
Fluss. Wenn sie den Bedingungen (4.19) und (4.20) genigt, dann nennt man sie
Fluss (oder dynamisches System ). Wenn man hier nur J = Rxq statt J = R zuldsst,
spricht man von einem positiven (lokalen) Halbfluss.

Man schreibt ¢, : x — @(t,x) und nennt y(z) = {@(t,x) |t € Jmax(x)} den
Orbit oder die Trajektorie durch x. Weiter ist v, (z) = {p(t,z) |t € [0,#(x))} der
Vorwartsorbit durch x.



4.3. Dynamische Systeme 72

Genauer gesagt, ist ¢; eine Abbildung von {z € D|t € Jyax(z)} nach D, und
im Flussfall von D nach D. Ein Beispiel fiir einen Fluss ist ¢(t,z) = ez fiir
f(z) = Az und eine Matrix A € R"™*™ siche Abschnitt 4.5. Weitere Beispiele
werden in den Ubungen diskutiert. Lokale Fliisse haben eine Reihe grundlegender
Eigenschaften, die man haufig bei der Untersuchung von (4.1) verwendet.

SATZ 4.15. Seien f: D — R™ lokal Lipschitz und ¢ wie oben definiert. Dann ist
¢ ein lokaler Fluss. (Wir nennen ¢ den von f erzeugten lokalen Fluss.) Weiter
gelten die folgenden Aussagen (Teile a)-c) sogar fir jeden (lokalen) Fluss auf D).

a) Wenn ¢ sogar ein Fluss ist, dann ist ¢, : D — D fir jedes t € R ein
Homdéomorphismus mit o; ' = p_,.

b) Fir alle x,y € D ist entweder v(z) = v(y) oder v(x) N~y(y) = 0. Also liegt
jedes x € D auf genau einem Orbit.

c¢) Es gibt genau die drei folgenden Orbittypen.
1) Fixpunkte: Vit € R = Jyax(z) gilt o(t,z) = x.
2) periodische Orbits mit Minimalperiode p > 0:
Vit €R = Jpax(x) gilt o(t+ p,z) = p(t,x).
3) aperiodische Orbits: Vit,s € Jpax(z) mit t # s gilt o(t,x) # o(s,x).
d) Sei x, — x in D fir n — oco. Dann erhalten wir t(x) < lim,_,  t(z,) und

t(x) > lim, 00 t(,). Weiter ist Dy offen.

BEWEIS. Die erste Behauptung haben wir oben gezeigt, und Aussage d) folgt
aus Theorem 4.9¢).
a) Sei ¢ ein Fluss und ¢ € R. Die Eigenschaft (4.20) liefert dann

r =gt —t,z) = ¢t p(=t,2)) = (=1, ¢(t, 2))
fir alle x € D, sodass ¢_; : D — D die (stetige) Inverse von ¢; : D — D ist.
b) Seien x # y Punkte in D mit ¢(s,x) = ¢(t,y) = z fir s € Jyax(z) und
t € Jmax(y). Dann liegt —s in Jiax(2) — 8 = Jmax(2) = Jmax(y) — ¢ und es gilt
7= p(=s,9(5,2)) = p(=s,9(t,y)) = @t = 5,9)
wobei mehrfach (4.18) einging. Fir jedes r € Jpax(2) = Jmax(y) — t + s erhalten
wir nun
p(r,x) = @(r, ot = s,y)) = @(r +t = s,y).
Somit ist y(z) C v(y). Die umgekehrte Inklusion beweist man analog,.

¢) Zunéchst nehmen wir an, es sei ¢(7,y) = y fir einen Punkt y € D und eine
Zeit 7> 0 1n Jpax(y). Dann gilt Junax(¥) = Jmax(@(7, ) = Jmax(y) — 7 laut (4.18).
Dies ist aber nur fir Jy.x(y) = R moglich. Weiter liefert (4.18) fur jedes ¢t € R die
Gleichung

o(t,y) = ot o(1,y)) = @t +7,y).
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Sei nun p > 0 das Infimum solcher 7 fiir das gegebene y. Es existieren also
Zeiten 1, — p mit (7, +t,y) = @(t,y) fir jedes t € R. Da ¢ stetig ist, erhalten
wir o(p + t,y) = p(t,y) fur jedes t. Im Falle p > 0 ist somit y(y) periodisch mit
Minimalperiode p. Sei p = 0. Fixiere t € R. Es gibt fiir jedes n € N Zahlen m,, € Z
und p,, € [0,7,) mit t = m, 7, + p,. Daraus folgt die Identitét

o(t,y) = o(Tn + (M — )70 + pn,y) = @((Mn — V)70 + s y) = -+ = (00, Y)

fir jedes n € N. Hier konnen wir den Grenzwert n — oo bilden. Da (p,) eine
Nullfolge ist, ergibt sich ¢(t,y) = y. Also ist y ein Fixpunkt.

Sei schlieBlich (s, z) = p(t, z) fur gewisse s # t in Jpax(x). Es sei etwa ¢t > s.
Dann impliziert (4.18) die Identitét ¢(s,x) = @(t — s, (s, z)), und y = @(s, x) ist
nach den obigen Betrachtungen entweder ein Fixpunkt oder periodisch. Insgesamt
ist Teil ¢) gezeigt. O

Man nennt Fixpunkte auch Gleichgewichte, Equilibria, Ruhelagen oder stationare
Losungen. Beispiel 1.32¢) in Analysis 2 zeigt, dass im Falle nur stetiger f Losungen
sich schneiden oder zusammen- bzw. auseinanderlaufen kénnen.

Wir werden im néchsten Kapitel in einfachen Situationen periodische Orbits
nachweisen. Im allgemeinen ist dies aber eine schwierige Aufgabe. Fixpunkte sind
(im autonomen Fall) aber deutlich einfacher zu finden.

BEMERKUNG 4.16. Seien f : D — R™ stetig und u, € D. Genau dann ist u, ein
Fixpunkt von (4.1), wenn f(u.) = 0 gilt. In der Tat 16st u(t) = u, fir alle t € R
im Falle f(u.) = 0 das Problem (4.1) mit Anfangswert u,. Wenn u(t) = u, eine
Losung von (4.1) ist, dann folgt 0 = u/(t) = f(u.). O

Der von f erzeugte lokale Fluss ¢ ist laut Theorem 4.9 lokal Lipschitz in (¢, x)
und auflerdem C' in der Zeit t. Es stellt sich nun die Frage, ob er auch stetig
differenzierbar im Anfangswert z ist, wenn f zu C'(D,R™) gehort. Diese Aussage
wird in spateren Vorlesungen bendtigt, und die zugehorigen Beweistechniken spielen
auch bei komplexeren Problemen eine Rolle. Wir wollen zuerst sehen, was die stetige
Differenzierbarkeit von ¢ fiir (4.1) bedeutet.

Seien dazu f € C*(D,R™) und k € {1,...,m}. Wir nehmen an, dass die Abbil-
dungen = — ¢(t,z) und t — 0,¢(t, x) stetig differenzierbar bei jedem (¢,x) € Dy
sind. Das Schwarzsche Theorem 3.24 aus Analysis 2 zeigt dann die stetige Dif-
ferenzierbarkeit von * — 0yp(t, ) und 0,0kp = OOy auf Dy. GeméB (4.1) ist
ferner 0;p = f o ¢ stetig auf D;. Wir differenzieren nun (4.1), also die Gleichun-
gen Oyp(t,z) = f(p(t,z)) und ¢(0,2) = x, nach z;. Unsere Annahmen und die
Kettenregel liefern das System

atak(p(tv l’) = akat@@? l’) = akf<90<t7 :C)) = fl(gp(t, x)>ak90(t7 SL’), te Jmax(l‘),
8k80(oa {E) = €,
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wobei 0, = a%k ist. Wir setzen A, (t) == f'(¢(t,x)) € R™™ fiir t € Jyax(z). Somit

16st die Abbildung ¢ — Okp(t, x) die Variationsgleichung
V'(t) = AL (t)v(t), t € Jmax(),

2(0) = ex, (4.21)

von (4.1) entlang v(x). Diese lineare Gleichung lafit sich meist leichter untersuchen
als (4.1), zumal wenn sie (fiir Fixpunkte z) autonom ist. Vor allem kann man
oft Aussagen tber ihr Verhalten auf die Losungen von (4.1) in der Néhe von 7(z)
iibertragen, vergleiche Theorem 6.6. Wir zeigen nun, dass die oben gemachten
Annahmen stets gelten.

THEOREM 4.17. Seien f € C'(D,R™) und ¢ der von f erzeugte Fluss. Dann
liegt o in C*(Dy,R™) und fiir jedes k € {1,...,m} existiert 0,0pp = OOy €
C(Dy,R™). Weiter lost Oxp(-, x) die Gleichung (4.21).

BEWEIS. 1) Seien © € D und A,(t) = f'(p(t,x)) fir t € Jpax(z) = Jo.
Nach (4.18) ist die Abbildung (¢,z) — A,(t) von Dy nach L(R™) stetig. Wie in
Beispiel 5.11 in Analysis 2 sieht man, dass das Problem (4.21) genau eine Losung
vp = v(-; ) auf Jy hat. Wenn wir Theorem 4.9 mit f(¢,y) = A, (t)y anwenden,
erhalten wir die Stetigkeit der Funktion (¢,z) — vy (t,z) auf Dy. Wegen (4.21)
ist somit auch die Ableitung (¢,x) — Ouv(t, ) auf Dy stetig. Wir zeigen nun,
dass ¢ auf D die partielle Ableitung Oyp(t,z) = wvi(t, ) besitzt. Mittels der
Vorbetrachtungen folgt dann das Theorem. (Man beachte, dass die Gleichung (4.21)
einem hierbei die Differenzierbarkeit von 0yp(t, z) nach ¢ schenkt.)

2) Sei x € D fest und t € Jy. Da Dy nach Satz 4.15 offen ist, ist der Abstand r von
(0,t) x {z} zu OD; positiv und wir erhalten (0,t) x B(xz,ry) C Dy fiir ro € (0,7).
Sei h € [—rg,ro]. Wir betrachten den umgeschriebenen Differenzenquotienten
wp(t) = p(t,z+ her) —o(t,x) —hvog(t,z) und  dy(t) = @(t,z + hey) — p(t, ).
Der Beweis beruht darauf, dass nach (4.1) und (4.21) die Funktion w,, der Differen-
tialgleichung

wy,(t) = f(p(t,x + heg)) — f(p(t, ) — hAL(H)vr(t, ©) = Az (t)wn(t) + gn(t),
wp(0) = x + hey —x — hey =0,

fir t € Jy gentigt. Dabei setzen wir

gn(t) = f(o(t, x + hex)) = f(p(t, ) — [((t, 2))dn ().

Um diesen Ausdruck mittels der Differenzierbarkeit von f zu kontrollieren, nutzen
wir Theorem 4.9c¢). Dieses liefert so eine Konstante ¢ > 0 und einen Radius
r1 € (0, 7o) mit cry < rg, dass fiir alle |h| <7 und s € (0,¢) die Lipschitzbedingung

|dp(s)]2 < clh| < erp <rg (4.22)
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gilt. Nach (einer kleinen Variante von) Satz 5.20 aus Analysis 2 ist wj, durch die
Duhamelsche Formel

t
wn(t) = [ Udlt.o)gn(s)ds,  te

gegeben, wobei U, der Losungsoperator zu Ay, ist. Die Stetigkeit von U, in s liefert

C = max [|U,(t,s)| < +oo.
s€(0,t)

Somit wird wy, durch g, mittels

|wn(t)]2 < Clt] max |ga(s)|2 (4.23)
s€(0,t)
fiur |h| <7 kontrolliert. Mit dem Hauptsatz und der Kettenregel konnen wir g, zu
1
guls) = [ Onf(rels, v +hew) + (1= T)e(s,2)) dr = f(p(s,2))dn(s)

= [ 9) — £ (s 0)d(s) dr (4.24)
fur s € (0,¢) umformen, wobei

2(71,s) = Tp(s,x + heg) + (1 — 7)p(s,x) = 7du(s) + (s, ).

ist. Sei nun & > 0. Wir setzen K = Use(o4 B(¢(s,2),70). Diese Menge ist nach dem
Beweis von Theorem 4.9 kompakt, sodass f’ auf K gleichmafBig stetig ist. Seien
7 €[0,1] und s € (0,t). Da |7dy(s)|2 < 7 ist (siche (4.22)), liegt auch z(7,s) in K.
Wegen (4.22) finden wir ferner so einen Radius § = 6. € (0,r;], dass fir |h| < 6 die
Ungleichung

[f'(z(7,8)) = f'(e(s,2))2 < €
gilt. Wenn wir dies und (4.22) in die Formeln (4.23) und (4.24) einsetzen, erhalten
wir die Ungleichung

[on(t)] < Cltle max |dn(s)l> < ecClt][h]
se(0,
fur alle |h| < 6. Das heifit aber gerade, dass Oxp(t, x) = vi(t, z) existiert. O

4.4. Randwertprobleme

Bislang haben wir durchweg Anfangswertprobleme behandelt, die die zeitliche
Entwicklung eines dynamischen Systems beschreiben. In diesem Abschnitt disku-
tieren wir ein anderes Anwendungsfeld gewohnlicher Differentialgleichungen, das
in spateren Vorlesungen vertieft wird. Das Thema wird etwa in [8] systematischer
und umfangreicher behandelt. Wir beginnen mit einem typischen Beispiel.

BEISPIEL 4.18. Sei u(t, z) die Auslenkung einer eindimensionalen Saite am Ort
x € [0, 1] zur Zeit t > 0. Dabei seien die Endpunkte 0 und 1 der Saite festgeklemmt
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und die Saite bei ¢ = 0 in Ruhe. (Siche Beispiel 4.24 in Analysis 3.) Unter gewissen
Annahmen an die Saite erfillt © dann die Wellengleichung

Opu(t, r) = adu(t, x), x € [0,1], t >0,
u(t,0) = u(t,1) =0, t>0, (4.25)
u(0,2) =v(z), Ju(0,z)=0, x€]l0,1],

fiir eine (Material-)Konstante a > 0 und eine gegebene Anfangsauslenkung v in
C?([0,1],R). Wir suchen eine spezielle Losung der Form u(t, ) = cos(wt)v(x) fiir
eine zu bestimmende Konstante w € R. So eine Funktion beschreibt eine “stehende

Welle” mit Frequenz 5-. Sie existiert genau dann, wenn

Opu(t, r) = —w? cos(wt)v(z) = adpeu(t, x) = acos(wt)v”(z)

fiur alle t > 0 und = € [0, 1], sowie v(0) = v(1) = 0 erfiillt sind. Dies ist zum
Randwertproblem

v"(x) + ajv(w) =0, 0<xz<1, v(0) = v(1) =0, (4.26)

fiir das Wellenprofil v dquivalent. In diesem Problem steht die Variable z fiir den
Ort, und nicht wie ¢ im Anfangswertproblem (4.1) fiir die Zeit.

Die Funktionen v;(x) = sin(wa™?z) und v,(x) = cos(wa™"/?x) geniigen der
Differentialgleichung in (4.26). Nach Satz 5.20 aus Analysis 2 sind alle Losungen
dieser Gleichung Linearkombinationen von v; und ve. Wenn wir v = ¢1v; + cov9 fiir
reelle ¢; in die Randbedingungen von (4.26) einsetzen, erhalten wir die Identitaten

0= U(O) = (v (O) —+ CQUZ(O) = (3,
0= (1) = crvi(1) + cava(1) = ¢y sin(wa™/?),

wobei wir in der zweiten Zeile ¢o = 0 verwendet haben. Somit muss die Frequenz
der Beziehung w = ky/ar fiir ein k € Z gentigen. Weiter sind alle Losungen von
(4.26) durch v(x) = csin(kmrx) mit einem beliebigen Faktor ¢ € R gegeben.

Die Funktion u(t,z) = ccos(kmy/at)sin(krx) fir ¢ > 0 und 0 < = < 1 16st

schlielich das Problem (4.25) mit v(z) = csin(knx). O
Wir betrachten allgemeine lineare Randwertprobleme 2-ter Ordnung der Form
(Lv)(z) = az(z)v"(x) + ay(x)v'(x) + ag(x)v(x) = h(x), a<xz<b, (4.27)

Rjv = a;v'(a) + ajov(a) + Bj10'(b) + Bjov(b) = 7;, jeA{L.2}.

(Probleme n-ter Ordnung behandelt man analog.) Gegeben sind hierbei die
Funktionen ax,h € C([a,b],R) mit as(x) # 0 fir alle x € [a,b] und die Zah-
len aji, Bjk,7; € R. Man beachte, dass die Abbildungen L : C?*([a,b],R) —
C([a,b],R) und R; : C?%*([a,b],R) — R linear und stetig sind (fiir die Norm
max{ || /" |loo; I/ loos | flloc} in C?). In (4.26) hatten wir ay = 1, a; = 0, ag = w?/a,
h =0, =0,a10=1, B = 1, und die anderen a;; und 3;;, waren 0.
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Wir suchen eine Losung v € C?([a,b],R) von (4.27). Nach Lemma 4.1 ist die
Differentialgleichung Lv = 0 zu einem linearen System erster Ordnung mit Losungen
(v,v") dquivalent. Satz 5.20 in Analysis 2 liefert deshalb linear unabhéngige Losungen
vy und ve von Lv = 0 und eine Losung v, von Lv = h. (Auch (vq,v]) und (ve, v})
sind linear unabhéngig.) Weiter ist jede Losung v von Lv = h mittels Koeffizienten
¢ = (c1, o) € R? durch

v =1v(c) = vy + U1 + Uy (4.28)

gegeben. (Wir wahlen v, = 0, wenn h = 0 ist.) Die Zahlen ¢; miissen nun so gewéhlt
werden, dass v auch die Randbedingungen in (4.27) erfiillt, also die Gleichungen

RjU = Rj(U*) + Cle(Ul) + CQRj(UQ) =7 ] € {17 2}7

gelten. Dazu setzen wir v = (71, 72),

_ ~(m — Ri(vs)
M = (Rj(vk))jk und c = <'Y2 _ RQ(’U*)>‘

Somit 16st v(c) genau dann das Randwertproblem (4.27), wenn Mc = z ist.

Wir kénnen nun das Losungsverhalten des Anfangsrandwertproblems mittels M
und z charakterisieren. Man beachte den dramatischen Unterschied im Fall b) zur
eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems (4.1) und (4.2) unter der lokalen
Lipschitzbedingung.

THEOREM 4.19. Unter den obigen Annahmen gelten die folgenden Aussagen.

a) Genau dann ist det M # 0, wenn das homogene Problem (4.27) mit h =0
und v = 0 nur die triviale Losung v = 0 hat. In diesem Fall ist v aus (4.28) mit
c = M~z die einzige Losung des inhomogenen Problems (4.27) zu gegebenen Daten
h € C([a,b],R) und v € R%

b) Genau dann ist det M = 0, wenn das homogene Problem (4.27) mit h = 0
und v = 0 eine Losung v # 0 besitzt. In diesem Fall gibt es genau dann eine Lisung
von (4.27), wenn z im Bild von M liegt. Alle Losungen sind dabei durch (4.28) fir
jedes ¢ € R* mit Mc = z gegeben.

BEWEIS. a) Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass det M genau dann
ungleich 0 ist, wenn fiir jeden Vektor z € R? genau ein Urbild ¢ € R? mit Mc = 2
existiert. Nach den Vorbetrachtungen ist dies dquivalent zur eindeutigen Losbarkeit
von (4.27) durch die Funktion v(M~!z).

b) AuBlerdem ist det M genau dann gleich 0, wenn es einen Vektor ¢ # 0 mit
Me = 0 gibt. Dies ist gleichwertig zur Existenz einer nichttrivialen Losung v = v(¢)
von (4.27) mit h = 0 und v = 0. (Hier ist v, = 0.) Auf Grund der Voriiberlegungen
hat (4.27) fir z auBerhalb des Bildes von M keine Losung. Wenn z = Mc ist, dann
16st v(c) das Problem (4.27). O

Teil a) zeigt auch, dass die Invertierbarkeit von M nicht von der Wahl der Basis
{v1,v2} des Vektorraums {v € C?*([a, b], R) | Lv = 0} abhéngt.
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In Beispiel 4.18 sind vy (x) = sin(wa™'/2x), vy(z) = cos(wa™2x), Riv; = v,(0) =
0, Rivy = 1, Ryv; = sin(wa™"?) und Ryvy = cos(wa™/?). Damit ist

0 1
M= (sin(wa‘lﬂ) cos(wa_1/2)>

genau fiir w € my/aZ nicht invertierbar und damit gibt es genau in diesem Fall eine
Losung v # 0 des homogenen Randwertproblems mit A = 0 und v, = v, = 0. Diese
Losungen bilden den eindimensionalen Teilraum {csin(wa™'/2-)|c € R}].

Wir suchen eine Losungsformel fiir (4.27) im Spezialfall
(71,72) = 0, Riv = agv(a) + a1v’(a)  und  Rov = Byv(b) + f1v(b). (4.29)

Dabei nehmen wir an, dass das Problem Lv = 0 und R;(v) = 0 eindeutig losbar
ist. Wir benotigen zwei linear unabhéangige Losungen v, und v, von Lv = 0 mit

(= (] ) = Mo

Zunéchst haben wir laut Voraussetzung und Theorem 4.19 zwei linear unabhangige
Losungen wy und wy von Lv = 0, fiir die die Matrix M = R;(w;)); invertierbar ist.
Um die Randbedingungen mit M, zu gewinnen, machen wir den Ansatz

() =52
fiir eine noch zu bestimmende invertierbare Matrix S = (sy;) € R?*2. Dann gilt
R;(v) = sp1Rj(wy) + spaR;(w2), also  (R;(v))je = MST.
Wir deswegen setzen S := My(M 1) und erhalten wie gewiinscht
(Rj(vi))je = MM ™' My = M.

Fiir die gesuchte Losungsformel definieren wir nun

W (z) = det (Ulgg ZZEg) = vy (x)vh(x) — vy (x)va(z), (Wronskideterminante)

vi(z)va(y) a<x< Y < b7

o) = {
ag(y)I/IQ/( )’ a<y<z<bh.

Dabei ist W (x) # 0 fir x € [a,b], da (vy,v}) und (ve, vy) linear unabhéngig sind.

(Greensche Funktion)

SATZ 4.20. Unter obigen Voraussetzungen ist die eindeutige Losung von (4.27)
durch die Gleichung

oia)= [ Gy, a<z<h

gegeben.
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BEWEIS. Die Eindeutigkeit wird durch Theorem 4.19 gesichert, da det M # 0
ist. Wir miissen also nur nachrechnen, dass die Funktion

b () * u(y)
o) = uile) [ s ) dy () [ h) dy

fir « € [a,b] das Problem (4.27) fur die Randbedingungen in (4.29) lést. Wir
schreiben g;(x) bzw. go(x) fiir die beiden Integrale. Zunéchst gelten

v@) = vi@)gila)  und  v(b) = va(B)gald).
Wir differenzieren
V(&) = v} (2)gr (2) — G, 2)h(x) + vh(2)ga(a) + Gz, 2)h(z)
= v} (2)g1(x) + vy(z)ga(2),

V(a) = vi(a)gi(a),  v'(b) = vy(b)ga(b),
" =o'z ) — v (z (Qf)h(ﬂj) 0" (1 T o (1 Ul(:l?)h(.iE)
v (ZL’) - 1( )gl( ) 1( )(12<ZL')W(I) + 2( >92( )+ 2( )az(I)W(.’L')

fir « € [a, b]. Diese Gleichungen und Lv; = 0 liefern
Lv = av” + ayv' + agv

as(vhvy — vivy)

= (agv} + a1v] + agv1) g1 + (azvy + a1vh + agve)gs + % h
= h.
Aus Ryjv; = 0 gemafl der Wahl von M schlieflen wir &hnlich
Riv = agu(a) + aqv'(a) = (agvi(a) + ayvy(a))gi(a) = 0.
Die verbleibende Behauptung Rv = 0 zeigt man genauso. U

BEISPIEL 4.21. Sei [a,b] = [0,1], Lv = v", Rjv = v(0), Ryv = v(1). Hier sind
vi(z) =2, ve(x) =1—2, W(z) = —1 und

ylx—1), 0<y<axz<l.

G(r,y) = {

4.5. Der lineare autonome Fall

In Theorem 5.23 aus Analysis 2 hatten wir fiir lineare autonome Anfangswertpro-
blem Losungsformeln angegeben. Wir leiten nun auf d&hnliche (aber etwas elegantere)
Weise allgemeine Aussagen zum zugehorigen Fluss her.

Fir A € C™ definieren wir die Matrizenexponentialfunktion

= A= Jim > S

30‘7 JOJ
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fir t € R, wobei der Grenzwert in C™*™ gleichméfig auf jedem kompakten Intervall
in R existiert, vergleiche (5.26) in Analysis 2. Fiir reelle A ist auch ' reell. Seien
t, s € Rund n € N. Satz 5.21 in Analysis 2 liefert die folgenden Aussagen.

d \n tA __ An tA __ _tA An
(g5 )"e” = A" =" A",

A _ gtAgsA _ osAgtA A _ [ (4.30)
= (etA>71 — eftA.
Fiir up € R™ und g € C(J,R™) mit 0 € J ist
t
u(t) = e“ug +/ e(t’s)Ag(s) ds, teJ, (4.31)
0

die einzige Losung des Systems
(4.32)

Insbesondere ist (¢, ) = e'4z der Fluss zu (4.32) mit g = 0.
Wie in Beispiel 3.25 in Analysis 1 folgen aus AB = BA fir B € C™*"™ die
Gleichungen

ATB) — oAeP = oo, (4.33)

e(
Fir nichtkommutierende Matrizen A und B ist dies im allgemeinen falsch.

Wir berechnen nun e*# in eingen Spezialfillen. Sei zuerst A = A fiir ein A € C.
Dann gilt (A)" = A"[ fiir jedes n € N und damit

oA _ i (tA)"

n=0

I=eMI
nl

fir t € R. Fiir die nilpotente Matrix

0 1 0 0

A:Nm: O E]Rmxm
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erhalt man

0O 0 1 O 0

N2: 0
1

0

0 0

etc., sowie N} = 0 fir alle n > m. Daraus folgt

1t )2 tm=t/(m —1)!
m—1 yn
em = 3" NP = = P, (1)
— n! o 2
n=0 . . t /2
: t
0 1

fir t € R. Fiir den Jordanblock
A= AN+ N,, = J(A\,m)
mit A € C impliziert (4.33) nun die Formel
M) — MtNm — AP (1) =1 Py, (t).

Wir erinnern an die Jordansche Normalform von A € C™*™. (Siehe Theoreme
4.6.5 und 4.6.7 von [3].) Seien Ay, ..., Ay € C alle verschiedenen Eigenwerte von A
mit den jeweiligen algebraischen und geometrischen Vielfachheiten m; bzw. d; in
N. Es gilt stets 1 < d; < m;. Wenn d; = m; ist, heiit \; halbeinfach. Weiter gibt
es eine invertierbare Matrix S und natiirliche Zahlen kj; fir [ € {1,...,d;} derart,
dass A durch

J()\l,kll) 0

J<>\17k1d1)
A=SJS, J = ,
‘]()\Na kNl)

0 JAN, knay)
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gegeben ist und kj; + - - - + kjq, = my gilt. In den Spalten von S steht eine Basis
aus Eigen- und Hauptvektoren von A. Wir setzen ferner

s(A) =max{Re);|je{l,...,N}} und k= max{k, ... ke <my
fir 7 € {1,...,N}. Wir konnen nun eine Formel fiir e’ herleiten, die wir ex-

emplarisch ausnutzen, um eine Variante von Theorem 5.26 aus Analysis 2 zu
beweisen.

SATZ 4.22. Gegeben sei A € C™™ mit der Jordanschen Normalform J = S~1AS.
Fiirt € R ist dann et durch das Produkt

Py, oy (1) 0
=9 St (4.34)
0 Py knay (t)
gegeben. Weiter gelten die folgenden Abschditzungen.
a) Es gibt eine Konstante M > 0 mit

HetA‘ <M %aXN} tri—teReAst (Vt>1).
je{l o,

b) Fiir jedes € > 0 gibt es eine Konstante M. > 1 mit
c¢) Seien alle A\; mit Re \; = s(A) halbeinfach. Dann gibt es ein My > 1 mit
HetAH < MyesAt fijr alle t > 0.

Beweis. 1) Wir diskutieren zunéchst einige Vorbereitungen zu Blockmatrizen,
wobei ¢t € R ist. Fiir B; € C*** und By € Cm—k)x(m=k) gaj

_(B1 0
B= ( 0 Bg>
gegeben. Dann folgt induktiv

o (BY 0 n_ (BT 0
B_<0 g2l B = g

fur alle n € N und somit

=" (By 0) _ (¢B 0
tB __ . 1 —
‘ _Zn!<0 B;)‘(O etB2)'

n=0

Die Jordannormalform von A liefert andererseits

=3 (SIS =Y SIS = Set S
n=0 v n=0 T

Daraus schliefen wir die erste Behauptung mittels der Vorbetrachtungen.
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2) Seien x = (z1,75) € C* x C™* und B wie oben. Dann gilt |Bz|3 = | Byz1|? +
| Bywo|? und somit |Bxz|y < max{|||Bi||, ||B2||}|z|2. Fiir ¢ > 1 erhalten wir nun
Aussage a) durch die Abschéitzung

tA -1 Kkij—1_ ReA;t
[ < Sl manc [Py kOIS < e max g7 leRen,

3) Fir alle § > 0 und x > 0 gibt es so eine Konstante ¢(d,x) > 0, dass
t* < (0, k)ed fiir alle t > 1 gilt. Weiter ist ||e*4|| fiir ¢ € [0, 1] wegen der Stetigkeit
beschrinkt. Somit ergibt sich Behauptung b) aus a), wenn wir fir alle j den
Exponenten ¢ = ¢ setzen. Im Fall von d) wahlen wir 0 € (0,s(A) — Re \;) fiir die
Indizes j mit Re \; < s(A) und § = 0 fiir die anderen (wo x; = 1 ist). O



KAPITEL 5

Phasenebene und Invarianz

Im ersten Abschnitt gewinnen wir im autonomen Fall einen recht vollstédndi-
gen Uberblick in das Verhalten eindimensionaler und gewisser zweidimensionaler
Anfangswertprobleme. Im zweiten Abschnitt finden wir eine leicht nachpriifbare Be-
dingung an f, die sicherstellt, dass die Losungen eine konvexe oder glatt berandete
Teilmenge von D nicht verlassen.

5.1. Erstes Integral und Phasenebene

Seien f : D — R™ lokal Lipschitz, J = R und ¢, = 0. Wir zeigen zuerst die
niitzliche Tatsache, dass im autonomen Fall eine Losung in D hochstens gegen
einen Fixpunkt konvergieren kann.

LEMMA 5.1. Seien f € C(D,R™), ugp € D, und u lose (4.1) und (4.2) mit
(ug) = +00. Es gelte u(t) — u, firt — oo und ein u, € D. Dann erhalten wir
f(us) =0, sodass u, nach Bemerkung 4.16 ein Fizpunkt ist.

BewEIS. Fir ¢t > 0 folgt aus (4.1) und dem Hauptsatz die Abschétzung
t+1 t+1
Pl =] [ () = fa)ds+ [ fals) ds

< [T 1)~ flutsDds +| [T ) ds

< sp [7(u) = FCuls))l + ult + 1) — @)l

2

Die rechte Seite strebt nun fiir t — 400 gegen 0. 4

Wir betrachten zuerst den eindimensionalen Fall, in dem wir das Konvergenzver-
halten der Losungen alleine durch die Nullstellen und die Vorzeichenverteilung von
f fast vollstindig beschreiben kénnen.

SATZ 5.2. Seien D C R ein offenes Intervall, f : D — R lokal Lipschitz, ug € D,
I, = (ug,sup D), I_ = (inf D, ug) und u die maximale Losung von (4.1) und (4.2).
a) Sei f(ug) > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.

1) Sei uy € I, eine Nullstelle von f und f sei positiv auf [ug,uy ). Dann ist
t(ug) = 400 und u(t) konvergiert fiir t — +o0o monoton gegen u. .
2) Sei f auf I positiv. Dann strebt u(t) fir t — t(uy) monoton gegen sup D.

b) Sei f(ug) < 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.
84
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1) Seiu_ € I_ eine Nullstelle von f und f sei auf (u_,uo| negativ. Dann ist
t(ug) = 400 und u(t) konvergiert fiir t — +o0o monoton gegen u._.
2) Sei [ auf I_ negativ. Dann strebt u(t) fir t — t(ug) monoton gegen inf D.

c¢) Fir f(ug) =0 ist ug ein Fizpunkt.

Man beachte, dass wir oben wegen des Zwischenwertsatzes alle Moglichkeiten
abdecken. In den Aussagen 2) kann #(ug) endlich oder unendlich sein. (Siehe (4.4)
bzw. die Gleichung v’ = w mit f(z) =z, D = R und den Losungen u(t) = e'uo.)

BEWEIS. Sei f(ug) > 0. Zunéchst sei f(uy) = 0 fiir einen Punkt u, € I, und
f positiv auf [ug, uy). Wegen Stetigkeit gibt es eine Zahl a € I_ mit f > 0 auf
(a,uy). Dann ist u/(t) = f(u(t)) positiv fir alle ¢ € [0,%(up)) mit u(t) € (a,uy).
Also wéchst u fir solche t. Nun ist v(t) = u, eine stationire Losung, und v, (ug)
ist ein Intervall nach dem Zwischenwertsatz. Da Losungen sich geméafl Satz 4.15
nicht schneiden konnen, bleibt also w(t) fir alle ¢ € [0,%(uo)) kleiner als u,, und ist
grofler gleich ug. Theorem 4.9 impliziert nun #(ug) = +oo. Aufgrund der Monotonie
konvergiert somit u fiir ¢ — 4-00. Laut Lemma 5.1 ist der Grenzwert eine Nullstelle
von f und damit gleich u,.
Nun sei f positiv auf I,.. Nach den obigen Uberlegungen wichst dann w fiir alle
t € [0,%(up)), hat aber wegen Lemma 5.1 keinen Grenzwert in D. Somit strebt u
gegen sup D in RU {+o00}.
Aussage b) zeigt man genauso, und c¢) gilt nach Bemerkung 4.16. O

Insbesondere gibt es im autonomen eindimensionalen Fall keine periodischen Or-
bits. Schon in zwei Dimensionen konnen sich die Losungen von (4.1) viel komplexer
verhalten, wie das folgende Beispiel belegt. Wegen des Wurzelterms bietet es sich
hier an, Polarkoordinaten zu verwenden. (Dieses Verfahren wird in Abschnitt 5.2
von [2], systematischer untersucht.)

BEISPIEL 5.3. Fiir (ug, vo) € R?\{(0,0)} betrachten wir das Anfangswertproblem

u'(t) = u(t) —v(t) — ut)yJu(t)? + v(t)?, t>0,
V() = ult) + v(t) — v(t)\Ju(t)? + v(t)?, >0, (5.1)
u(0) = uy, v(0) = wy.

Da die rechte Seite eine Funktion f € C'(R? R?) definiert, haben wir genau eine
maximale Losung (u,v). Diese ist gleich 0, wenn (ug,v9) = (0,0) ist. Andernfalls
gibt es eine Zeit ¢; > 0 und stetig differenzierbare Funktionen r : [0,¢;] — R, und
¢ :[0,t1] — R mit

u(t) = r(t) cos p(t) und v(t) = r(t)sinp(t).

Dabei ist 7 = (u2+v?)2 und ip = log(r~!(u+iv)) fiir einen Zweig des Logarithmus,
in dessen Definitionsbereich ug + ivg liegt. Wir haben r(0) = ry == (ud + vg)% >0
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und (5.1) impliziert die Differentialgleichung

1 1

7= — (2uu + 20v') = = (u® — uv — uPr + vu + v* — v?r)

2r r
=r—7?

wobei wir die Variable ¢t > 0 unterdriicken. Nach Beispiel 1.30 in Analysis 2 hat

diese Gleichung die Losung

o

r(t) =

~rog+ (1 —rp)et
fur ¢t € R>(. Dabei konvergiert r(t) fiir t — +o00 gegen 1 und es gelten fir alle ¢ > 0
die Beziehungen

r(t) € (0,1) fir ro € (0,1),
r(t) =1 firry=1,
r(t) >1 firrg> 1.

Dieses Konvergenzverhalten 1488t sich auch viel einfacher direkt aus Satz 5.2 gewin-
nen, da f(r) = r — r? genau die Nullstellen 0 und 1 besitzt, sowie auf (0, 1) positiv
und auf (1, +00) negativ ist.

Wir differenzieren weiter u = r cos ¢ und v = rsin ¢ nach ¢ und erhalten

u =1"cosp —rysing und v =71"sinp + ry’ cos p.

Nun multiplizieren wir die erste Gleichung mit sin ¢ und die zweite mit — cos .
Die Summe ist dann

u' sin ¢ — v cos p = 1’ cos psin g — ry’ sin® ¢ — ' sin @ cos p — ¢’ cos® p = —ry’.

Andererseits impliziert das System (5.1) die Identitét
v’ sin p—v' cos ¢

2 2

= sin@(rcosp — rsing — r°cos ) — cos p(r cos ¢ + rsin p — rsin @)

= —T,
sodass sich ¢’ = 1 ergibt. Also gilt p(t) = @ + ¢ fiir alle £ > 0. Dabei wéihlen wir
o € [—m, ) derart, dass (ug, vg) = ro(cos g, sin¢y) ist. Also ist die Losung durch

u(t) = r(t) cos(t + ¢o), v(t) = r(t) sin(t + o)

fiir die oben erhaltene Funktion r gegeben. Eine Probe zeigt, dass diese Formel
tatsachlich fiir alle ¢ > 0 eine Losung von (5.1) definiert. Auf Grund des Konver-
genzverhaltens von r besitzt (5.1) vier Typen von Trajektorien:

1) den Fixpunkt (0,0),

2) den periodischen Orbit {(cost,sint) |t € R},

3) Spiralen, die sich positiv von innen gegen 0B(0, 1) winden, und

4) Spiralen, die sich positiv von auen gegen 0B(0, 1) winden.
Man nennt 9B(0,1) Grenzzyklus. Die Orbits schneiden sich nach Satz 4.15 nicht.¢
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Der folgende Begriff kann bei der Untersuchung des qualitativen Verhaltens einer
Differentialgleichung von grofem Nutzen sein, siehe auch Abschnitt 6.3.

DEFINITION 5.4. Seien f : D — R™ lokal Lipschitz. Fine Funktion H € C'(Dg, R)
heifst erstes Integral von (4.1), wenn H(u(t)) = H(ug) fir jedes ug € D und alle
t € Jmax(uo) gilt, also wenn der Orbit v(ug) ganz in der Niveaufliche N, = {x €
D | H(x) = H(ug) =: ¢} liegt.

Fiir ein erstes Integral ist H eine Erhaltungsgrofie von (4.1). Erste Integrale
entsprechen oft physikalischen Objekten, wie z.B. der Energie. Fiir die Reaktions-
gleichung in Beispiel 4.13 hatten wir das erste Integral H(a,b,p) = a + b+ 3p
bestimmt, das einer konstanten Gesamtmenge entspricht. Also verlaufen hier alle
Losungen auf der affinen Ebene a + b+ 3p = H (ay, bo, po), sodass eine der Spezies
redundant ist. Zum Beispiel ist das Produkt 3p(t) = H(ag, by, po) — a(t) — b(t) durch
die Anfangswerte und die Konzentrationen a(t) und b(t) gegeben.

Oft ist H nur auf einer offenen Menge Dy C D definiert. Dann kann f auf D
einschrénken; was unproblematisch ist, wenn Dy invariant im Sinne des néchsten Ab-
schnittes ist. Sei H € C''(D,R). Soweit VH (z) # 0 gilt, ist N, eine C*-Hyperfliche
mit Normalen VH(z). Also ist f(z) eine Tangentenrichtung an N, bei z.

Wir geben zuerst eine niitzliche Charakterisierung erster Integrale durch f selbst
an, falls H stetig differenzierbar ist.

SATZ 5.5. Seien f: D — R™ lokal Lipschitz und H € C*(D,R™). Genau dann
ist H ein erstes Integral von (4.1), wenn die Gleichung

0= (VH@)If() = 32 k() fu(s) 5:2)

fiir jedes x € D gilt.

BEWEIS. Seien uy € D und u die maximale Losung von (4.1) auf D. Es gelte
zuerst (5.2). Dann liefern die Kettenregel, (4.1) und die Voraussetzung die Identitét

L H(u(t) = (VH)u)' (1) = (VH)(ut)|f(u(t))) =0

fir t € Jpax (7). Also ist H o u wie behauptet konstant.
Sei nun H ein erstes Integral. Dann folgt ahnlich wie oben

0 =5 H(u(t)) = ((VH)(u(®))| f(u(1))).
Fir t = 0 ergibt sich daraus 0 = (VH (ug)|f(up)) und somit die Behauptung. [

Seien nun m = 2 und H € C'(D,R) ein erstes Integral von (4.1) mit VH (x) # 0,
sofern f(x) # 0 ist. Fiir jede Zahl ¢ im Bild von H ist dann

N, =N\ {z € D| f(z) = 0}

eine disjunkte Vereinigung von C*-Kurven, die sich nur in Nullstellen von f beriihren
konnen. (Sieche Abschnitt 4.1 in Analysis 3.) Damit liegen die Bahnkurven der
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Losungen von (4.1) im Grunde fest, sodass wir eine Charakterisierung der Orbits
wie in Satz 5.2 fir m = 1 erwarten konnen. Um dies durchzufithren, miissen wir
allerdings die lokale Graphendarstellung von N im Detail verwenden.

Fir ug € D mit H(up) = ¢ und f(ug) # 0 bezeichnen wir mit N.(ug) die Kurve
in N., die uy enthélt. Da der Orbit keine Fixpunkte enthélt, ist v(ug) in N.(ug)
enthalten. Unter den obigen Voraussetzungen zeigen wir nun, dass N.(ug) gleich
dem Orbit y(up) ist. Demnach ist u eine Parametrisierung von N.(u), die dieser
Kurve eine Orientierung gibt, und der Vorwértsorbit von ug erfiillt

Y+ (uo) = {2 € No(ug) | It € [0,#(ug)) : v = u(t)} = N (uo).
Wir konnen fiir den Beweis etwa annehmen, dass 0y H (ug) # 0 ist. Da ferner
0= fl (UQ)alH(Uo) -+ f2(U0)82H(U0)

und f(ug) # 0 gelten, kann fi(ug) nicht verschwinden. Es sei etwa fi(ug) > 0.
Nach Theorem 3.40 tber implizit definierte Funktionen in Analysis 2 (und dem
Satz von Minimum) existieren solche offene, beschrankte Intervalle Uy, Uy C R mit

ug € Uy x Uy = U C D und eine Funktion h € C1(Uy,R) mit h(U;) C Us, dass
N.OU = No(uo) U = {(€h(E) €€ U1} wnd  fi(&A(€) 20> 0

fur alle £ € U, erfillt sind. Insbesondere gibt eine Zahl & € Uy mit ug = (&, h(&)).

Weiter bezeichnen wir mit Jy das maximale Teilintervall von R, das 0 enthélt
und fir das das Orbitstiick {u(t) |t € Jo} in U N N.(up) enthalten ist. Seien etwa
t > s aus Jy. Dann folgt mit (4.1) die Ungleichung

w () — u(s) = /: o (7) dr = /St fulu(r)) dr > 6(t — s).

Also wachst uy strikt auf Jy, und Jy ist mit U; beschrankt. Wenn sup uq(Jy) <
sup U; wére, dann lieferte die Monotonie den Grenzwert u(t) — vy in U; fir
t — sup Jy = t,. Wir kénnen nun

vp = h(v) = lim h(u () = lim us(?)

setzen. Wegen der Stetigkeit von H liegt der Vektor v = (vy,v2) in N.(ug) N U.
Somit verlauft die Losung @ von (4.1) mit Anfangsbedingung a(t,) = v zumindest
fur ein kleines Zeitintervall in U N N.(ug). Gemafl Lemma 4.6 16st die aus v und @
zusammengesetzte Funktion auch (4.1). Damit ist die Definition von Jy verletzt,
und wir erhalten sup u;(Jy) = sup Uy. Genauso behandelt man das Infimum, sodass
u1(Jo) = Uy und damit
Ne(uo) MU = ~(ug) NU

gelten. Nach Abschnitt 4.1 in Analysis 3 konnen wir N.(ug) tberlappend mit
solchen Mengen U iiberdecken. Es folgt v(ug) € N.(up) und somit die Behauptung
V(uo) = Ne(uo).

Wir kénnen nun die Trajektorien von (4.1) durch die Lage der Nullstellen von
f und die Kompakheit oder Beschrénktheit der Menge N.(ug) beschreiben. Die
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Orientierung der Losung wird dabei durch die Richtungen von f festgelegt. Die Zeit
t spielt die Rolle des Kurvenparameters von N.(ug). In Teil d) kann #(ug) endlich
oder unendlich sein.

SATZ 5.6. Seien f : D — R? lokal Lipschitz, uy € D, u die mazimale Losung
von (4.1) und (4.2), H € C*(D,R) ein erstes Integral von (4.1) mit VH(x) # 0
fir alle x € D mit f(z) # 0 und ¢ .= H(up). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Wenn f(ug) = 0 ist, dann ist ug ein Fizpunkt.
b) Seien f(ug) # 0 und N.(ug) kompakt. Dann ist y(ug) = N.(ug) periodisch.

c¢) Seien f(ug) # 0, die Nullstellenmenge {x € D | f(x) = 0} diskret und NI (ug)
beschrankt mit Abschluss in D, aber nicht kompakt. Dann ist t(ug) = +o0o und u(t)
konvergiert fiir t — 400 gegen einen Fizpunkt u, € D.

d) Seien f(ug) # 0 und N (ug) unbeschrankt oder N} (ug) NOD # 0. Dann gibt
es Zeiten t, — t(ug)~ mit |u(t,)], = +oo oder dist(u(t,),0D) — 0 fir n — oco.

Es gelten analoge Aussagen wie in ¢) und d) firt < 0.

BEWEIS. Die Behauptung a) wurde schon in Bemerkung 4.16 gezeigt.

Wenn N, (ug) kompakt ist, kann es durch endlich viele tiberlappende Mengen U
wie in der Vorbemerkung tiberdeckt werden. Deswegen gibt es eine Zeit ¢ # 0 mit
u(t) = up. Nach Satz 4.15 ist dann y(ug) periodisch und Aussage b) ist gezeigt.

Unter den Voraussetzungen von c) ist der Vorwartsorbit v, (ug) beschrankt
und hat einen positiven Abstand zu 0D. Also gilt #(ug) = +o00 nach (4.11). Wir
verwenden die Menge

wy (ug) = {x € R*|3t, = +o0: u(t,) =z (n — o0)}.

Wegen der Voraussetzung ist sie eine Teilmenge von D. Da H auf D stetig ist, liegt
wy (ug) in N,. Die Vorbemerkung impliziert die Inklusion w, (ug) C f~*({0}) N N..
Es ist bekannt, dass die Menge w (ug) wegzusammenhéngend ist, siehe Propositi-
on 8.4.1 in [5] oder den Beweis von Theorem 6.15 unten. Wegen der vorausgesetzten
Diskretheit von f~({0}) muss dann w, (ug) gleich einem Equilibrium {u,} sein.
Proposition 8.4.1 in [5] liefert nun Behauptung c).

Die Aussage d) folgt direkt aus der Gleichheit v, (ug) = N (ug). O

Wie bestimmen nun erste Integrale fiir zwei typische Beispiele und beschreiben
alle (relevanten) Trajektorien. Wir beginnen mit ungedampften Schwingungen.

BEISPIEL 5.7. Sei u(t) die Auslenkung des Massenpunktes m > 0 an einer Feder
mit der Riickstellkraft —F(u(t)). Das Newtonsche Gesetz lautet dann
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Wir setzen g = —LF und f(z,y) = (y,g(z)). Sei F': R — R lokal Lipschitz. Dieses
System wird durch das Anfangswertproblem

i@gg):f“‘(“’”“)):(—;%u») (Zif&)))’ 120 o5
w(0) = up,  v(0) = o,

fiir (ug,vg) € R? beschrieben. Theorem 4.9 liefert die maximale Lésung (u, v).
Um ein erstes Integral zu erhalten, multiplizieren wir die erste Zeile in (5.3) mit
g(u(t)) und die zweite mit v(t). Durch Gleichsetzen folgt die Formel

u'(t)g(u(t)) = v(t)g(u(t)) = v'(t)v(t)
fir t € Jmax(uo, vo). Wir integrieren diese Funktionen und erhalten mit der Sustitu-
tionsregel (fiir = u(s) und y = v(s)) die Formel

0=~ /tg(U(S))ul(S) ds + /tv(s)v’(s) ds = 7711 " F(z)dz + /U:(t
/Ut dx—l—ffu —7/ dx_ig

fir ¢ € Jpax (o, vo). Also ist

H:R*—=R; H(z,y) = 1/IF(s)ds+1y2,
m Jo 2
ein erstes Integral von (5.3). Physikalisch ist es die Summe aus potentieller und
kinetischer Energie (bis auf einen Faktor m). Im linearen Falle einer Hooke schen
Feder gilt F(z) = sa fiir eine Konstante £ > 0 und damit H(z,y) = 3~2? + 3y
Das Fadenpendel aus Beispiel 4.11 kann man genauso behandeln, Wobel T}?F (x) =

Zsinz gilt und u(t) ein Winkel ist. Es ergibt sich

1
H(x,y)zl 1—cosx)~|—§y220 fur (:E,y)ERQ.

o
Wir erhalten hier VH(x,y) = (7 sinz,y). Die Funktionen f und VH haben genau
die Nullstellen (km,0) fir k € Z die die Equilibria der Gleichung sind. Ferner ist
0 = H(2km,0) das (lokal strikte) Minimum von H und 2k sind alle Minimalstellen.
Wir wissen schon aus Beispiel 4.11, dass alle Losungen global sind.

Um die Niveaulinien von H fiir das Fadenpendel zu bestimmen, setzen wir
¢ = H(ug,vo) und 16sen ¢ = H(x,y), was dquivalent zur Gleichung

y® = 2c — 27(1 — cosx) /¢ (5.4)
ist. Wenn man beriicksichtigt, dass die rechte Seite nichtnegativ sein muss, erhélt
man vier Félle fiir ¢ und fiinf Orbittypen.

1) Sei ¢ = 0. Es folgt cosxz = 1, und somit ist (z,y) = (2km,0) = (ug, vp) mit
k € 7Z ein Fixpunkt. Er entspricht einem nach unten hdngenden Pendel. (Diese
Ruhelage ist ‘stabil’.)
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2) Sei ¢ € (0,2v/¢). Daraus folgt 1 — c¢l/v € (—1,1). Deswegen gilt 2¢ — 2y(1 —
cosx)/¢ > 0 genau fur x € 27k — x., 27k + z.] = J mit x. = arccos(1 — cl/v) €
(0,7) und k € Z. Wegen (5.4) ist also die Niveaulinie N, durch die zwei Graphen

y(x) = j:\/Zc —29(1 —cosz)/¢, x € Jy,

gegeben. Da die beiden Zweige bei (27k — z.,0) bzw. (2rk + x.,0) zusammen
stolen, besteht N, aus einer Folge disjunkter, geschlosssener und einfacher Kur-
ven, die jeweils symmetrisch zur x-Achse und der Geraden y = 27k sind. Auf
diesen kompakten Teilkurven liegt keine Nullstelle von f, sodass nach Satz 5.6
fir H(up,v9) = ¢ € (0,27/¢) der Orbit (u,v) periodisch ist und eine gewohnliche
Pendelbewegung beschreibt.

3) Sei ¢ = 2/¢. Dann besteht die Niveaulinie zum einen aus den Fixpunkten
(uo,v0) = ((2k + 1)m,0) fiir k € Z, die dem nach oben stehenden Pendel (einer

‘instabilen” Ruhelage) entsprechen. Fir x € (2km — 7,2km + 7) = J;, kann man
(5.4) zu

y(x) = i\/27(1 +cosx)/l, x € Jp, (5.5)

fiir ein k € Z auflésen. Die beiden Zweige schneiden sich nicht und beriihren sich in
den instabilen Equilibria. Nach Satz 5.6 konvergieren diese Losungen fiir ¢ — 400
bzw. t — —oo gegen je einen der beiden Fixpunkte (2km 4 7,0). Solche Orbits
nennt man heteroklin. (Trajektorien, die einen Fixpunkt mit sich selbst verbinden,
heiflen homoklin.)

4) Sei ¢ > 2v/¢. Dann ist 2¢ — 2y(1 — cosz)/{ fur alle z € R positiv. Damit
besteht N, aus den beiden unbeschrankten Kurven

y(x) = j:\/QC —29(1 —cosx) /¢, z e R.

Fir H(ug,v9) > 27v/¢ haben wir folglich (globale) unbeschrankte Losungen auf
einer dieser Kurven. Diese Losungen beschreiben ein sich tiberschlagendes Pendel.

Die Energie des Anfangswerts legt also fest, auf welchen Kurventyp die Losung
verlduft (mit dem Sonderfall des instabilen Fixpunktes in Fall 3), und (uo,vo)
den genauen Startpunkt. Da fi(u(t),v(t)) = v(t) ist, streben die Losungen in der
oberen Halbebene nach rechts, und in der unteren nach links. Also konvergieren
die heteroklinen Orbits aus (5.5) fir ¢t — 400 gegen (2km £ 7,0), wenn vy > 0 ist,
sowie gegen (2km F 7,0) im Falle vy < 0. Dabei ist ¢t der Kurvenparameter, den
man in der (u,v)-Ebene nur ‘sehen’ kann, wenn man sich die Punkte (u(t),v(t))
in Bewegung denkt. O

Als néchstes besprechen wir das urspriingliche Rauber-Beute Modell von Volterra
und Lotka (1926), in dem die Beutespezies ohne Rauber exponentiell wachsen wiirde.

BEISPIEL 5.8. Es sei u die Grofle der Beutepopulation mit ungedampften Wachs-
tum und v die Grofle der Réduberspezies, die sich nur von dieser Beute erndhrt. Fiir
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Konstanten a, ¢, r, s > 0 erhalten wir die Gleichungen
u'(t) = au(t) — ru(t)v(t), t>0,
V'(t) = —cv(t) + su(t)v(t), t>0, (5.6)
u(0) = ug > 0, v(0) = vy > 0.
Nach Beispiel 4.13 gibt es genau eine nichtnegative Losung fiir alle ¢ > 0. Die
Differentialgleichungen in (5.6) haben den Fixpunkt (0,0) und auf den beiden
positiven Halbachsen die Losungen (e*ug,0) und (0,e “wvg) fir alle ¢ € R und
ug > 0 bzw. vy > 0. Also besteht 8Ri aus Orbits. Da Losungen stetig sind und
sich nach Satz 4.15 nicht schneiden, kann keine Trajektorie aus R herauslaufen.
Sei nun (ug, vy) > 0. Da die Losung positiv bleibt, konnen wir (5.6) auf D = R?
einschranken.
Man kann ein erstes Integral wie im voherigen Beispiel berechnen. Wir verwenden

hier aber eine etwas andere Technik (siehe Abschnitt 5.1 von [2] fiir den theoretischen
Hintergrund). Aus (5.6) bilden wir den Quotienten

u'(t) _a— ro(t)  u(t)
v'(t) v(t)  su(t) —c’
su(t) — ¢ — o) a—ro(t

u'(t
S0 10
fir ¢ > 0, wobei wir in der ersten Zeile eventuelle Nullen im Nenner ignorieren.
Integration und Substitution liefern nun

0= | t 5“5()7)_ “(r)dr + | t T”(UT()T; Cv'(r) dr

u(t) u(t) u v
:/ <s—c>dx—|—/ (r—a>dy:{sx—clnx} (t)—i-[ry—alny} (t).
uo T v Yy uo Vo

Also hat dieses System das erste Integral

H: Ri - R, (z,y)=srx—clnx+ry—alny.
(Probe mit Satz 5.5!) Wir untersuchen diese Funktion. Es gelten

VH(z,y) = <

fir x,y > 0. Somit ist

1

cx™? 0
1) und D*H(x,y) = < 0 ay‘2>

S —cxr~
rT—ay

(Us, Vi) = <c7a> >0

die einzige Nullstelle von VH und die Hessematrix D?H ist auf R% positiv definit.
Weiter konvergiert H(z,y) — +oo fir x — 0, 2 — 400, y — 0 oder y — +o0.
Also nimmt die Funktion H bei (u,v,) ihr globales und striktes Minimum

ke =c—cln(c/s) +a —aln(a/r)
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an; d.h., es gilt H(z,y) > k. fir alle (z,y) € R2 \ {(u,v)}. Man sieht leicht ein,
dass (u.,vy) die einzige Nullstelle von

f(@,y) = (ax — ray, —cy + swy)
in Ri ist; sie heiit Koezistenzequilibrium.
Sei (ug, vo) € R2\{(us, vs)}. Dannist x = H(ug,v9) > k. und auf der Niveaulinie

N, liegt kein Fixpunkt. Um diese zu bestimmen, 16sen wir die Gleichung H (x,y) = k
und damit

YY) =ry—alny =k — sz +clnz = @.(x) (5.7)
fir z;y > 0 nach y auf. Wir miissen dafiir die Funktion ¢ : Ry — R umkehren.
Dazu bemerken wir, dass v (y) fir y — 0 oder y — +o00 nach 400 strebt. Weiter
gilt ¥'(y) = r — a/y, sodass ¢ auf (0,a/r) strikt fallt, auf (a/r, +00) strikt wachst
und bei a/r das strikte, globale Minimum

Y(a/r) =a—aln(a/r) = 2
besitzt. Somit ist ¢ : R, — [z, +00) surjektiv und besitzt die zwei bijektiven
Linksinversen

h_ : [z, +00) = (0,a/r] und  hy [z, +00) = [a/r, +00)

mit h_(z9) = a/r = hy(2). Entsprechend zeigt man, dass die Abbildung ¢, :
R; — R auf (0, ¢/s] strikt wachst, auf [¢/s, +00) strikt fillt, das strikte globale
Maximum

ve(c/s) =k —c+cln(e/s) > ke —c+ cln(c/s) = 2z

hat und gegen —oo fiir x — 0 oder x — 400 strebt. Somit existieren genau zwei
Zahlen 0 < @1 < ¢/s < @ mit [x1, x2] = ., ([20, +00)) und ¢, (;) = 2. Insgesamt
besitzt die Gleichung (5.7) die Losungsmenge

N, = {(z,y) |x € [x1,22], y = he(ps(z))}.

Da hy(pk(z;)) = h—(px(z;)) = a/r fur j € {1,2} gilt, stoBen die Enden der beiden
Zweige von N, zusammen und diese Menge ist eine geschlossene einfache Kurve.

GemaB Satz 5.6 hat (5.6) in R? neben (u.,v,) nur periodische Orbits. Der Wert
H (ug,vo) legt schon fest, auf welcher Niveaulinie die Losung liegt, und (ug, vg) ist
der Startpunkt. Fiir x,y > 0 gelten weiter

file,y) 20 fir ySa/r  und  foley) 20 fir o2 cfs.

Folglich verlaufen die Losungen auf ihrer Niveaulinie im Gegenuhrzeigersinn.

Sei T" > 0 die Periodendauer von (u,v). Wir diskutieren noch die mittlere
Speziesgrofien

S d d s L d
uif/o u(t)dt  un vif/o v(t) dt
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mit einem dhnlichen Trick wie oben. Wir konnen die erste Gleichung in (5.6) mit
1/(Tu(t)) malnehmen (weil u positiv ist) und dann iiber ¢ integrieren. Es folgt

i

Mit der Substitution x = u(t) wird die linke Seite zu

1 /7
dt:—/ (@ —rv(t))dt =a —rv.
T Jo

1 o) dx
T uQ x -
da u(T) = uy. Analog verwenden wir die zweite Gleichung und erhalten insgesamt
a c
V=— =, und U= — = Uy.
r s

Also sind die mittleren Anzahlen unabhéingig vom Orbit!

Wir nehmen nun an, die Parameter a und ¢ beriicksichtigen auch den Effekt einer
Bejagung beider Spezies, wobei r und s davon nicht betroffen sein sollen. Wenn
diese reduziert wird, dndert sich a zu a* > a und ¢ zu 0 < ¢! < ¢. Also gelten fiir die
neuen mittleren GréBen v¥ > v und @* < 1. Also sollte bei reduzierter Jagd (oder
Fischfang) der Anteil der Rauber im Fang ansteigen. Dies wurde wohl in Ttalien
wahrend des Ersten Weltkrieges beobachtet, als im Mittelmeer weniger gefischt
wurde. Dies war der Ausgangspunkt fiir Volterras Untersuchungen. O

5.2. Invariante Mengen

Seien f € C'(J x D,R™) lokal Lipschitz und t, < sup J. Wir wollen in diesem
Abschnitt eine Bedingung an f und D finden, die die folgende Eigenschaft impliziert.

DEFINITION 5.9. Sei M C D. Die Menge M heif§it positiv invariant fir (4.1),
wenn fir jedes ug € M alle Losungszustinde u(t) von (4.1) und (4.2) firt €
[to, t(up)) in M liegen. (Negative Invarianz definiert man dhnlich.)

Wir hatten in Satz 4.12 die positive Invarianz von M = RY, aus der Bedingung
Vte J, x € ORYy mit x, =0: 02> —fi(t,z) = (f(t,2)|—ex) = (f(z)|v(2))

erhalten, wobei —ex = v(z) eine dulere Normale an RZ, bei x ist. Man beach-
te, dass der Kosinus des Winkels zweier nichttrivialer Vektoren v und w durch
(vjw)|v|3tw|3" gegeben ist. Somit bedeutet die obige Bedingung gerade, dass der
Winkel zwischen f(z) und v(x) im Betrag grofier gleich 7/2 ist. Mit anderen Wor-
ten, weist f(¢,z) bei jedem = € ORZ, nicht aus RZ, heraus. Aus dieser Eigenschaft
wollen wir unten die Invarianz recht allgemeiner M schlieen.

Dafiir benétigen wir als Hilsmittel die (untere rechtsseitige) Dini-Ableitung. Fur
eine Funktion ¢ € C(Jy,R) und ¢t € Jy \ {max Jy} definiert man sie durch

Doplt) = lim + (plt+h) = o(t) € [~o0,+oc].

h—0t+

Fir differenzierbare ¢ gilt natirlich ¢' = D, .
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Wir verwenden im Beweis von Theorem 5.14 das folgende Vergleichsprinzip.
Unten sehen wir, wie man mit Hilfe dieses Lemmas das globale Existenzkriterium
aus Satz 4.10 verfeinern kann. (Siche auch die Ubungen.)

LEMMA 5.10. Seien m = 1, f € C(J x R,R) lokal Lipschitz in x, ug € R,
[t0,b) C J und ¢ € C([to,b),R) erfille

D+(P(t) < f(ta gp(t)), te [t()a b)a SO(tO) < Up-

Sei u die mazimale Lésung von (4.1) und (4.2). Dann gilt p(t) < u(t) fir alle
t € [to, min{b, t(up)}).

BEWEIS. Wir wollen per Widerspruch argumentieren. Dazu missen wir (so wie
im Beweis von Satz 4.12) zundchst den Anfangswert und die Funktion f etwas
modifizieren. Sei dazu T' € (to, min{b, t(up)}). Fiir jede Zahl n € N haben wir eine
maximale Losung u, des Problems

u,(t) = flt,un () + 1, t>to; un(to) = up + +. (5.8)

Nach Theorem 4.9 gibt es so einen Index ng € N, dass w,, auf [ty, T] fur alle n > ng
existiert, und (u,(t)), gegen u(t) fur jedes t € [to, 1| konvergiert. Wir zeigen,
dass u,(t) > (t) fir alle t € [to,T] und n > ng ist. Dann gilt im Grenzwert
n — oo auch u(t) > ¢(t) fir alle t € [ty,T], und das Lemma ist gezeigt (weil
T € (to, min{b, t(ug)}) beliebig ist).

Wir nehmen an, diese Behauptung wére falsch. Dann gibe es einen Index N > ny
und Zeiten ¢y <ty in (to, 7] mit p(t1) = un(t1) und @(t) > uy(t) fur alle t € (1, t2].
(Hier verwenden wir die strikte Ungleichung uy(ty) > ¢(to) und die Stetigkeit von
¢ und uy.) Sei (hy) eine Nullfolge in (0, ¢y — t1), fiir die der Limes Inferior in der
Dini-Ableitung D, p(t;) angenommen wird. Die obigen Eigenschaften implizieren
die Abschétzung

1 1
— (@t + i) = @(t1)) > 7= (un (1 + hi) — un(t1))
hk hk
fir alle k. Im Grenzwert & — oo folgt nun mit der Voraussetzung und (5.8) der
Widerspruch
flti,o(th)) = Dip(ty) > un(t) = fti, un(t) + 5 = f(t,9(t) + -

Also gilt das Lemma. U

BEISPIEL 5.11. Wir nehmen an, dass f : R™ — R™ lokal Lipschitz ist. Sei
up € R™, und die maximale Losung u von (4.1) und (4.2) erfiille

w1 = 2(f (wt)]u(®) < e(jut)]3 + ) In(Ju(t)]3 +e)

fiir eine Konstante ¢ > 0 und alle ¢t € [0,%(up)). Die Funktionen ¢ = |ul? :
[0,2(up)) = Rund g : Rsg — R; g(r) = ¢(r+e) In(r+e), sind stetig differenzierbar.
Wir setzen ¢ (irgendwie) zu einer Funktion in C'(R,R) fort, um Lemma 5.10
anwenden zu konnen. Es gelten ¢’ < g(p) und ¢ > 0.
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Sei ¢ die maximale Lésung von ¢/ (t) = g(¢(t)) mit 1(0) = |ug|3 = ©(0). Setze
t. = min{t(up),t’(x(0))} und J, = [0,¢,). Lemma 5.10 impliziert 0 < (t) < ()
fir t € J,. Wir zeigen gleich #’(¢(0)) = 400, sodass ¢ im Falle eines endlichen
t(ug) beschrankt bliebe, was dem blow-up Kriterium (4.11) in Picard-Lindel6f
widersprache. Daraus ergibt sich t(ug) = +oc.

Um t/(1(0)) = +oo zu zeigen, behandeln wir statt ¢ die grofiere Funktion
Y =1 + e > e. Diese 16st

V() =) = g(@(t) =g((1), t20,  P(0)=lulz+e,  (5.9)

fir die verschobenen Nichtlinearitdt ¢ : R — R; g(7) = ¢g(7 — e). Wir haben
g(r) = crnT fir 7 > 0. Wieder mit (4.11) folgt aus der globalen Existenz von
¢ die gewtinschte von ¢. Wir 16sen (5.9) mittels der Trennung der Variablen. Sei

t € [0,27(x(0))). Dann folgt mit den Substitutionen x = 1(s) und y = Inx

t t b(t) In3(t) 1 n )
t= / lds = ~w~(8) ds = / de / vdy _ Inyl wo
0 0 g(¢(s)) $(0) cxIn(z)

Inlne(t) = ct + Inln(0) = ct + .

= n -
mg) crlne? ¢ ylnw(O)

Daraus folgen 1)(t) = exp (exp(ct + co)) und #(1(0)) = +o0.
Man kann den Beweis fiir In® mit o > 0 statt In modifizieren. Fiir o < 1 erhalten
wir wieder globale Existenz, im Falle a > 1 gilt jedoch #7(3(0)) < +o0. O

Wir formulieren nun das Normalenkonzept, welches zum Beweis des folgenden
Theorems passt.

DEFINITION 5.12. Sei M C R™ abgeschlossen. Eine duflere Normale an OM bei
y € OM st ein Vektor v € R™\ {0} mit

Bly+v,|vl,) N M = 0.
Wir schreiben dann v € Ny (y).

AuBere Normalen existieren nicht immer (etwa an einer einspringenden Ecke) und
sind nicht immer eindeutig bestimmt (etwa an einer nach auflen weisenden Ecke),
wie man sich mit Skizzen klarmachen kann. Wir geben nun die beiden wichtigsten
Spezialfille an.

BEMERKUNG 5.13. a) Sei 9M € C? (siehe Definition 4.18 aus Analysis 3) und
n der auflere Normalenvektor an yy € M wie in Bemerkung 4.19 aus Analysis 3.
Dann ist an fiir geniigend kleine o > 0 eine duflere Normale bei 3 im Sinne von
Definition 5.12.

BEWEIS. Sei 3y € OM. Wir haben den dufleren Normalenvektor n an 0M im
Sinne von Bemerkung 4.19 aus Analysis 3. Er ist gleich Vg(y), wenn OM lokal
die Nullstellenmenge von g ist und M° lokal durch g < 0 beschrieben wird. Sei
(@ eine orthogonale Matrix (), die n auf e,, abbildet. Wir verwenden die neuen
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Koordinaten §j = ®(y) = Q(y — yo) und § = g o ®~1. Dadurch wird yy auf 0 und n
auf Vg(0) = ((go@7'))"(0) = (@) Vg(yo) = Qn = eyn.

Wie in Bemerkung 4.3 in Analysis 3 erhalten wir Radien ' > r > 0, U; =
B(0,7) € R™ 1 ein offenes U C R mit 0 € U := U; x Uy und eine Funktion
h € C*(B(0,7),R) mit h(U;) C Uy, VA(0) =0 und

OMNU =A{(z,s) e U|s=h(x)}, M°NU ={(z,s) e U|s < h(z)}.
(Wir lassen die Tilden wieder weg, da die Transformation ® an der Aussage nichts
andert.) Hier ist g(x,s) = s — h(x) und (—Vh(x), 1) die &uBere Normale, die bei
Yo = 0 gleich e,, ist

Sei v = ae,, fiir ein a > 0. Genau dann liegt ein Punkt y = (z,s) € R™! x R in
B(v,|v|2), wenn |y—v|3 = |z|3 + (a—s)* < o? = |v|3 ist. Daraus folgen ||y < o und

2 2
s>a—\/a2—\x|%:a(1—\/1—a—2|x]%) Za(l—( —Lﬂi)) :|2x0|f7

wobei die Ungleichung /1 —a <1 —a/2 fir a € [0, 1] einging. Seien andererseits
¢ = maxp,< [|R"(§)|l, @« < min{r,1/c} und = € B(0,a). Wegen h(0) = 0 und
Vh(0) = 0 liefert der Satz von Taylor 3.27 aus Analysis 2 dann die Ungleichung

h(z) < 213 max ||h" ()] < lzlz < s.
T2 [ T 2a

Somit ist der Schnitt von B(v, |v|2) mit M leer, falls @ < min{r, 1/c} ist. O

b) Konvexe abgeschlossene Mengen M haben an allen y € 9M &duflere Normalen,
sieche Lemma 7.3.1 und Bemerkung 7.3.2 in [5]. Dort wird insbesondere bewiesen,
dass fir jedes x ¢ M genau ein ‘LotfuBpunkt’ y € OM mit minimalen Abstand zu
x existiert und x — y eine duflere Normale bei y ist. O

Nun formulieren wir das angekiindigte Invarianzkriterium, das man gemafl der
obigen Bemerkung etwa fiir konvexe M oder solche mit C*~Rand anwenden kann.

THEOREM 5.14. Seien f € C(J x D,R™) lokal Lipschitz in x, ty € J \ {sup J}
und M C R™ abgeschlossen mit M C D. Jeder Punkt y € OM besitze eine duflere
Normale. Es gelte die Invarianzbedingung

Vye oM, ve Ny(y), teJ: (f(t,y)lv) <O0. (5.10)
Dann ist M fir (4.1) positiv invariant.

BEWEIS. 1) Wir nehmen an, die Aussage wére falsch. Dann gébe es einen
Anfangszustand vy € M und eine Zeit t) € (to, t(uo)) mit u(ty) € D\ M. Dau™*(M)
abgeschlossen und u~!(D \ M) offen sind, erhalten wir so eine Zahl t; € [ty,}),
dass die maximale Losung u fir ¢; in M liegt und fir alle ¢ € (¢1,t,] auBlerhalb.
Um einen Widerspruch zu bekommen, wollen wir die Voraussetzung (5.10) in einer
‘Energieabschitzung’ wie im Beweis von Satz 4.10 verwenden. Dazu setzen wir

p(t) = dist(u(t), M) = inf Ju(t) — ]
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fur t € [to,t(up)). Nach Korollar 2.52 in Analysis 2 ist p : [to, t(ug)) — R stetig,
verschwindet bei ¢; und ist positiv auf (¢y,%}], weil M abgeschlossen ist. Sei ferner
7(t) = maxsep, 4 p(s) fiir t > t1. Da r(t) — 0 fiir t — ¢4, gibt es ein ¢, € (t1,t5] mit
. / _ . _
r(te) < dist(u([t1,t5]),0D) = te[tléa’fyeaD lu(t) — yla.
Folglich liegt die kompakte Menge K = Uycpy, 4, B(u(t), 7(t2)) in D. Weiter ist f
nach Lemma 4.3 auf [tq,%s] x K Lipschitz in x mit einer Konstanten L > 0.

2) Da p im allgemeinen nicht differenzierbar ist, suchen wir eine glatte Variante.
Sei dazu 7 € (t1,t2] (zunéchst) fest gewéhlt. Es gibt Vektoren y, € M mit
|u(T) = ynl2 — p(7) fiir n — oo. Da die Folge (y,) beschrankt ist, hat sie einen
Haufungspunkt y, € M mit |u(7) —y,|2 = p(7). Insbesondere ist y, in K enthalten.
Weiter liegen die Punkte su(7) + (1 — s)y, fur s € (0,1] nicht in M (weil ihr
Abstand zu u(7) kleiner als p(7) ist) und sie streben fir s — 0 gegen y,. Somit
gehort y, zu OM. Sei v = u(7) — y,. Dann ist y, + v = u(7) und ein Vektor z mit
|z — u(7)|2 < |v|]2 = p(7) liegt nicht in M. Also ist u(7) — y, eine duflere Normale
von M an y,. Wir setzen schliefSlich

o [to, t(uo)) = R;  o(t) = |u(t) — yrla-
Diese Funktion ist stetig differenzierbar bei t € (t1, %3], da dann u(t) kein Element
von M und demnach ungleich y, ist. Weiter gelten p(7) = o(7) > 0 und p < 0.

3) Diese Eigenschaften liefern die zentrale Ungleichung

1 1

Lolr + 1) = () < 1 (o(r +h) — o(7)
fur h > 0. Im Grenzwert h — 0 erhalten wir daraus D, p(7) < ¢'(7). Um o’ gegen
p abzuschitzen, differenzieren wir o(t)? (statt |u(t)|3 wie in Satz 4.10) und folgern
mit der Kettenregel und (4.1) die Identitat

1d

o' ()o(t) = 5 4 o (1) = (ult) =y [/ (£) = (ult) =y [t u(1))).

fir ¢ € (t1,ts]. Die Voraussetzung (5.10) und die Lipschitzeigenschaft von f impli-
zieren nun fiir ¢ = 7 die Abschéatzung

o'()o(7) < (u(r) =yl f(r,u(7)) = f(7,7)) < Llu(r) = ye[3 = Lp(r)o(7),
o'(r) < Lp(7).
Insgesamt haben wir D, p(7) < Lp(7) gezeigt. Hier konnen wir jetzt 7 durch jedes

t € (t1,t5] ersetzen. Aus Lemma 5.10 mit f(¢,s) = Ls und p(t;) = 0 schliefien wir
p =0 auf [t],t5], was ein Widerspruch ist. O

Es gibt eine Variante des obigen Satzes, in der die Invarianz beliebiger abgeschlos-
sener Mengen M mit einer unhandlicheren Bedingung sogar charakterisiert wird,
siehe Satz 7.1.4 in [5]. Fiir konvexe M sind diese Bedingung und (5.10) dquivalent,
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sieche Lemma 7.3.3 in [5]. Wir diskutieren ein typisches Beispiel, das biochemische
Ostzillationen umfasst.

BEispiEL 5.15. Fiir Konstanten «, 3, u > 0 betrachten wir das System
u'(t) = a— g(u(t),v(t)), t>0,
V(t) = B — polt) + g(ult), o)), t=0, (5.11)
u(0) = ug > 0, v(0) = vy > 0.

Wir bezeichnen die rechte Seite der Differentialgleichungen mit f. Dabeisei D O RZZO
offen und g € C*'(D,R?) erfiille

Va,y>0: Oig(z,y) >0,  dg(x,y) >0,
Vaz,y>0: g(0,y) <0,  g(z,0) 20, (5.12)
Vy>0: rli_}rg()g(a:,y) > .
Ein Beispiel dafiir ist das reduzierte ATP-ADP System, bei dem

cruv?

u,v) =
9(u,v) Co + V2 + cyuv?

fiir gegebene Konstanten ¢; > 0 gilt, vergleiche Abschnitt 36 in [6]. Hierbei nehmen
wir an, dass die Zufuhrkonstante a kleiner als ¢ /c3 ist.

In (5.11) haben wir nach Theorem 4.9 eine eindeutige maximale Losung (u,v).
Fir z,y > 0 gelten weiter

f1(0,y) =a —g(0,y) >0 fo(x,0) = B+ g(x,0) >0,

sodass die Losung laut Satz 4.12 nichtnegativ bleibt. Seien weiter ug = 0 und
vg > 0. Auf Grund der abgesetzen Ungleichung fiir f; gilt dann

u(t) = /Ot W (s) ds = /Ot Fi(uls), v(s)) ds > 0

fiir kleine ¢ > 0, und entsprechend fiir v. Also liegt die Losung fiir kleine ¢t > 0
sofort in Ri, sodass wir wegen Satz 4.15 iiber Fliisse ug, v9 > 0 annehmen kénnen.
Wir definieren nun eine vorwérts invariante, kompakte Menge M in RZ,, die
(ug,vo) enthilt. Folglich existiert die Losung fiir alle Zeiten. (Wir diskutieren in
Beispiel 6.9 weitergehende Aussagen.)
Um M zu konstruieren, wéihlen wir 0 < ¢ < min{wy, 8/p}. Es seien z,y > 0.
Nach (5.12) und

g(z,y) = g(x,0) + /Oy Oag(z, s)ds

ist g(x,y) > 0. Weiter wachst die Funktion x — g¢(z,y) strikt und ihr Bild enthalt
[0, @] nach dem Zwischenwertsatz. Es also gibt genau eine Zahl u. > 0 mit a =
g(ue, ). Wir setzen ferner v, = (a+ )/ und wahlen R > max{u., ug, up+vo— v }.
Sei M das abgeschlossene Viereck mit den Ecken (0, €), (R, €), (R, v,) und (0, R+wv,).
Die obere Seite liegt also in der durch v = R + v, — u gegebenen Geraden. (Skizze!)
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Zunachst liegt (ug,vg) in M: Entweder ist (ug,v9) € [0, R] X [g,v.], oder wir
haben vy > v, und verwenden uy + vy < R + v,. Theorem 5.14 und die folgenden
Uberlegungen implizieren ferner die positive Invarianz von M fiir (5.11).

1) Auf der linken Vertikalen {0} x [e, R + v,] ist v ein positives Vielfaches von
—e; und wir haben oben schon (f(0,y)| —e1) < 0 gesehen.

2) Auf der Horizontalen [0, R| x {e} ist v positiv proportional zu —es, und es gilt

(f(z,e)] —ex) = —fax,e) = = + pe — g(x,¢e) < —g(x,e) < 0.

3) Auf der rechten Vertikalen {R} x [e,v,] ist v ein positives Vielfaches von e;.
Weiter erhalten wir

(f(R,y)ler) = a — g(R,y) < a —g(ue, €) =0,
wobei die Monotonie von g geméaf (5.12) eingeht.
4) Auf der Diagonalen {x >0, y > v, |x+y = R+ v.} ist v positiv proportional
zu e; + ey. Hier liefert die Struktur von f die Gleichung

(f(xay)|€1+€2)=a+5—uy§a+6—uv*:0.

Somit haben wir die Invarianzbedingung (5.10) fir alle &ufleren Normalen aufer-
halb der Ecken nachgerechnet. Etwa fiir die Ecke (R, v.) ist jede duflere Normale
eine Konvexkombination v = 7(se; + (1 —s)(e; +e2)) mit 7 > 0 und s € [0, 1]. (Ge-
nau fiir solche v ist (R, v,) der Punkt in M mit minimalem Abstand zu (R, v,)+v.)
Die obigen Aussagen zeigen nun

(f(Rv)lw) =7(s(f(Rv.)ler) + (1= 8)(f(R,v.)|er +€3)) <0

Die anderen Ecken behandelt man entsprechend. O



KAPITEL 6

Langzeitverhalten

In den ersten beiden Abschnitten untersuchen wir im autonomen Fall, wie sich
die Losungen von (4.1) in der Néhe eines Fixpunktes fir grofie Zeiten verhalten.
Im letzten Abschnitt diskutieren wir ein Instrument, dass auch globale Aussagen
erlaubt. Dazu seien stets f : D — R™ lokal Lipschitz, o = 0 und J = R. Dies ist
nur ein Einstieg in das Studium des Langzeitverhaltens; andere Fragestellungen
und weitergehende Resultate findet man etwa in [5].

6.1. Stabilitdt von stationdren Losungen

Man kennt in einer Anwendung wegen Mefifehlern den Anfangswert wug nie
ganz genau. Von daher kann man auch einen Fixpunkt w, nie exakt einstellen.
Deswegen ist es wichtig, dass kleine Abweichungen ug — u, die Losung nicht zu
stark beeinflussen. In Erweiterung von Theorem 4.9 ¢) wollen wir nun untersuchen,
wann die Abbildung ug — u(t) bei w, gleichméaflig in ¢ € R>q stetig ist, bzw. wann
alle nahe bei u, startenden Loésungen fiir ¢ — 400 gegen u, konvergieren.

DEFINITION 6.1. Seien u, € D mit f(u,) =0 und u lése (4.1) und (4.2).

a) Der Fizpunkt u, heifst (Lyapunov-) stabil, wenn
Ve>0 35 >0 Yug € B(us,0) N D : t(ug) = +oo und u(t) € Blus,e) (Vi >0).
b) Man nennt den Fizpunkt u. instabil, wenn er nicht stabil ist; das heifst,
deg >0 VneN Jz, € Blu,,1/n) N D mit t(z,) < +oo
oder mit t, — +oo und |u(t,;x,) — s, > 0.
c) Der Fizpunkt u, ist asymptotisch stabil, wenn er stabil und attraktiv ist; d.h.,
dr >0 Yug € Bus,7) N D : t(ug) = +oo und u(t) — u, (t— +00).
Man beachte, dass diese Begriffe nur eine eventuell kleine Umgebung VOn U
betreffen. Es gibt Fixpunkte, die attraktiv aber nicht stabil sind, siehe eine Ubung.

In den néchsten (Standard-)Beispielen sehen wir Fixpunkte, die stabil aber nicht
attraktiv sind. Ferner kann man den Fall D C R einfach und erschopfend behandeln.

BEISPIEL 6.2. a) Im ungeddmpften Pendel aus Beispiel 5.7 sind die Fixpunkte
p; = (2k7m,0) und py = (2km + 7,0) fiir k£ € Z nicht attraktiv, da kein Orbit gegen
p;, und nur zwei gegen p}' konvergieren. Ferner ist das Gleichgewicht pj instabil, da
etwa zwei heterokline Orbits von ihm weglaufen. Hingegen ist p; stabil.

101
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Um letzteres zu beweisen, betrachten wir & = 0. (Andere k& behandelt man
entsprechend.) Die periodischen Losungen um (0, 0) verlaufen auf der Kurve

{(@,9e(2)) |2 € [~20, 2], yelw) = £/2¢ — 29(1 — cos ) /¢}

mit z. = arccos(1 — ¢f/v) € (0,7) und ¢ := H(ug,vp) = Y(1 — cosug)/l + v3/2 <
2v/L. (Siehe Fall 2) nach (5.4).) Sei ¢ > 0. Wéhle ¢(¢) € (0,2v/¢) so klein, dass
e/V2 > || > |2 und |y (z)| < \/2¢(e) < £/+/2 gelten. Dann sind die Punkte
(2, Yee)(2)) in B(0,¢) enthalten. Wir finden nun so einen Radius 6 > 0, dass fiir
alle (ug,vo) € B(0,0) die ‘Energie’ H (ug, vy) = ¢ kleiner gleich c(¢) ist. Also liegt
die Losung (u(t),v(t)) fir alle t > 0 wie gefordert in B(0,¢).

Ahnlich zeigt man die Stabilitit des Koexistenzequilibriums (uy, v4) im Réuber-
Beute Modell mit linearem Wachstum aus Beispiel 5.8.

b) Seien D C R, f € CY(D,R) und f(u,) = 0. Sei f'(u,) < 0. Dann gibt es
eine Zahl r > 0 mit (u, — r,u, +7r) C D, f > 0 auf (u, — r,u,) und f < 0 auf
(us, usx + 7). Nach Satz 5.2 konvergieren dann alle Losungen mit ug € (u, — 7, uy + 1)
monoton gegen u,. Also ist u, asymptotisch stabil. (Fir die Stabilitdt wahlt man
e € (0,r) und setzt einfach 6 = ¢.)

Ahnlich folgt aus der Ungleichung f'(u.) > 0 die Instabilitéit von u,. Im Grenzfall
f'(us) = 0 kann wu, asymptotisch stabil, instabil oder (nicht-asymptotisch) stabil
sein. Betrachte dazu f mit Vorzeichenwechsel +/— bei u, fir die asymptotische
Stabilitat, mit jedem anderen fiir die (evt. ‘halbseitige’) Instabilitat und fiir den
letzten Fall eine Funktion f, die in der Nahe von u, verschwindet. O

Im linearen Fall untersuchen wir (4.1) fiir das Vektorfeld f(z) = Az auf D = R™
und eine Matrix A € R™™. Aus Au, = 0 folgt dann e*u, = u,. Basierend
auf Satz 4.22 erhalten wir hier eine bequeme Charakterisierung der obigen Be-
griffe durch die Eigenwerte von A. Man beachte, dass die Aussagen dabei global
und gleichméfig auf Kugeln um wu, gelten. Weiter ist die Konvergenz gegen u,
automatisch exponentiell.

THEOREM 6.3. Seien A € R™™ wu, € R™ mit Au, = 0 und u die Lésung von
(4.1) und (4.2) zu f(x) = Az und uy € R™. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Der Fizpunkt ist genau dann asymptotisch stabil, wenn die Spektralschranke
s(A) = max {Re A | A Eigenwert von A} <0
erfillt. In diesem Fall gibt es fir jedes a € (0, —s(A)) eine Konstante M, > 1 mit
[u(t) — sy < Maoe™ Jug — u, (Vt>0).

b) Der Fizpunkt u, ist genau dann stabil, wenn s(A) < 0 gilt und jeder Eigenwert
A von A mit Re X\ = 0 halbeinfach ist. Dann gibt es eine Konstante M > 1 mit

ut) = wly < Mlug—wly (V120
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BEWEIS. a) Seien s(A) < —a < 0, up € R™ und ¢t > 0. Laut Satz 4.22 gilt
|et4]] < Mye™ fiir eine Konstante M, > 1. Daraus folgt

Ju(t) = uals = [ (uo — w.)lo < [l Jug — wulo < Mae™|ug — w5 .
Sei weiter € > 0. Wir setzen 6 = ¢/M,,. Fir ug € B(u,,d) folgt die Stabilitit von
u, durch
[w(t) — wy|e < My |ug — iy < Myd =e.

Sei nun s(A) > 0. Wir miissen zeigen, dass u, nicht asymptotisch stabil ist. Nach
Voraussetzung haben wir einen Eigenwert A = s(A) + i mit 7 € R und einem
Eigenvektor v € C™\ {0} von A. Wir konstruieren nun eine reelle Losung, die nicht
gegen u, konvergiert. Es sei etwa Rev # 0. (Sonst verwende Imv.) Die Funktion

u(t) = u, + " Rew 16st (4.1) fiir f(x) = Az und den Anfangswert u, + Rev. Da
et reell ist, gilt

u(t) — u, = e*Rev = Re(e"'v) = Re) t—' Ay = Re(eMv) = W Re(e0).
—n!

(Siehe die abgesetzte Formel nach (4.33).) Wenn 7 = 0 sein sollte, ergibt sich wie
gewiinscht |u(t) —uy]a > |Rewv|y > 0 fir alle t > 0. Im Falle 7 # 0 ist auch s(A) —ir
ein Eigenwert von A (da A reell ist), sodass wir 7 > 0 wahlen konnen. Wir setzen
nun ¢, = 27mn/7 fir n € N und erhalten

u(ty) — u, = @ Re(e?™v) = ¥ Re,

was fur n — oo nicht verschwindet.

b) Man folgert die Stabilitat und die behauptete Abschéitzung wie in Schritt a)
mittels Satz 4.22 aus der Eigenwertbedingung. Wenn s(A) > 0 ist, zeigt man die
Instabilitat wie oben. Sei also s(A) = 0 und A = it € iR ein nicht halbeinfacher
Eigenwert von A. Nach Theorem 5.23 in Analysis 2 gibt es dann solche Vektoren
v,w € C™\ {0}, dass u(t) = u, + Re(e'™(w +tv)) das Problem (4.1) fir f(z) = Az
und den Anfangswert u, + Rew 16st, wobei wir wieder Re v # 0 annehmen konnen.
Sei 7 > 0. Wir setzen t,, = 2mn/7 und erhalten

[u(tn) — ]2 = [Re(e®™(w + t,v))|a > t,|Rev]y — [Rew|y — 400
fir n — oco. Fir 7 < 0 argumentiert wie in Teil a). Also ist u, instabil. Ol

Man kann die Stabilitdtsbedingung s(A) < 0 nachweisen, ohne alle Eigenwerte
zu berechnen.

BEISPIEL 6.4. a) Seien m = 2 und A € R**%, Dann sind die beiden Eigenwerte

von A durch
A A)?
Aij2 = Sp(z ) 4 \/Sp(4 © et a
mittels Spur und Determinante von A gegeben. Folglich ist s(A) < 0 dquivalent zu
sp(A) < 0 und det(A) > 0. Weiter gilt genau dann s(A) > 0, wenn sp(A) > 0 oder
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det(A) < 0 ist. Man beachte, dass man die beiden reellen Zahlen sp(A) und det(A)
direkt durch die Koeffzienten von A ausdriicken kann.

b) Das Routh-Hurwitz Kriterium charakterisiert die Ungleichung s(A) < 0 fiir
A € R™*™ mittels der Koeffizienten des charakteristischen Polynoms ¢ von A, siehe
Satz 5.4.3 in [5] oder Abschnitte 1.2.2 und 1.2.3 in [10]. Fiir m = 3 ergibt sich mit
q(\) = A3 +aX? + b\ + ¢ die Aquivalenz

S(A) <0 <= a>0,¢c>0, ab>c.
Fir m = 4 und ¢(A) = A\ + a\? + b\ + ¢\ + d erhélt man
s(A) <0 < a>0,d>0, ab> ¢, abc > ¢ + a*d. O

Wir verwenden das obige Theorem exemplarisch, um eine Konvergenzaussage
fiir das zugehorige inhomogene System zu zeigen.

KOROLLAR 6.5. Seien A € R™™ mit s(A) <0, ug € R™, g € C(R>o, R™) mit
g(t) = y fiirt — +oo, und u die Lésung von
u'(t) = Au(t) + g(t), t>0, u(0) = ug.
Dann konvergiert u(t) gegen —A~ly = [ ey ds fiir t — +o0.
BEWEIS. Seien ¢t > 0 und z € R™. Geméif Satz 4.22 gilt [[e!4]| < Me* fiir

Konstanten o € (0,—s(A)) und M > 1. Somit existiert das obige Integral. Der
Hauptsatz und die Konvergenz von e liefern die letzte Aussage mittels

A/OO Ards = hm / Ae*zds = hm (Pr —z) = —u.
0 b—00

Wir manipulieren nun die Duhamelsche Formel (4.31) so, dass wir die Konvergenz
von e und g ausniitzen kénnen. Dazu sei € > 0. Nach Voraussetzung gibt es eine
Zeit t. > 0 mit |g(t) — y|o < e fur alle ¢t > t.. Fiir t > . berechnen wir

t
u(t) = e —i—/o =g (s) ds
t ¢
= g + e(t*tf)A/ elt=)g(s)ds + [ et=94(g(s) —y) ds + / elt=94y ds.
0 te

Das erste Integral in der zweiten Zeile bezeichnen wir mit x.; das letzte ist gleich
Jy' e™ydr. Somit erhalten wir

te

t )
lu(t) + A7 yle < Me ™ (Juglz + e |ze|2) +/ Me™t=3)gds +/ Me™“Tly|odr
< M(Juolz + ™ |zc|2)e " + Ma ™ y|pe - ts)+M04 £,

da ftt —alt=s) g = ft tee=omdr < @' gilt. Wir finden nun so eine Zeit T, > t.,
dass wie behauptet |u(t) + A7yl < e+ Ma~'e fiir t > T. folgt. O
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6.2. Das Prinzip der linearisierten Stabilitat

Im linearen Fall haben wir iiberpriifbare Kriterien fiir die asymptotische Stabilitéat
eines Fixpunktes erzielt. Fir f € C'(D,R™) mit f(u,) = 0 kann man nun hoffen,
dass die Eigenwerte der Matrix A = f’(u,) das Verhalten der Losungen von (4.1)
in der Nahe von u, bestimmen. Das ist in der Tat weitgehend richtig, wenn A keine
rein imaginiren Eigenwerte besitzt, siche etwa Satz 10.1.1 in [5]. Wir beweisen hier
nur ein einfacheres, aber auch fiir die Anwendungen sehr wichtiges Resultat, das auf
Lyapunov (1892) zuriickgeht. Im Falle imaginarer Eigenwerte belegt Beispiel 6.2b),
dass die Linearisierung A alleine keine Stabilitdtsaussage ermoglicht. Komplexere
Satze in dieser Situation findet man in den Abschnitten 10.4 und 10.5 von [5].

Man beachte, dass das ndchste Theorem fur s(A) < 0 wieder exponentielle
Konvergenz liefert, aber diesmal nur fiir ug aus einer (evt. kleinen) Kugel um wu,.

THEOREM 6.6. Seien f € CY(D,R™), f(u.) = 0 fir ein u, € D und A =
f'(uy) € R™™ . Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Seis(A) < 0. Wihle a € (0, —s(A)). Dann gibt es solche Konstanten p > 0
und ¢ > 1, dass B(u., p) C D ist, sowie t(uy) = +00 und

[u(t) — wly < ce™ fug — wl,

fiir alle t > 0 und jedes uy € B(ux,p) gelten, wobei u die Lésung von (4.1) und
(4.2) ist. Insbesondere ist u, asymptotisch stabil.

b) Sei s(A) > 0. Dann ist u, instabil.

BEWEIS. a) Die erste Behauptung in a) zeigt man wie in Theorem 5.28 aus
Analysis 2, wo der Fall D = R™ behandelt wurde. Die Stabilitat folgt dann wie
in Theorem 6.3 a). Wir wiederholen den Ansatz des Beweises, der unten in Teil b)
aufgegriffen wird.

Zunéchst liefern die Voraussetzung und Satz 4.22 so eine Konstante M > 1, dass
die Ungleichung [[e!|| < Me~* fiir alle t > 0 gilt. Da f bei u, die Ableitung A
hat, gibt es fiir jede Schranke € > 0 so einen Radius § = §. > 0, dass B(u.,d) C D
ist und jedes x € B(u,d) die Abschitzung

|[f(us + ) — f(u) — Azly < efals (6.1)

erfiillt ist. Wir erinnern hier an f(u,) = 0 und setzen

g9(x) = flu. +x) = f(u) — Az
fir x € D —u,. Es sei u die maximale Losung von (4.1) und (4.2) nach Theorem 4.9.
Wir betrachten den Abstand v(t) = u(t) — u. € D — u, zum Fixpunkt fir ¢ €
[0,%(up)). Diese Funktion 16st das Problem
V(t) = (t) = flu. +o(t) = Av(t) + g(v(t),  t=0,

(6.2)

v(0) = uy — ug = vp.
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Gemaf der Duhamelschen Formel (4.31) ist v durch

)= e v0+/ =DAg(u(r))dr,  t € [0,F(uo)), (6.3)

gegeben. Wir betrachten nun vy mit vl < p < § und verwenden die Schranke
e < Me=*t=7), Solange |v(7)|y < d gilt, wird ferner |g(v(7))|o durch e|v(7)|o
dominiert. Fiir eine geeignete Wahl von p € (0,9) kann man nun mittels der
Gronwallschen Ungleichung zeigen, dass |v(t)|s < 0 fir alle t € [0,%(up)) gilt
(woraus mit Theorem 4.9 schon #(uy) = +oo folgt) und dass die behauptete expo-
nentielle Abschatzung erfiillt ist. Siehe den Beweis von Theorem 5.28 in Analysis 2.

b) 1) Fiir Teil b) verwenden wir eine Variante der Losungsformel (6.3), die einige
Vorbereitungen aus der Linearen Algebra (zur ‘Spektralzerlegung’) erfordert, welche
auch von allgemeinerem Interesse sind.

Wir bezeichnen die Eigenwerte von A so, dass s(A) = ReA; > Redy > -+ >
Re Ay gilt. Weiter kénnen wir eine Zahl n € [0, —s(A)) wéhlen, fiir die Re A\; —n # 0
fir alle j € {1,..., N} ist. Dabei erhalten wir Re \; —n > 0. Die Matrix B = A—nl
hat die Eigenwerte p; = A; —n mit den algebraischen Vielfachheiten m; von A;.
Auflerdem liefert (4.33) die Gleichung e'® = e "e! fiir t € R. Seil € {1,..., N}
der grofite Index j mit Re p; > 0, woraus Re pyy > 0 > Re g4y im Falle [ < N und
Re puy > 0 falls [ = N folgen. Wir setzen ferner v = my +--- +m; € N.

Sei B = SJS~! die Jordannormalform von B. Die Jordanblécke in J bzw. e/’ zu
den Eigenwerten mit Re p1; > 0 haben zusammen die Gréfle v x v. Wir definieren

Q _ ( Iy Oux(m—l/) > e IRmxm7 P, = SQSil, P, = S([ . Q)Sfl
O(m—u)xu O(m—u)x(m—l/)

Man berechnet dann leicht Q? = Q, P, = SS™! - SQS~t=I1—-P,, P, + P, =1,

P?=S@Q*S™'=P,und P2=1-2P,+ P>=1—- P, = P,, sodass P, und P,

komplementére Projektionen sind. (Man nennt sie ‘stabil’ bzw. ‘instabil’.) Es gelten

also P,P, = P, — P> =0 und P,P, = 0.

Nun definieren wir die Teilraume X,, = P,C"™ und X, = P,C™. Jedes z € C™ liegt
in der Summe X,+ X, da z = P,x+ Pz gilt. Sei umgekehrt x = x,,+x, fiir Vektoren
z; = Py; € X; mity; € C™ und i € {u, s}. Dann folgen P,z; = P?y; = x; und damit
P,x =xz,+ P,P,ys = x,, sowie analog P,x = x,. Also wird  durch z = P,z 4+ Px
eindeutig in X, + X, dargestellt. Insbesondere ergibt sich X,, N X, = {0}. (Man
sprich von einer direkten Summe und schreibt X = X, @& X,,.)

Wir zerlegen weiter B und e'® passend zu X = X, ® X,,. Dazu beobachten wir

J(p1,k11) 0

P,B=SQS7'SJS = SQJSt =8 I (ki) 0 51

0 0

0 "o
=SJQS ' = BP, = B,,



6.2. Das Prinzip der linearisierten Stabilitit 107

und entsprechend P;B = BP; =: B;. Daraus ergibt sich die Invarianz B(X;) =
BP,(X) = PB(X) C X, fir i € {u,s}, sodass wir B zu (gleich bezeichneten)
Abbildungen B; : X; — X; einschrianken koénnen. Ahnlich gelten

P e (t) 0
PuetB — SQetJS—l =9 Plthklz)l (t) 8 S—l
0 0
= Se’QS™ =P,
>t Sy A
e!Pv = — B = > - S(QJ)"S™H = Se'? 57 = Se QST = PP,
— n! —n!

fiir t € R, wobei auch die Jordannormalform (4.34) von e'? und die obige von B,
eingingen. Genauso zeigt man die Gleichungen P,e!? = e!P P, = !Ps,

Man sieht leicht, dass s(Bs) < 0 und s(—B,) < 0 gelten. Satz 4.22 liefert somit
die Ungleichungen

le'Bex]y < Ne P ||, r € X,
letBugly < Ne P |25, x € Xy,

fiir Konstanten N > 1 und > 0 und alle ¢ > 0. (Solche e'® heiflen ‘exponentiell
dichotom’) Fiir x € X, ergibt sich daraus und aus (4.30) die untere Abschétzung

2|y = |e”PretPugly < Ne P etPraly, >0, (6.5)

(6.4)

2) Wir nehmen jetzt an, u, wére stabil. Wir setzen

R = 5 .
2N (BT + TR

Wegen (6.1) gibt es so einen Radius v > 0, dass aus |z]; < v die Abschitzung
lg(z)|2 < kx| folgt. Die Widerspruchsannahme liefert nun so eine Zahl § > 0, dass
fiir jeden Anfangswert ug € B(u,,d) die Lésung u = v + u, von (4.1) und (4.2) die
Eigenschaften (ug) = 400 und |v(t)|]2 < fir alle t > 0 besitzt, wobei wir auch

B(u,0) € D annehmen kénnen. Somit erhalten wir die Ungleichung
lg(v(®))]2 < klv(t)]2, >0, (6.6)

Wir betrachten Vektoren vy € X, # {0} mit 0 < |vg|a < 6 und setzen ug = u.+vp.
Mit den Eigenschaften aus Schritt 1) formen wir die Lésungsformel (6.3) um zu

t
e Mo(t) = e ety + / e 1 MellmD AT (P, 4 Py)g(v(r)) dT
0

) t
— PPy, + /0 otBue=TBu P27 g (4(r)) dr + /0 et=TBs P o= g (p(7)) dr
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(o) t
:etB“Pu[vo+/ e_TB“Pue_"Tg(U(T))dT} —I—/ (t=7)Bs p o= g(v(r))dr
0 0

— /OO et=Bup o= g(u(7)) dr (6.7)
¢

fur ¢t > 0. Die Integrale iiber unbeschrankte Intervalle existieren dabei wegen (6.4)
und dem Majorantenkriterium. Wir bezeichnen den Vektor [...] mit y € X, und
die beiden letzten Integrale mit hy(t) bzw. h,(t). Die Relationen (6.4) und (6.6)
sowie |v(7)|2 < v liefern nun die zentralen Abschatzungen

t
B < [ Ne PP fle ko) s dr
0
t N || Ps
< RN 1P, mace (e [o(7) ) /O BT 4y < ’f|ﬁ|||%
B2 £ [ NHI P, ek |u ()] dr
t
i ® Blt-r) RN ([Pl
< /<;N||Pu||r£1§tx (e |v(7')|2>/t e dr < 3 7y

fur ¢t > 0. Formel (6.5) impliziert andererseits die untere Schranke
[P Pyyla > N~ | Py

Damit folgern wir aus (6.7) die Ungleichung

KN~y

B

fir alle t > 0. Fir t — +o0 erzwingt dies 0 = P,y = y. Wir setzen y = 0 in
(6.7) ein und verwenden die obigen Abschéatzungen. Mittels der Definition von &
schlieffen wir dann

_ 1
7z e o)l = e |Puyla - ([Pull 11 2u]])

N 1

—nt K -nT — nr

e ot < - (1Pl + 1Pl maxe™ [o(r)lz = 5 max (7 v(7)le)

fur alle ¢ > 0, was nur fiir v = 0 moglich ist. Dies widerspricht aber v(0) = vy # 0,

sodass u, instabil sein muss. O
Wir diskutieren zwei typische Beispiele, die wir im néchsten Abschnitt vertiefen.

BEISPIEL 6.7. Wie in Beispiel 4.11 betrachten wir das gedampfte Pendel be-
schrieben durch
‘R> 5 R%: fr,y) = Y
s 1) =y gua” 1 riy))

J _ 4
7 sinx m

mit R(0) = 0 und

mit Konstanten m,~,¢ > 0 und eine Funktion R € C'(R,R)
y) = 0 genau dann, wenn

R'(0) > 0 (z.B. R(y) = dy fiur ein d > 0). Hier gilt f(x,
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y = 0 und sinz = 0 sind. Also sind alle Fixpunkte (u,,v,) durch (km,0) fir ein
k € 7Z gegeben. Weiter erhalten wir

/ 0 1
A= fluv.) = (—V cos(km) —R/(O)> .

¢ Im

Somit hat A die Spur —R/(0)/(¢m) < 0 und die Determinante ~ cos(km)/¢, die fur
gerade k positiv und fiir ungerade negativ ist. Laut Beispiel 6.4 und Theorem 6.6
sind die Fixpunkte fiir gerade k asymptotisch stabil und fiir ungerade instabil. ¢

BEISPIEL 6.8. Das Réuber-Beute-Modell mit begrenztem Wachstum (4.15) aus
Beispiel 4.13 wird durch die Funktion

2 2. _ fax —ba® —ray
fR%Ra f(xay)_< _Cy+5$y )7
fir Konstanten a, b, ¢, r, s > 0 beschrieben. Dieses Vektorfeld ist genau dann gleich
0, wenn

z(a—br—ry)=0 und y(sx —c)=0

gelten. Daraus ergeben sich fir (z,y) € R, genau die Lésungen

0 0 o a c a b
- — (¢ fall Lo = (£ )
(u”,v”) =(0,0), (u,v) (b’()) und (falls as>bc)  (uy,v.) (s . rs)

Man beachte, dass fiir eine Nullstelle aus £ = 0 schon y = 0 folgt. Weiter hat f die

Ableitung
y _(a—=2bx—1ry —r2
[, y) = ( sy —c+sa:>'

Fiir die drei Equilibria ergeben sich somit die Jakobimatrizen
o _fa O - _(—a  —rafb
AO_f(Ovo)_<0 —C)’ A—f(@/b,())—(o —c—i—sa/b>’

A* — f/u*,U*) _ <—bu* _7(;“*> :

SV,

wobei wie im letzten Fall die auch Gleichung a — bu, — rv, = 0 benutzt haben.
Wir wenden nun Theorem 6.6 an. Die Matrix Ay hat einen positiven Eigenwert
und damit gilt s(Ag) > 0. Also ist die triviale Losung (0, 0) instabil. Ebenso hat A
die Eigenwerte —a und —c + sa/b, sodass das marginale Gleichgewicht (%,0) fiir
as < bc asymptotisch stabil und fiir as > bc instabil ist. Sei schliellich as > bc.
Dann gelten sp(A,) = —bu, < 0 und det(A,) = rsu,v, > 0. Nach Beispiel 6.4 ist
damit s(A,) < 0 und das Koexistenzequilibrium (u,, v.) asymptotisch stabil. ¢

Wir ergianzen noch Beispiel 5.15, wobei auch tieferliegende Theoreme eingehen.
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BEISPIEL 6.9. Wir betrachten (5.11) aus Beispiel 5.15. Hier ist

| ) B a—g(iC,Z/)7
f:D =R f(zy) = (5_uy+g(x,y)>’

wobei R in D liegt, a, 3, 1 > 0 Konstanten sind und g € C''(D, R) die Bedingung
(5.12) erfiillt. Insbesondere ist g > 0 auf R2. Wenn f(u., v.) = 0 ist, gilt auch

0= fi(u.,ve) + fo(us, vi) = a + B — po,

und damit v, = (o + )/ > 0. Somit sind die Equilibria durch a = g(u.,v,)
bestimmt. Laut (5.12) gibt es genau eine Losung w, > 0 dieser Gleichung, sodass
es genau ein Equilibrium (u,,v,) gibt, und es ist strikt positiv. Wir berechnen

! _ —a1g(u*,v*) _GQQ(U*,U*)
A= f (U*,U*) - < 81g(u*,v*) — 4 + agg(u*,v*) .

Nach (5.12) ist det A = pd;g(uy,v.) positiv. Weiter gilt sp(A) = dag(us, vi) —
019(Uy, V) — 1 =: 0.

Wenn o, < 0 ist, zeigen Beispiel 6.4 und Theorem 6.6 die asymptotische Stablitat
von (uy, vy). Weiter ist das Equilibrium im Fall o, > 0 instabil.

Fiir o, > 0 kann man aber mehr aussagen. Zunachst haben in diesem Fall beide
Eigenwerte von A einen positiven Realteil. GeméB Satz 10.1.1 von [5] konvergiert
dann kein anderer Orbit gegen (u.,v,) fiir ¢ — oo. Da die Vorwértsorbits laut
Beispiel 5.15 in einer kompakten Menge in R%, liegen, gegen keinen Fixpunkt
konvergieren kénnen und m = 2 ist, zeigt der Satz von Poincaré-Bendixson (siche
Satz 9.2.2 in [5]), dass fiir (ug,vy) € R, \ {(us,v.)} die Losung periodisch ist
oder gegen einen periodischen Orbit v strebt, also dist((u(t),v(t)),~) fiir t — +oo
verschwindet. Insbesondere gibt es einen periodischen Orbit, wenn o, > 0 ist. ¢

6.3. Lyapunovfunktionen

Wir verallgemeinern in diesem Abschnitt den Begriff des ersten Integrals. So
konnen wir etwa in Beispiel 6.13 das geddmpfte Pendel erfassen, bei dem die Energie
(ein erstes Integral im ungeddmpften Fall) entlang Losungen abnimmt. Ein solches
Abklingverhalten fiihrt oft dazu, dass man globale Konvergenzaussagen treffen
kann (im Gegensatz zu den lokalen in Theorem 6.6.)

DEFINITION 6.10. Eine Abbildung V € C(D,R) heifst Lyapunovfunktion von
(4.1), wenn fir jedes ug € D die Funktion 1, : [0,t(ug)) — R; t — V(u(t)), fallt,
wobei u die mazimale Losung (4.1) und (4.2) ist. Wenn v, fir jedes ug € D mit
f(ug) # 0 strikt fdllt, nennt man V' eine strikte Lyapunovfunktion.

Wenn 74 (ug) in einer kompakten Menge K C D C R? liegt und es nur endlich viele Equilibria
in K gibt, besagt die allgemeinere Version Satz 9.2.4 in [5], dass die Losung u(t) von (4.1) fiir
t — 400 nur gegen Fixpunkte, sie verbindende Orbits oder periodische Orbits streben kann.



6.3. Lyapunovfunktionen 111

Lyapunovfunktionen haben weitreichende Konsequenzen fiir das qualitative
Verhalten von Anfangswertproblemen. So liefern sie fast unmittelbar invariante
Mengen und damit sehr einfach zu tiberpriifende Kriterien fiir die globale Existenz.

SATZ 6.11. Seien f: D — R™ lokal Lipschitz, V € C(D,R) eine Lyapunovfunk-
tion fir (4.1) und a € V(D). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Die Subniveaumenge M,={x € D |V (x) < a} ist positiv invariant fir (4.1).

b) Es gelte V(x) — oo fir |z|,— oo (bzw. fir dist(x, 0D) = inf esp |z — y|,—0).
Dann ist M, beschrinkt (bzw. in R™ abgeschlossen). Wenn beide Voraussetzungen
zutreffen, erhalten wir t(ug) = +oo fir jedes ug € D.

Beweis. Teil a) folgt sofort aus dem Fallen von t — V (u(t)) fir jede Losung
w von (4.1) und (4.2). Fir die erste Behauptung in b) nehmen wir an, die Menge
M, wire fiir ein a € V(D) unbeschriankt. Somit gibt es Vektoren x, in M,
mit |z,[; — +oo fiir n — oco. Nach Voraussetzung konvergiert dann aber auch
V(z,) — +o0, was der Eigenschaft V(x,) < « fir jedes n € N widerspricht. Die
Aussage zu 0D zeigt man analog. Theorem 4.9 liefert dann die letzte Behauptung,
da hier M, = M, kompakt ist und einen positiven Abstand zu &D hat. U

Die néchste handliche Charakterisierung von Lyapunovfunktionen zeigt man wie
Satz 5.5. Gemaf} Beispiel 6.13 ist die fehlende Implikation in Teil b) im Allgemeinen
falsch. Tatséchlich erfordert der Nachweis der Striktheit oft ein Zusatzargument.

SATZ 6.12. Seien f: D — R™ lokal Lipschitz und V € C'(D,R). Dann gelten
die folgenden Aussagen.

a) Genau dann ist V eine Lyapunovfunktion, wenn (VV (z)|f(x)) <0 fir jedes
x e D gilt.

b) Wenn V' fiir jedes x € D mit f(z) # 0 der Ungleichung (VV (x)|f(z)) <0
gentigt, dann ist es eine strikte Lyapunouvfunktion.

Wir diskutieren nun typische Beispiele.

BEISPIEL 6.13. a) Erste Integrale sind (nicht strikte) Lyapunovfunktionen. Hierzu
ergénzen wir eine groffe und wichtige Beispielklasse aus der Physik, die Hamilton-

schen Systeme. Sei dazu H € C*(D, x D, R) fiir offene D,, D,, C R™. Wir schreiben
u = (q,p) und betrachten f = (9,H, —9,H) € C'(D, x D,,R*"). Dann ist V = H
ein erstes Integral von
q(t)=0,H(p(t),q(t)), t=0,  q(0)=qo € Dy,
p'(t) = —0,H(p(t),q(t)), t=0,  p(0)=py€ D, (6.8)
da (f(¢,p)|VH(q,p))rzn = (0,H(q,p)|0,H (g, p))rn — (0,H (¢, p)|0pH (q,p))rn gilt.
b) Das gedampfte Pendel (4.12) ist durch das Vektorfeld

. : — y
[ R =R fa,y) = <_;smx - e}ﬂR(y)> ’
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fiir gegeben. Dabei erfiille die Dédmpfung R € C'(R,R) die Relationen yR(y) < 0
fir jedes y € R und R(y) # 0 fir alle y # 0. Es folgt R(0) = 0. Beispiel 4.11 liefert
fir jeden Anfangswert die globale Existenz ¢(ug,vy) = +o0c. Im Falle R = 0 hatten
wir in Beispiel 5.7 das erste Integral

ViR = R; V(z,y)=3y°+ (1 —cosx).

gefunden. Dies ist nun eine strikte Lyapunovfunktion fiir (4.12).
BEWEIS. Sei z,y € R. Zunéchst verwenden wir das obige Kriterium, indem wir

(VV (2, y)lf(2,y)) =+ " sin(w) y +y (=L sinz — (¢m) " R(y))
= —(tm)"'yR(y) < 0
berechnen. Also ist V' nach Satz 6.12 eine Lyapunovfunktion. Man beachte, dass
hier fiir y = 0 keine strikte Ungleichung gilt, auch wenn f(z,0) # 0 ist.
Um die Striktheit von V' zu zeigen, betrachten wir eine Losung (u,v), fiir die
¥(t) = V(u(t),v(t)) in t > 0 nicht strikt féllt. Da ¢ fallend ist, muss ¢ auf einem

Intervall [a, b] mit 0 < a < b konstant sein. Fur jedes t € [a, b] implizieren dann die
Kettenregel, (4.12) und die oben abgesetzte Formel die Identitét

0=¢/(t) = ((VV)(u(t), v()|f(u(t), v(t))) = = (tm) o () R(v(t)).
Nach Voraussetzung verschwindet somit v auf [a, b], sodass (4.12) die Gleichung

=0'(t) = u"(t) = —Fsinu(t) — & R(0) = —T sinu(t)

fir t € [a, ] liefert. Also ist (u(t),v(t)) gleich einem Fixpunkt (km,0) fiir ein k& € N.
Satz 4.15 zeigt nun, dass (u,v) wie behauptet ein Fixpunkt ist. O

c¢) Das geddampfte Rauber-Beute Modell (4.15) in Beispiel 4.13 wird durch das
Vektorfeld

R = R% f(ivay)=<

mit Konstanten a,b,c,r,s > 0 beschrieben. Es gelte as > bc. Laut Beispiel 5.8
existiert dann das Koexistenzequilibrium

ax — bx? — ray
—cy + sxy ’

Das erste Integral H(x,y) = sz —clnx +1ry —alny auf D aus Beispiel 5.8 im Falle

b = 0 ist keine Lyapunovfunktion fiir (4.15) mit b # 0, wie man mittels Satz 6.12

nachrechnen kann. Das Problem (4.15) hat hingegen die strikte Lyapunovfunktion
V:D—=R;, V(ry)=3z—-unr)+y—v.Iny.

BeEwEIs. Wir wollen zuerst zeigen, wie man diese Lyapunovfunktion finden kann.
Durchweg seien x,y > 0. Man geht hierbei von dem bekannten ersten Integral H
im ungedampften Fall b = 0 aus und macht den Ansatz

V(z,y) =ax — Slnz+~vyy —dlny
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fiir zu bestimmende Zahlen «, 8,7, € R. Im Hinblick auf Satz 6.12 berechnen wir

(VV(z,9)|f(z,y)) = (a = B/x)(ax — bx® —ray) + (v = 8/y)(szy — cy)
= (ax — B)(a—br —ry — (a — bu, — rvy)) + (yy — ) (sx — ¢ — (suy — ¢))
= (ax = B)(b(us — x) +7(v. —y)) + (yy — 0)s(x — w.),
wobei wir die Nullstellengleichung (a — bu, — rv,, su, — ¢) = (0,0) fir f eingesetzt

haben. Wir wollen einen nichtpositiven Term erzielen, der nur fir z.B. z = u,
verschwindet. Dazu setzen wir 8 = au, und erhalten

(VV (2, 9)lf(2,9)) = —able — u.)® — ar(z — w)(y — v.) + s(yy — 6)(z — u.).
Die anderen beiden Termen wechseln ihre Vorzeichen auf D, sodass sie sich weg-
kiirzen sollten. Dazu wéhlen wir zunachst § = yv,, was auf

(VV (2, y)lf(z,y) = —able — u)* — ar(z — w)(y — v.) + 57(y — v.)(x — ).

fithrt. Weiter nehmen wir v = 1 und « = s/r, woraus sich die Gleichung

(VV (@)l f(2,y)) = —bsr™(z — u.)’”

ergibt. Als ist V' aus der Behauptung nach Satz 6.12 eine Lyapunovfunktion.

Um die Striktheit von V' zu zeigen, gehen wir wie in Teil b) vor. Sei (u,v) eine
Losung, fir die die Funktion ¢ (t) = V(u(t), v(t)) in ¢t > 0 nicht strikt fallt. Also ist
¢ auf einem nichttrivialen Intervall J; konstant. Wie in b) folgt dann aus (4.15)
und der oben abgesetzten Gleichung die Formel

0=1'(t) = —bsr (u(t) — u,)?
und damit u(t) = w, fiir t € Jy. Die erste Zeile von (4.15) impliziert nun
0 =1'(t) = us(a — bu, — rov(t))
fiur ¢ € Jy. Demnach ist v(t) = v, und somit (u,v) gleich (us,v.). O
d) Sei V € C*(D,R). Fiir f = —VV betrachten wir das Gradientensystem
u'(t) = =VV(u(t)), t>0, u(0) = up. (6.9)
Hier gelten (f(x)|VV(z)) < 0 fir alle z € R™ mit f(z) = —VV(x) # 0. Laut
Satz 6.12 ist V eine strikte Lyapunovfunktion von (6.9). O

Im folgenden Hauptsatz schliefit man die Stabilitiat eines Fixpunkts aus einer
einfach nachzupriifenden Eigenschaft der Lyapunovfunktion. So kann man etwa
die Stabilitatsaussagen in Beispiel 6.2a) viel einfacher zeigen. Dieses Theorem ist
auch eine wichtige Ergianzung unserer Darstellung der ersten Integrale.

THEOREM 6.14. Seien f : D — R™ lokal Lipschitz, V € C(D,R) eine Lyapu-
novfunktion fir (4.1) und u, € D eine strikte lokale Minimalstelle fir V (d.h., es
gibt so einr > 0, dass B(u.,7) C D und V(x) > V(u,) fir alle v € B(us,r)\ {u.}
gelten). Dann ist u, ein Equilibrium und stabil.
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BEWEIS. Zunichst ist u, ein Equilibrium, da andernfalls V (u(t; u.)) < V(u.)
und u(t; u,) € B(us, )\ {u,} fiir (kleine) ¢ > 0 gélten. Dies stiinde im Widerspruch
zur angenommenen Striktheit des Minimums V'(u,).

Sei € € (0,r). Wir schreiben 7 fir das Minimum von V' auf 0B (u., ). Gemaf
Annahme ist 7 > V(u.). Wegen der Stetigkeit von V' gibt es dann einen Radius
§ € (0,e) mit V(z) < n fir alle x € B(us,d). Sei uy € B(u,,d). Die Losung u
von (4.1) und (4.2) erfillt V(u(t)) < V(ug) < n fir alle t € [0,#(ug)), da V eine
Lyapunovfunktion ist. Wenn es eine Zeit t; € (0,%(ug)) mit |u(t1) — u.]os = € gébe,
folgte nach Definition von n der Widerspruch V (u(t1)) > n. Da u stetig ist, liegen
somit alle Zustande wu(t) fir t € [0,%(ug)) in B(us, ), sodass Theorem 4.9 die
globale Existenz t(ug) = +oo liefert und u, stabil ist. O

Das néchste Resultat ist ein einfacher, aber wichtiger Spezialfall des Invarianz-
prinzips von LaSalle, siche Satz 8.4.3 in [5]. Kompakte Orbits streben im Falle
einer strikter Lyapunovfunktion gegen die Equilibrienmenge von f, und wenn die
Gleichgewichte diskret liegen, konvergieren diese Orbits gegen einen Fixpunkt. Auf
die Diskretheit kann dabei im Allgemeinen nicht verzichtet werden, siehe Beispiel 2
in §8.8 von [5]. Zusammen mit dem nachfolgenden Korollar liefert diese Aussage
ein wichtiges Instrument, um die globale Attraktivitdt eines Fixpunktes zu zeigen.

THEOREM 6.15. Seien f : D — R™ lokal Lipschitz, V € C(D,R) eine strikte
Lyapunovfunktion fir (4.1), K C D kompakt, ug € K mit v, (uy) C K und u die
Lésung von (4.1) und (4.2). Setze Ex = {x € K| f(x) = 0}. Dann gelten

t(up) = +0o0 und  dist(u(t), Ex) - 0  fir t — +oo.

Wenn zusdtzlich FEy diskret ist, dann konvergiert u(t) fir t — 400 gegen einen
Fizpunkt u, € Eg.

BEWEIS. 1) Sei u die Losung von (4.1) und (4.2). Nach Vorausetzung liegt u(t)
fir alle ¢ € [0,%(up)) in K. Auf dem Kompaktum K besitzt V' das Minimum m.
Theorem 4.9 liefert dann #(uy) = +oo. Weiter fallt die Funktion ¢ = Vou : Ryg —
R, sodass der Grenzwert lim;_,,, ¥ (t) = w > m existiert.

Wir nehmen an, dist(u(t), Fx) wiirde nicht fir ¢ — 400 gegen Ey streben.
Es gibe also solche Zeiten t, — +o0o und einen Abstand § > 0, dass fir alle
uy € Ex die Ungleichung |u(t,) — u.|2 > § gilte. Da K kompakt ist, konvergiert
eine Teilfolge (u(t,,)); gegen einen Vektor y € K. Aus der Stetigkeit von V' folgt
dann der Grenzwert V(y) = lim;_,o V(u(t,;)) = w. Wir bezeichnen mit ¢ den
lokalen Fluss zu (4.1). Fiir alle ¢t > 0 liefert nun Satz 4.15 die Gleichung

Vip(t.y)) = lim V(e(t, o(t;, w0))) = lim V((t +tu;, uo))
= jli_glow(t ttn,) =w="V(y).

Da V strikt ist, muss y ein Fixpunkt sein und damit in Fx liegen. Weil y ein
Héaufungspunkt des Orbits ist, kann die Widerspruchsannahme nicht gelten.
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2) Sei nun EY diskret. Wie in Schritt 1) gibt es eine Folge t; — +o00 und einen
Fixpunkt u, € Ex mit u(ty) — u, fir & — co. Wir nehmen an, es gibe eine Folge
s; — +o0o und einen Abstand p > 0 mit |u(s;) — u.]2 > p fir alle j € N. Nach
Voraussetzung existiert ein Radius p' € (0, p) mit 0B (u., p') N Ex = 0. Weiter
gibt es so einen Index ky € N und Zeitpunkte s;, > ti, dass |u(ty) — u.2 < p'/2
und |u(s;,) — uslz > p fiir alle & > ko gelten. Da u stetig ist, finden wir nun
Zwischenpunkte r € (tg, s;,) mit |u(rg) — u.|2 = p'. Damit hat die Folge (u(r%))x
(mindestens) einen Haufungspunkt v auf 0B(u., p’). Dieser liegt wie in Schritt 1)
aber in Ex, was unmoglich ist. U

Das obige Resultat zusammen mit Theorem 6.14 und Satz 6.12 implizieren
Aussagn, die von groflem Nutzen in Anwendungen sind.

KOROLLAR 6.16. Seien f : D — R™ lokal Lipschitz und V € C(D,R) eine

strikte Lyapunovfunktion. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Seien f~1({0}) diskret und u, € D eine strikte lokale Minimalstelle von V.
Dann gilt f(u,) =0 und u, ist asymptotisch stabil.
b) In den folgenden Fillen 1)-iii) liefert Theorem 6.15 die Konvergenz gegen Fx
fir alle Losungen von (4.1), die in K (gegebenfalls K := K, ) starten.
i) Fir ein ug € D sei K = v, (ug) C D beschrinkt.
it) Fir ein o € V(D) sei die Menge K = K, = {x € D|V(z) < a} in R™
abgeschlossen und beschrinkt.
iii) Es gelte V(x) — 400 fir |z|, — 400 oder dist(z,0D) — 0. Dann gilt i)
fir jedes a € V(D) und die Vereinigung der Mengen K, ist gleich D.

BeEWwEIs. In Teil a) ist u, nach Theorem 6.14 ein stabiler Fixpunkt. Wéhle g > 0
mit K = B(u.,&0) C D derart, dass u, das einzige Equilibrium auf K ist. Gema8
der Stabilitéit gibt es so einen Radius r € (0, ], dass fiir alle ug € B(u.,r) C D
die Losung u(t) fir alle t > 0 in K bleibt. Theorem 6.15 liefert nun die Konvergenz
von u gegen u,. Behauptung b) folgt direkt aus diesem Theorem und Satz 6.11. O

Wir zeigen nun, wie die obigen Aussagen (auf typische Weise) in unseren Stan-
dardbeispielen globale Attraktivitdtsaussagen liefern.

BEISPIEL 6.17. a) Im Réuber-Beute Modell aus Beispiel 6.13¢) haben wir
eine strikte Lyapunovfunktion auf D = R? gefunden, die den Bedingungen von
Korollar 6.16 geniigt, vergleiche Beispiel 5.8. Auflerdem gibt es in D nur das
Koexistenzequilibrium (u., v,). Nach Theorem 6.15 strebt also fiir jedes (ug, vg) €
R? die Losung (u(t),v(t)) gegen (us, v.) fir t — 400, und (us, v,) ist stabil.

b) Das geddmpfte Pendel aus Beispiel 6.13b) besitzt eine strikte Lyapunovfunk-
tion V' und genau den Fixpunkt (0,0) in D := (—m,7) x R. Fir (ug,v) € D
sel a == V(ug,v9) = 308 + 2(1 — cosug) < 2. GeméB Beispiel 5.7 ist {(z,y) €
D|V(z,y) < a} kompakt und V' > V(0,0) auf D\ {(0,0)}. Theorem 6.15 zeigt
die Stabilitat von (0,0) und die Konvergenz (u(t),v(t)) — (0,0) der Losung. ¢
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