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KAPITEL 1

Komplexe Ableitung und Kurvenintegrale

In den ersten drei Kapiteln sei stets D eine nichtleere offene Teilmenge von C.
Wir werden in der ersten Hälfte der Vorlesung die grundlegenden Aussagen der
Differentialrechnung im Komplexen darstellen. Im Deutschen nennt man dieses
Gebiet der Mathematik auch Funktionentheorie. Im ersten Kapitel beginnen wir
mit einigen Vorbereitungen und Beispielen.

1.1. Holomorphie

Wie in Analysis 1 besprochen, werden die komplexen Zahlen
C = {z = x+ iy |x, y ∈ R}

mit den Verknüpfungen
z + w = (x+ iy) + (u+ iv) = (x+ u) + i (y + v),

zw =z · w = (x+ iy) · (u+ iv) = (xu− yv) + i (xv + yu)
versehen, wobei i2 = −1 und w = u + iv mit u, v ∈ R sind. Wir identifizieren C
mit R2 via der Abbildung z = x+ iy 7→ (x, y). Reell geschrieben wird die komplexe
Multiplikation dann zu einem Matrix-Vektor Produkt der Form

z · w =
(
x −y
y x

)(
u
v

)
=
(
r 0
0 r

)(
x
r

−y
r

y
r

x
r

)(
u
v

)
, (1.1)

mit r :=
√
x2 + y2 > 0 für z ̸= 0. Die Matrix

U =
(
x
r

−y
r

y
r

x
r

)
ist orthogonal mit detU = 1. Also ist die komplexe Multiplikation w 7→ zw mit
einem festen z ̸= 0 reell betrachtet eine durch x und y bestimmte Drehstreckung.

Weiter definieren wir für die Zahl z = x+ iy ∈ C ihr komplex Konjugiertes
z = x− iy,

ihren Real- und Imaginärteil

Re z = x = 1
2(z + z), Im z = y = 1

2i(z − z),

sowie ihren Betrag
|z| =

√
x2 + y2 =

√
zz.
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Wir schreiben ferner
B(c, r) = {z ∈ C | |z − c| < r} und B(c, r) = {z ∈ C | |z − c| ≤ r}

für die offene bzw. abgeschlossene Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt c ∈ C und
Radius r ≥ 0. (Für r = 0 erhält man B(c, 0) = ∅ bzw. B(c, 0) = {c}.) Hierbei
stimmt die Norm von (C, |·|) mit der von (R2, |·|2) überein, und diese Räume haben
die gleichen Eigenschaften bzgl. Konvergenz, Stetigkeit, Offenheit usw. Es gilt

zn → z in C für n → ∞ ⇐⇒ Re zn → Re z und Im zn → Im z

in R für n → ∞.
(1.2)

Die Zahl z = x + iy ∈ C \ {0} besitzt auch die Polardarstellung z = reiϕ mit
r = |z| und dem Argument

ϕ = arg z :=


arccos x

r
, y > 0,

0, z ∈ (0,+∞) = R+,

− arccos x
r
, y < 0,

π, z ∈ (−∞, 0) = R−,

vergleiche Satz 4.49 in Analysis 1. Dabei ist ϕ ∈ (−π, π]. (Wir schreiben ferner
R≥0 = [0,+∞) und R≤0 = (−∞, 0].) Für das Produkt der komplexen Zahlen
z = reiϕ und w = seiψ ergibt sich daraus die geometrisch anschaulichere Formel

zw = rsei(ϕ+ψ) = |z||w|ei(ϕ+ψ).

Abbildung 1.1. Die Schaubilder zeigen den Betrag, das Argument,
das komplex Konjugierte und die komplexe Multiplikation.
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Für komplexe Funktionen kann man die Ableitung genauso wie im Reellen durch
den Differenzenquotienten einführen.

Definition 1.1. Sei z0 ∈ D. Eine Funktion f : D → C heißt komplex differen-
zierbar in z0, wenn der Grenzwert

f ′(z0) := lim
z→z0

z∈D\{z0}

f(z) − f(z0)
z − z0

in C existiert. Wir nennen f ′(z0) die Ableitung von f bei z0. Wenn f in allen
Punkten z0 ∈ D komplex differenzierbar ist, so bezeichnet man f als holomorph
(auf D) mit Ableitung f ′ : D → C. Man schreibt dann f ∈ H(D). Iterativ definiert
man die höheren Ableitungen f (n) : D → C von f für n ∈ N.

Die meisten der elementaren Rechenregeln für die komplexe Ableitung zeigt man
genauso wie für reelle Funktionen in Analysis 1. (Siehe Bemerkung 5.8 dort.) Der
Beweis der Umkehrregel läßt sich aber nicht übertragen, da wir dafür in Analysis 1
die Ordnungstruktur von R verwendet haben. Wir diskutieren diesen Satz am Ende
des Abschnittes.

Bemerkung 1.2. a) Die Funktionen f : C → C; f(z) = 1, und g : C →
C; g(z) = z, sind holomorph mit den Ableitungen f ′ = 0 bzw. g′ = 1 auf C.

b) Seien f, g : D → C komplex differenzierbar bei z0 ∈ C, die Menge D̃ ⊆ C
offen mit f(D) ⊆ D̃, die Funktion h : D̃ → C sei bei f(z0) komplex differenzierbar
und α, β ∈ C. Dann existieren die komplexen Ableitungen

(αf + βg)′(z0) = αf ′(z0) + βg′(z0),
(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g′(z0),(
1
f

)′

(z0) = − f ′(z0)
f(z0)2 (falls f(z0) ̸= 0),

(h ◦ f)′(z0) = h′(f(z0))f ′(z0).
c) Nach a) und b) sind Polynome p und rationale Funktionen p

q
auf D = C bzw.

D = {z∈C | q(z) ̸= 0} holomorph mit den aus Analysis 1 bekannten Ableitungen.♢

Für gegebene Koeffizienten ak∈C mit k∈N0 definieren wir den Konvergenzradius

ρ = 1
limk→∞

k

√
|ak|

∈ [0,+∞].

Es sei ρ > 0 und c ∈ C. Nach Theorem 3.29 in Analysis 1 existiert die Potenzreihe

f : B(c, ρ) → C; f(z) =
+∞∑
k=0

ak(z − c)k,

wobei B(c,+∞) := C ist. Gemäß Korollar 4.44 aus Analysis 1 ist diese Funktion
stetig und die Reihe konvergiert absolut und gleichmäßig auf allen Kreisen B(c, r)
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mit r ∈ (0, ρ). Im Reellen hatten wir die Ableitung von f mit Hilfe des Mittelwert-
satzes berechnet, der R2-wertig falsch ist. Unser Vorgehen müssen wir aber nur
leicht abändern, um die Resultate aus Analysis 1 ins Komplexe zu übertragen.

Satz 1.3. Seien ak ∈ C für k ∈ N0, ρ > 0 und c ∈ C. Die oben definierte
Potenzreihe ist auf B(c, ρ) beliebig oft komplex differenzierbar. Für n ∈ N0 ist f (n)

auch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ρ > 0 und erfüllt f (n)(c) = n!an sowie

f (n)(z) =
+∞∑
k=n

k(k − 1) · · · (k − n+ 1)ak(z − c)k−n für z ∈ B(c, ρ).

Beweis. Seien m ∈ N und z ̸= w in B(c, r) =: B für ein r ∈ (0, ρ). Nach
Bemerkung 1.2 hat die Partialsumme fm(z) = ∑m

k=0 ak(z − c)k die Ableitung

f ′
m(z) =

m∑
k=1

kak(z − c)k−1.

Man sieht wie in Korollar 5.32 aus Analysis 1, dass die Reihe

g : B(c, ρ) → C; g(z) =
+∞∑
k=1

kak(z − c)k−1

den gleichen Konvergenzradius ρ besitzt, sodass (f ′
m) gleichmäßig auf B gegen g

konvergiert. Der Hauptsatz, siehe (1.8) unten, liefert ferner die Gleichung
fm(w) − fm(z)

w − z
= 1
w − z

∫ 1

0
d
dtfm(z + t(w − z)) dt =

∫ 1

0
f ′
m(z + t(w − z)) dt,

wobei auch die Kettenregel einging.1 Also gilt∣∣∣∣f(w) − f(z)
w − z

− g(z)
∣∣∣∣ ≤ lim sup

m→∞

∣∣∣∣ ∫ 1

0
f ′
m(z + t(w − z)) dt− g(z)

∣∣∣∣.
Die Eigenschaften des komplexen Integrals aus Bemerkung 5.10 in Analysis 3, siehe
auch Abschnitt 1.3 unten, implizieren∣∣∣∣ ∫ 1

0
f ′
m(z + t(w − z)) dt− g(z)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ∫ 1

0

(
f ′
m(z + t(w − z)) − g(z + t(w − z))

)
dt
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ 1

0

(
g(z + t(w − z)) − g(z)

)
dt
∣∣∣∣

≤ max
ζ∈B

|f ′
m(ζ) − g(ζ)| + max

0≤t≤1
|g(z + t(w − z)) − g(z)|.

Das erste Maximum strebt gegen 0 für m → ∞. Da das zweite für w → z
verschwindet, hat f die Ableitung g(z) bei z. Per Iteration folgt die Behauptung. □

Wir erinnern an drei wichtige elementare Funktionen.

1Der Rest des Beweises wurde in der Vorlesung ausgelassen.
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Beispiel 1.4. Aus Analysis 1 kennen wir die Potenzreihen

exp(z) = ez =
+∞∑
n=0

zn

n! , sin(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n
(2n+ 1)!z

2n+1, cos(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n
(2n)! z

2n

für z ∈ C. Mit dem obigen Satz erhält man wie in Beispiel 5.13 in Analysis 1 die
Ableitungen exp′ = exp, sin′ = cos und cos′ = − sin auf C. Wir erinnern auch an
die Rechenregeln

exp(z + w) = exp(z) exp(w), exp(−z) = 1
exp z , exp(z) = exp(z) (1.3)

der Exponentialfunktion für z, w ∈ C, siehe Beispiel 3.25 aus Analysis 1. ♢

Sei f : D → C. Wir betrachten D als Teilmenge von R2 und setzen u = Re f :
D → R sowie v = Im f : D → R. Damit können wir f als Funktion

f : D ⊆ R2 → R2; f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) =
(
u(x, y)
v(x, y)

)
,

in R2 auffassen. Damit stellt sich die Frage, wie die komplexe Ableitung mit der in
R2 aus Definition 3.7 in Analysis 2 zusammenhängt. Laut des nächsten wichtigen
Satzes ist die komplexe Differenzierbarkeit gleichwertig zu der im Reellen plus einer
speziellen Struktur der Jacobimatrix.

Satz 1.5. Seien f : D → C; f = u + iv, und z = x + iy ∈ D wie oben. Die
folgenden Aussagen sind äquivalent.

a) f ist in z komplex differenzierbar.
b) f ist in z reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-

rentialgleichungen
∂xu(x, y) = ∂yv(x, y), ∂yu(x, y) = −∂xv(x, y). (1.4)

In diesem Fall hat f in (x, y) ∈ D ⊆ R2 die Jacobimatrix

f ′(z) =
(
∂xu(x, y) ∂yu(x, y)
∂xv(x, y) ∂yv(x, y)

)
=
(
∂xu(x, y) ∂yu(x, y)

−∂yu(x, y) ∂xu(x, y)

)
. (1.5)

Beweis. Definitionsgemäß ist f genau dann in z reell differenzierbar, wenn es
so eine Matrix A = ( ab ) ∈ R2×2 gibt, dass

1
|w − z|2

|f(w) − f(z) − A(w − z)|2 −→ 0, w → z,

konvergiert, wobei w ∈ D \ {z} ist. Diese Aussage ist äquivalent dazu, dass u und
v bei (x, y) die reelle Ableitungen u′(x, y) = a bzw. v′(x, y) = b in R1×2 besitzen.

Andererseits sieht man wie in Analysis 2 vor Definition 3.7, dass f genau dann in
z komplex differenzierbar ist, wenn die obige Konvergenz gilt und dabei die Matrix
A einer komplexen Zahl wie in (1.1) entspricht, die dann gleich f ′(z) ist.

Wegen (1.1) liefern diese Beobachtungen die behauptete Äquivalenz und (1.5). □
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Wir werden die Cauchy–Riemannschen Differentialgleichungen immer wieder
zum Nachweis der Holomorphie heranziehen, z.B. gleich unten im Beweis von
Satz 1.9. Ihre geometrische Bedeutung diskutieren wir in Bemerkung 1.7 und die
analytische in Bemerkung 2.7. Zunächst nutzen wir sie um zu zeigen, dass zwei
wichtige Funktionen nicht holomorph sind.

Beispiel 1.6. a) Die Funktion f : C → C; f(z) = z = x − iy, ist nirgends
komplex differenzierbar. Hier sind u(x, y) = x und v(x, y) = −y, sodass ∂xu = 1
und ∂yv = −1 nirgends übereinstimmen und damit (1.4) für alle z ∈ C verletzt ist.

b) Die Funktion f : C → C; f(z) = |z|2 = x2 + y2, ist nur in 0 komplex
differenzierbar mit Ableitung f ′(0) = 0. In diesem Fall haben wir u(x, y) = x2 + y2

und v = 0: Also verschwinden die partiellen Ableitungen von u nur in 0, was von
den Cauchy–Riemannschen Differentialgleichungen (1.4) gefordert wird.

c) Die Funktion f : C \ {0} → C; f(z) = 1
z
, ist nach Bemerkung 1.2 holomorph.

Es gilt hierbei

f(z) = z

|z|2
= x

x2 + y2 + i −y
x2 + y2 = u(x, y) + iv(x, y),

woraus man leicht die partiellen Ableitungen

∂xu(x, y) = y2 − x2

(x2 + y2)2 = ∂yv(x, y), ∂yu(x, y) = −2xy
(x2 + y2)2 = −∂xv(x, y),

berechnet, die natürlich den Gleichungen (1.4) genügen. ♢

Bemerkung 1.7. Sei f : D → C bei z ∈ D komplex differenzierbar. Wir setzen
A := f ′(z) ∈ R2×2. Gleichung (1.5) impliziert

ρ := detA = (∂xu(x, y))2 + (∂yu(x, y))2 ≥ 0,

und es gilt A⊤A = ρI. Sei nun f ′(z) ̸= 0. Dann ist ρ > 0 und damit ρ−1A⊤ die
Inverse von A. Für Vektoren v, w ∈ R2 folgen damit die Identitäten

(Av|Aw) = (v|A⊤Aw) = ρ (v|w) und |Av|2 = (Av|Av) 1
2 = ρ

1
2 |v|2.

Seien nun γ1, γ2 : [−1, 1] → D zwei C1–Kurven, die sich für t = 0 in z schneiden.
Bei z haben ihre Tangenten die Richtungen γ′

j(0) =: vj ∈ R2, die ungleich 0
seien. Die Bildkurven φj = f ◦ γj unter f besitzen die Tangentenvektoren φ′

j(0) =
f ′(γj(0))γ′

j(0) = Avj bei f(z). Die abgesetzten Gleichungen liefern die Identität

(Av1|Av2)
|Av1|2 |Av2|2

= (v1|v2)
|v1|2 |v2|2

.

Also ist der Kosinus des Winkels zwischen Av1 und Av2 gleich dem zwischen v1
und v2. Somit ist f an Stellen z mit f ′(z) ̸= 0 winkeltreu und orientierungstreu.
(Siehe §IX.1 in [4] für weitergehende Aussagen.) ♢
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Wir wenden uns nun der Frage zu, wann die Umkehrabbildung einer injektiven
holomorphen Funktion wieder holomorph ist, wobei wir zuerst einen entsprechenden
Begriff einführen.

Definition 1.8. Seien U, V ⊆ C offen und nichtleer, f : U → V bijektiv, sowie
f und f−1 holomorph. Dann ist f biholomorph, sowie U und V konform äquivalent.

Der folgende Kriterium für lokale Biholomorphie ergibt sich leicht aus dem
Umkehrsatz im Reellen. In Theorem 3.5 werden wir ein deutlich stärkeres globales
Resultat kennenlernen.

Satz 1.9. a) Seien f : U → V biholomorph und z ∈ U . Dann ist f ′(z) ̸= 0 und
für w = f(z) gilt

(f−1)′(w) = 1
f ′(f−1(w)) = 1

f ′(z) .

b) Seien f ∈ H(D) ∩ C1(D,R2) und z0 ∈ D mit f ′(z0) ̸= 0. Dann gibt es solche
offene nichtleere Mengen U ⊆ D mit z0 ∈ U und V ⊆ C, dass die Einschränkung
f|U : U → V biholomorph ist. Insbesondere gilt dann Teil a) für f|U und alle z ∈ U .

Beweis. a) Wegen der Voraussetzung können wir die Gleichung z = f−1(f(z))
für z ∈ U mittels der Kettenregel aus Bemerkung 1.2 ableiten. Es ergibt sich
1 = (f−1)′(f(z))f ′(z) und damit Behauptung a).

b) Wie in Bemerkung 1.7 ist für f ′(z0) ̸= 0 die zugehörige Jacobimatrix invertier-
bar. Theorem 3.36 aus Analysis 2 liefert nun solche offenen Mengen U ⊆ D und
V ⊆ R2 mit z0 ∈ U , dass f|U : U → V diffeomorph ist. Weiter ist die Jacobimatrix
B von (f|U )−1 bei w = f(z) ∈ V gleich der Inversen von A = f ′(z) bei z ∈ U . Nach
(1.5) hat A die Form A = ( s t

−t s ) für gewisse s, t ∈ R, woraus die Identität

B = 1
s2 + t2

(
s −t
t s

)
folgt. Also ist (f|U)−1 gemäß Satz 1.5 auf V holomorph. □

1.2. Einige elementare Funktionen

In diesem Abschnitt studieren wir das Abbildungsverhalten einiger grundlegender
Funktionen und zeigen dabei mittels Satz 1.9, dass geeignete Einschränkungen
biholomorph sind. Da man es im Grunde mit Funktionen f : R2 → R2 zu tun hat,
sind solche Untersuchungen in C deutlich komplizierter als in R.

A) Möbiustransformationen. Wir betrachten Matrizen

A =
(
a b
c d

)
∈ C2×2

mit detA = ad− bc ̸= 0. (Also ist (c, d) ̸= (0, 0).) Dann hat A die Inverse

A−1 = 1
detA

(
d −b

−c a

)
.
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Die rationale Funktion

mA : DA → C; mA(z) = az + b

cz + d
, mit DA =

C \ {−d
c
}, c ̸= 0,

C, c = 0,

bezeichnet man als Möbiustransformation. Wir notieren eine Reihe grundlegender
Eigenschaften, wobei wir längere Rechnungen auslassen, vergleiche §I.9 in [4].

a) Nach Bemerkung 1.2 ist mA ist holomorph.
b) Für alle α ∈ C \ {0} gilt mαA = mA. Weiter sind genau mαI die identische

Abbildung id : z 7→ z auf C.
c) Sei B ∈ C2×2 invertierbar. Man berechnet leicht, dass mA die Menge D′ :=

DA ∩DBA in DB abbildet und auf D′ die Kompositionsregel mB ◦mA = mBA gilt.
d) Aus Teil c) folgen die Gleichungen mA−1 ◦mA = id auf DA, und mA◦mA−1 =

id auf DA−1 . Somit ist mA : DA → DA−1 biholomorph.
e) Für c ̸= 0 können wir mA(z) in der Form

az + b

cz + d
= a

c
− ad− bc

c
· 1
cz + d

auf DA schreiben. Im Falle c = 0 gilt einfacher
az + b

d
= az

d
+ b

d
auf C. Demnach ist jede Möbiustransformation gleich einem Produkt mA = S1JS2
von affinen Abbildungen Sk und der Inversion Jz = 1

z
(die für c = 0 wegfällt).

Dabei ist eine affine Abbildung die Komposition einer Drehstreckung V z = αz
und einer Translation Tz = z + β. Folglich ist jede Möbiustransformation aus den
speziellen Möbiustransformationen T , V und J zusammengesetzt.

Die mögliche Definitionslücke in DA erschwert die obigen Überlegungen. Aus
diesem und anderen Gründen ergänzt man gelegentlich C um das Element ‘∞’. In
dieser Vorlesung wird dies aber (fast) keine Rolle spielen.

Definition 1.10. Wir setzen C∞ = C ∪ {∞} und R∞ = R ∪ {∞}, wobei das
neue Element ∞ den folgenden Rechenregeln genügt.

∀z ∈ C : z + ∞ = ∞ + z = ∞,
z

∞
= 0,

∀z ∈ C∞ \ {0} : z · ∞ = ∞ · z = ∞,
z

0 = ∞.

Verboten sind die Ausdrücke ∞ · 0, 0 · ∞, 0
0 , ∞

∞ , ∞ + ∞. Wir schreiben zn → ∞,
wenn |zn| → +∞ in R für n → +∞ gilt.

Die obigen Rechenregeln respektieren den letztgenannten Konvergenzbegriff. Laut
einer Übung entspricht er einer Metrik auf C∞. Man beachte, dass sich R∞ von
R = R ∪ {−∞,+∞} aus Analysis 1 unterscheidet. Zum Beispiel gelten −n → ∞
oder (−1)nn → ∞ in R∞, aber −n → −∞ in R und ((−1)nn)n divergiert in R.
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Wegen detA ̸= 0 sind für c = 0 die Zahlen a und d ungleich 0. Wir können
deshalb die Möbiustransformation mittels mA(−d

c
) := ∞ und mA(∞) := a

c
zu einer

stetigen Bijektion mA : C∞ → C∞ mit der Inversen mA−1 fortsetzen. Wir erhalten
damit zwei weitere Eigenschaften der Möbiustransformationen.

f) Die Menge M = {mA : C∞ → C∞ | detA ̸= 0} ist eine Gruppe bezüglich ◦
und Φ : GL(2,C) → M; A 7→ mA, ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus2

mit Kern {αI |α ∈ C \ {0}}. Dies folgt leicht aus den Punkten b)–d) und einer
getrennten Betrachtung der Fälle z = −d/c, z = ∞, bzw. z = a/c für die Inverse.

g) Wir nennen Kreislinien oder affine Geraden in C verallgemeinerte Kreise in
C∞. Ihre Bilder unter Möbiustransformationen sind wieder verallgemeinerte Kreise.
Diese Invarianz kann man für die Abbildungen T und V leicht nachprüfen; für J
ist es eine kleine Rechnung. Dann folgt Behauptung g) aus der (leicht zu zeigenden)
Variante von Aussage e) für C∞.

Diese Eigenschaften erlauben einen recht guten Einblick in das Abbildungsver-
halten von Möbiustransformationen. Beispiele werden in den Übungen diskutiert.

B) Potenzen und Wurzeln. Wir betrachten den (offenen) Sektor
Σθ = {z ∈ C \ {0} | |arg z| < θ}

für θ ∈ (0, π]. Spezialfälle sind die offene rechte Halbebene
C+ := Σπ/2 = {z ∈ C | Re z > 0}

und die geschlitzte Ebene Σπ = C \ R≤0. Für |ϕ| ≤ π liegt die Zahl z = |z|eiϕ ̸= 0
genau für |ϕ| < θ in Σθ.

Sei n ∈ N mit n ≥ 2. Wir definieren die Potenzfunktion
Pn : C → C; Pn(z) = zn = |z|n einϕ.

Diese bildet den offenen Halbstrahl
sθ := {reiθ |r > 0}

für θ ∈ R bijektiv auf snθ ab, da Pn auf R+ bijektiv ist. Somit ist die Einschränkung
pn := Pn|Σπ/n

: Σπ/n → Σπ

bijektiv. Dabei ist Pn schon auf Σπ/n nicht mehr injektiv. Zum Beispiel haben für
n = 2 die Zahlen ±i auf ∂Σπ/2 das gleiche Bild P2(±i) = i2 = −1.

Wir diskutieren im Falle n = 2 die Abbildungseigenschaften von P2 genauer.
Zunächst betrachten wir die vertikale Gerade

ga = {a+ iy | y ∈ R} für festes a ∈ R.
Für eine Zahl w = P2(a + iy) = a2 − y2 + i2ay im Bild P2(ga) erhalten wir
Rew = a2 − y2, also 0 ≤ y2 = a2 − Rew, sowie

Imw = 2ay = ±2a
√
a2 − Rew.

2GL(2,C) ist die Gruppe der invertierbaren A ∈ C2×2 mit der Matrizenmultiplikation.
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Also wird ga durch P2 auf die beiden Äste der nach links verlaufenden, zu R
symmetrischen Parabel Imw = ±2a

√
a2 − Rew für Rew ≤ a2 mit Scheitel (a2, 0)

abgebildet. Dabei ist P2(G0) = P2(iR) = R≤0. Im Falle der horizontalen Geraden
hb = {x+ ib |x ∈ R} für festes b ∈ R,

liegt w = P2(x+ib) = x2−b2+i2bx im Bild P2(hb). Hier ergeben sich Rew = x2−b2,
0 ≤ x2 = Rew + b2 und

Imw = 2bx = ±2b
√
b2 + Rew.

Das Bild P2(hb) ist also gleich den beiden Ästen der nach rechts verlaufenden
Parabel Imw = ±2b

√
b2 + Rew für Rew ≥ −b2 mit Scheitel (−b2, 0), wobei sich

P2(H0) = P2(R) = R≥0 ergibt.

Abbildung 1.2. Das Abbildungsverhalten der Quadratfunktion.

Wieder im Falle allgemeiner n, erklären wir nun die Wurzeln als Umkehrfunktio-
nen geeigneter Einschränkungen von Pn.

Definition 1.11. Sei n ∈ N mit n ≥ 2. Der Hauptzweig der n-ten Wurzel ist
die Funktion rn = p−1

n : Σπ → Σπ
n
. Man schreibt rn(w) = w

1
n = n

√
w) für w ∈ Σπ.

Somit ist für jedes w ∈ Σπ die n-te Wurzel rn(w) = z die einzige Zahl in Σπ/n

mit zn = w. Weiterhin gelten
rn(zn) = z und rn(w)n = w

für z ∈ Σπ/n bzw. w ∈ Σπ. Wegen p′
n(z) = nzn−1 ̸= 0, sind pn : Σπ/n → Σπ und

rn : Σπ → Σπ/n biholomorph mit der Ableitung

r′
n(w) = 1

nzn−1 = 1
nw

n−1
n

= 1
n
w

1
n

−1 für w ∈ Σπ,
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siehe Satz 1.9. (Hier haben wir ein Potenzgesetz aus den Übungen verwendet.)
Weiter genügt die Wurzel der Formel

rn(teiϕ) = n
√
t eiϕ/n für t > 0 und ϕ ∈ (−π, π),

da ( n
√
t eiϕ/n)n = teiϕ nach (1.3) gilt und n

√
t eiϕ/n in Σπ/n liegt.

Man kann auch andere Zweige der Wurzel definieren, um etwa Wurzeln aus
negativen Zahlen zu ziehen. Dazu schlitzt man die Ebene an einem anderen Strahl
als R≤0 oder man wählt einen gedrehten Sektor. Seien dafür β ∈ [−π, π) und
k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} gegeben. Wir setzen (auch für β ∈ R)

Eβ = {teiϕ | t > 0, ϕ ∈ (β, β + 2π)} = C \ sβ,

W β,k
n =

{
teiψ

∣∣∣ t > 0, ψ ∈
(
β+2kπ
n

, β+2kπ
n

+ 2π
n

)}
.

Wie oben sieht man ein, dass die Einschränkung Pn : W β,k
n → Eβ bijektiv ist.

Somit erhalten wir die weiteren biholomorphen n-ten Wurzeln

rβ,kn =
(
Pn|Wβ,k

n

)−1
: Eβ → W β,k

n .

Für jedes w ∈ Eβ ist z = rβ,kn (w) die einzige Zahl in W β,k
n mit zn = w. Wieder

ergeben sich die Gleichungen
rβ,kn (zn) = z, rβ,kn (w)n = w, (rβ,kn )′(w) = 1

n
w

1
n

−1, rβ,kn (w) = n
√
t ei(ϕ+2kπ)/n

für z ∈ W β,k
n und w ∈ Eβ mit w = teiϕ, t > 0 und β < ϕ < β + 2π.

Beim Hauptzweig hatten wir β = −π und k = 0 gewählt. Die Parameter β und
k legen fest, aus welchen w ̸= 0 man die n-te Wurzel ziehen kann, bzw. welches der
n möglichen Urbilder z ∈ C mit Pn(z) = w man auswählt.

Als Beispiel betrachten wir n = 2 und β = −π/2. Hier ist Eβ = C \ (iR≤0) und
w = −1 hat die beiden Quadratwurzeln r

−π/2,0
2 (−1) = i und r

−π/2,1
2 (−1) = −i.

C) Exponentialfunktion und Logarithmus. Für z = x+ iy mit x, y ∈ R
und k ∈ Z gelten nach (1.3) und Analysis 1 die Gleichungen

exp(z) = exeiy = ex(cos y + i sin y),
exp(z) = exp(z + 2πik), exp(z) = 1 ⇐⇒ z = 2πik.

(1.6)

Für reelle a und b betrachten wir wieder die Geraden ga und hb, sowie den Strahl
sb aus Abschnitt B). Für x, y ∈ R liefern die Formeln (1.6) die Gleichungen

exp(a+ iy) = ea(cos y + i sin y) und exp(x+ ib) = ex eib.

Die reellen Eigenschaften von exp, cos und sin implizieren nun die Aussagen
exp : ga → ∂B(0, ea) ist surjektiv und nicht injektiv,
exp : hb → sb ist bijektiv.

Weiter verwenden wir die vertikalen und horizontalen Streifen
Sr(a1, a2) = {z ∈ C | Re z ∈ (a1, a2)} bzw. Si(b1, b2) = {z ∈ C | Im z ∈ (b1, b2)}
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für a1 < a2 und b1 < b2 in R. Wegen der oben abgesetzten Abbildungseigenschaften
von exp sind die Einschränkungen

exp : Sr(a1, a2) → B(0, ea2) \B(0, ea1) surjektiv und nicht injektiv,
exp : Si(b1, b2) → {w = teiϕ | t > 0, ϕ ∈ (b1, b2)} bijektiv,

wobei b2 − b1 ≤ 2π gelte. Für a1 = −∞ bildet ferner exp die linke Halbebene
{z ∈ C | Re z < a} auf den punktierten Kreis B(0, ea)\{0} ab. Um den Logarithmus
einzuführen, verwenden wir speziell die Bijektivität von exp : Si(−π, π) → Σπ.

Definition 1.12. Die Umkehrabbildung log = (exp|Si
)−1 : Σπ → Si nennen wir

dem (Hauptzweig des) Logarithmus, wobei Si := Si(−π, π) ist.

Für w∈Σπ ist somit z = logw die einzige Zahl in Si mit exp(z) = w. Weiter gelten
log exp(z) = z für z ∈ Si und exp log(w) = w für w ∈ Σπ.

Da exp′(z) = exp(z) ̸= 0 für alle z ∈ C ist, liefert Satz 1.9 die Biholomorphie von
exp : Si → Σπ und log : Σπ → Si, sowie

log′(w) = 1
exp′(z) = 1

exp(z) = 1
w

für w ∈ Σπ.

Seien β ∈ [−π, π), k ∈ Z und Sβ,ki := Si(β + 2kπ, β + 2(k + 1)π). Der Zweig
logβ,k des Logarithmus ist die Inverse der Einschränkung exp : Sβ,ki → Eβ. Diese
Zweige besitzen die entsprechenden Eigenschaften wie der Hauptzweig.

Sei w = reiϕ für r > 0 und ϕ ∈ (−π, π). Mit dem reellen Logarithmus ln erhalten
wir die bequeme Formel

logw = ln r + iϕ, (1.7)
da ln r + iϕ in Si liegt und exp(ln r + iϕ) = reiϕ ist. Beispiele sind log r = ln r für
r > 0 und log i = iπ2 . Ferner sei w = reiϕ ∈ Eβ für r > 0 und ϕ ∈ (β, β + 2π). Dann
gilt logβ,k w = ln r + i(ϕ+ 2kπ) =: z, da z in Sβ,ki liegt und exp(z) = w ist.

Vorsicht. Die Formel (1.7) setzt voraus, dass ϕ in (−π, π) liegt. Dies wird verletzt,
wenn man etwa beim komplexen Multiplizieren den Schnitt R≤0 überschreitet.
Deswegen gelten die Analoga der reellen Logarithmusgesetze in C nur eingeschränkt.
Seien etwa ϕ, ψ ∈ (−π, π) mit ϕ+ ψ > π. Aus (1.3), (1.6) und (1.7) folgern wir

log(eiϕeiψ) = log ei(ϕ+ψ−2π) = i(ϕ+ ψ − 2π) ̸= i(ϕ+ ψ) = log eiϕ + log eiψ.

Mittels des Hauptzweig des Logarithmus führen wir die allgemeine Potenz ein.

Definition 1.13. Seien z = reiϕ ∈ Σπ mit r > 0 und ϕ ∈ (−π, π) und
w = x+ iy ∈ C für x, y ∈ R. Wir definieren die allgemeine Potenz durch

zw = exp(w log z) = rxe−yϕei(xϕ+y ln r).

Beispiele sind ew = exp(w) für z = e und ii = e−π/2. Wie schon beim Logarithmus
ist zu beachten, dass die komplexe Potenz sich oft anders als im Reellen verhält.
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Im Zweifelsfall muss man eben auf die Definition zurückgehen. Wir notieren einige
wichtige Rechenregeln.

Bemerkung 1.14. Seien z = reiϕ ∈ Σπ und w, w̃ ∈ C.
a) Für w = n ∈ N liefert Definition 1.13 die Gleichung zn = rneinϕ, was mit der

elementaren Definition zn = z · . . . · z übereinstimmt.
b) Definition 1.13 und (1.3) implizieren das erste Potenzgesetz

zw+w̃ = exp((w + w̃) log z) = exp(w log z) exp(w̃ log z) = zwzw̃.

Iterativ folgt daraus insbesondere z = z
1
n

+···+ 1
n = (z 1

n )n, sodass die Wurzeln z
1
n

aus den Definitionen 1.11 und 1.13 gleich sind. Die anderen beiden Potenzgesetze
gelten nur eingeschränkt, vergleiche die Übungen.

c) Gemäß der Eingenschaften von exp und log, der Kettenregel und Teil b)
existieren die Ableitungen

∂zz
w = d

dz exp(w log z) = exp(w log z) w
z

= wzw

z
= wzw−1

∂wz
w = d

dw exp(w log z) = exp(w log z) log z = log(z)zw.

d) Wir erhalten aus Definition 1.13 die Abschätzung

|zw| = rxe−yϕ = |z|Rew e− Im(w) arg(z) ≤ |z|Rew eπ |Im(w)|.

Also kann der Imaginärteil von w zusätzliches Wachstum bewirken. ♢

1.3. Komplexe Kurvenintegrale

In diesem Abschnitt übertragen wir einige Begriffe und Resultate aus Analysis 2
ins Komplexe. Eine Funktion f : [a, b] → C heißt stückweise stetig, wenn sie für
jedes t ∈ [a, b] links- und rechtsseitige Grenzwerte in C besitzt und bis auf höchstens
endlich viele Punkte tk ∈ (a, b) stetig ist. Wir schreiben dann f ∈ PC([a, b],C).
Real- und Imaginärteil solcher Funktionen gehören zum analog definierten Raum
PC([a, b],R) aus Analysis 1 und sind nach Bemerkung 2.31 aus Analysis 3 inte-
grierbar. Wir setzen nun∫ b

a
f(t) dt :=

∫ b

a
Re f(t) dt+ i

∫ b

a
Im f(t) dt ∈ C.

Dieses Integral besitzt die entsprechenden Eigenschaften wie im reellen Fall (außer
der Monotonie), vergleiche Bemerkung 5.10 in Analysis 3.

Weiter nennen wir f bei t0 ∈ [a, b] differenzierbar, wenn der Grenzwert

f ′(t0) := lim
t→t0

f(t) − f(t0)
t− t0

in C existiert. Dies ist nach (1.2) dazu äquivalent, dass die Funktionen Re f und
Im f in R Ableitungen besitzen. Weiter gelten Re f ′ = (Re f)′ und Im f ′ = (Im f)′.
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Seien f : [a, b] → C auf [a, b] differenzierbar, u = Re f, v = Im f und g, f ′ :
[a, b] → C stetig. Dann folgt aus den obigen Beobachtungen und dem Hauptsatz
der (reellen) Integral- und Differentialrechung seine komplexe Variante∫ b

a
f ′(t) dt =

∫ b

a
u′(t) dt+ i

∫ b

a
v′(t) dt = u

∣∣∣b
a

+ iv
∣∣∣b
a

= f(b) − f(a), (1.8)

∃ d
dt

∫ t

a
g(s) ds = d

dt

∫ t

0
Re g(s) ds+ i d

dt

∫ t

0
Im g(s) ds = g(t). (1.9)

für t ∈ [a, b]. Wir geben ein einfaches Beispiel an.

Beispiel 1.15. Für z ∈ C \ {0} gilt
∫ b
a ezt dt = 1

z
ezt|bt=a = 1

z
(ezb − eza). ♢

Im folgenden beschäftigen wir uns meist mit Kurvenintegralen. Dazu übertragen
wir die Kurvendefinition aus R2 ins Komplexe.

Definition 1.16. a) Eine Funktion γ ∈ C([a, b],C) wird als Kurve oder Weg von
γ(a) nach γ(b) bezeichnet. Sie heißt geschlossen, wenn γ(a) = γ(b) ist, und einfach,
wenn γ auf [a, b) injektiv ist. Das Bild (oder die Spur) von γ ist Γ = γ([a, b]), und
γ eine Parametrisierung von Γ. Wenn Γ ⊆ M ist, so nennt man γ Weg in M ⊆ C.

b) Die Kurve γ∈C([a, b],C) sei bis auf höchstens endlich viele tk ∈ (a, b) diffe-
renzierbar und bei den Stellen tk noch links- und rechtsseitig ableitbar. Wir setzen
γ′(tk) gleich der rechtsseitigen Ableitung. Weiter liege γ′ in PC([a, b],C). Dann
heißt γ stückweise stetig differenzierbar (kurz: stückweise C1).

Die folgenden einfachen Beispiele und Konstruktionen werden im folgenden häufig
auftreten. Im ersten Punkt sieht man exemplarisch, dass die gleiche Spur viele
Parametrisierungen besitzt.

Beispiel 1.17. a) Seien c ∈ C, r > 0 und n ∈ N. Dann parametrisiert γ :
[0, 2πn] → C; γ(t) = c+reit, die n-fach im Gegenuhrzeigersinn (positiv) durchlaufene
Kreislinie Γ = ∂B(c, r). Im Falle n = 1 identifizieren wir hier oft γ mit ∂B(c, r).

b) Für w, z ∈ C parametrisiert γ : [0, 1] → C; γ(t) = w + t(z − w), die Strecke
−→wz von w nach z. Auch hier identifizieren wir meist γ mit seinem Bild −→wz.

c) Seien γk ∈ C([ak, bk],C) mit b1 = a2 und γ1(b1) = γ2(a2). Der Summenweg
von γ1 und γ2 ist

γ1 ∪ γ2 : [a1, b2] → C; (γ1 ∪ γ2)(t) :=

γ1(t), a1 ≤ t ≤ b1,

γ2(t), a2 < t ≤ b2.

(Man verwendet diese Schreibweise auch im Fall b1 < a2 ohne die Bedingung
γ1(b1) = γ2(a2).) Ein Beispiel ist der Dreiecksweg ∂∆(z1, z2, z3) = −−→z1z2 ∪ −−→z2z3 ∪ −−→z3z1.

d) Der Rückwärtsweg von γ∈C([a, b],C) ist γ− : [a, b]→C; γ−(t) = γ(b− t+ a).♢

Im Folgenden sei γ stets ein stückweise stetig differenzierbarer Weg, dessen
Ableitungen möglicherweise in endlich vielen Punkten tk ∈ (a, b) springen.
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Abbildung 1.3. Dreiecksweg und ein Kreis mit angefügter Strecke.

Abbildung 1.4. Ein Rückwärtsweg.

Definition 1.18. Seien γ : [a, b] → C stückweise C1 mit Bild Γ = γ([a, b]) und
f ∈ C(Γ,C). Dann definieren wir das komplexe Kurvenintegral∫

γ
f dz =

∫
γ
f(z) dz :=

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t) dt.

Die Länge der Kurve γ ist ℓ(γ) =
∫ b
a |γ′(t)| dt. Wenn klar ist, was γ ist, schreiben

wir auch
∫

Γ f dz statt
∫
γ f dz.

Man kann das obige Integral mit dem Kurvenintegral aus Analysis 2 in Beziehung
setzen. Seien dazu u = Re f , v = Im f , φ = Re γ und ψ = Im γ für f und γ aus
Definition 1.18. Dann folgen die Gleichungen∫

γ
f dz =

∫ b

a

(
(u ◦ γ)φ′ − (v ◦ γ)ψ′

)
dt+ i

∫ b

a

(
(u ◦ γ)ψ′ + (v ◦ γ)φ′

)
dt

=
∫
γ

(
u

−v

)
· d(x, y) + i

∫
γ

(
v
u

)
· d(x, y). (1.10)

Wie in Bemerkung 4.7 aus Analysis 2 folgern wir die Rechenregeln für das
komplexe Kurvenintegral leicht aus den Eigenschaften des Integrals über Intervallen.
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Bemerkung 1.19. Es seien γ : [a, b] → C, γ1 und γ2 stückweise C1–Kurven
mit Bildern Γ, Γ1 bzw. Γ2, f, g ∈ C(Γ,C), h ∈ C(Γ1 ∪ Γ2,C) und α, β ∈ C. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

a)
∫
γ (αf + βg) dz = α

∫
γ f dz + β

∫
γ g dz.

b)
∣∣∣∫γ f dz

∣∣∣ ≤
∫ b
a |f(γ(t))| |γ′(t)| dt ≤ ∥f∥∞ ℓ(γ).

c)
∫
γ1∪γ2

h dz =
∫
γ1
h dz +

∫
γ2
h dz.

d)
∫
γ− f dz = −

∫
γ f dz.

e) Sei ϕ ∈ C1([a, b],R) strikt wachsend und γ̃ := γ ◦ ϕ−1. Dann ist γ̃ stückweise
C1 und es gilt

∫
γ̃ f dz =

∫
γ f dz. ♢

Wir können nun einige Integrale mittels der Definition und dem Hauptsatz
berechnen. Das erste Beispiel ist dabei zentral für die folgende Theorie.

Beispiel 1.20. a) Seien n ∈ N, c ∈ C, r > 0, k ∈ Z und γ(t) = c + reit für
0 ≤ t ≤ 2πn. Dann erhalten wir für k ̸= −1∫
γ
(z − c)k dz =

∫ 2πn

0
(γ(t) − c)k γ′(t) dt =

∫ 2πn

0
rkekit ireit dt = rk+1

k + 1 e(k+1)it
∣∣∣2πn
0

= 0.

Für k = −1 ergibt sich allerdings∫
γ

(z − c)−1 dz =
∫ 2πn

0
r−1e−it ireit dt = 2πin.

b) Seien w ∈ Σπ und γ(t) = tw für 0 ≤ t ≤ 1. Die Funktion f : −→0w → C;
f(z) = z

1
2 = t

1
2w

1
2 , mitf(0) = 0 ist stetig. Es gilt∫
γ
z

1
2 dz =

∫ 1

0
f(γ(t))γ′(t) dt =

∫ 1

0
t

1
2w

3
2 dt = 2

3w
3
2 . ♢

Das Kurvenintegral erbt die Grenzwertsätze des gewöhnlichen Integrals, wobei
wir uns hier auf das nachfolgend Benötigte beschränken.

Satz 1.21. Seien γ stückweise C1 mit Bild Γ, fn, f ∈ C(Γ,C) für n ∈ N und
h ∈ C(D × Γ,C). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Die Folge (fn) konvergiere gleichmäßig auf Γ gegen f . Dann erhalten wir∫
γ
fn dz −→

∫
γ
f dz, n → +∞.

b) Die Reihe ∑∞
n=1 fn konvergiere gleichmäßig auf Γ. Dann konvergiert auch

+∞∑
n=1

∫
γ
fn dz =

∫
γ

+∞∑
n=1

fn dz.

c) Wir haben die Stetigkeit der Abbildung

H : D → C; z 7→
∫

Γ
h(z, w) dw.
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d) Die Funktion D → C; z 7→ h(z, w), sei holomorph mit ∂zh ∈ C(D × Γ,C).
Dann ist H aus Teil c) holomorph mit der Ableitung

d
dz

∫
γ
h(z, w) dw =

∫
γ
∂zh(z, w) dw.

Beweis. Bemerkung 1.19 impliziert leicht Aussage a) durch∣∣∣∣ ∫
γ
fn dz −

∫
γ
f dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∫
γ
(fn − f) dz

∣∣∣∣ ≤ ∥f − fn∥∞ ℓ(γ) −→ 0, n → +∞.

Indem wir dies auf die Funktionen gN := ∑N
n=1 fn anwenden, zeigen wir Teil b).

Um die Aussagen c) und d) zu beweisen, wählen wir einen Punkt z0 ∈ D und
einen Radius r > 0 mit B(z0, r) ⊆ D. Wir setzen B = B(z0, r) und φ(z, t) =
h(z, γ(t))γ′(t) für z ∈ B und t ∈ [a, b]. Dann gilt

|φ(z, t)| ≤ maxB×Γ |h| max[a,b] |γ′| =: M < +∞,

wobei die Majorante M1[a,b] integrierbar ist. Da z0 ∈ D beliebig ist, folgt c)
aus Theorem 3.16 in Analysis 3 angewendet auf φ. Weil in d) auch ∂zh auf
B × Γ beschränkt ist, liefert Theorem 3.18 aus Analysis 3 die reelle partielle
Differenzierbarkeit von H und z.B.

∂x ReH(z, x) =
∫ b

a
∂x Reφ(z, t) dt.

Weiter ergibt sich aus Teil c) die Stetigkeit der partiellen Ableitungen, sodass
H auch reell differenzierbar ist (siehe Theorem 3.13 in Analysis 2). Für festes
t können wir nun die Cauchy–Riemannschen Differentialgleichungen (1.4) aus
Satz 1.5 anwenden und erhalten die Identität ∂x Reφ(z, t) = ∂y Imφ(z, t). Also ist
∂x ReH = ∂y ImH. Die andere Gleichung in (1.4) beweist man analog. Satz 1.5
impliziert dann die Holomorphie von H und die Formel in Behauptung d). □

Für die folgenden Betrachtungen erinnern wir an einige Begriffe aus der Analysis 2.
Nach Definition 2.56 aus Analysis 2 heißt eine Menge M ⊆ C wegzusammenhängend,
wenn es für alle Punkte w, z ∈ M einen stetigen Weg γ in M von w nach z gibt.
Beispiele hierfür sind konvexe M (bei denen zu je zwei Punkten aus M auch die
Verbindungsstrecke in M liegt) oder allgemeiner sternförmige M (bei denen es so
ein Zentrum z0 ∈ M gibt, dass für jedes z ∈ M die Strecke −→z0z in M liegt). Ein
Sektor Σθ ist konvex für θ ∈ (0, π/2] und sternförmig für θ ∈ (0, π]. Die folgenden
Bilder veranschaulichen diese Konzepte. Eine offene und wegzusammenhängende
Menge in C heißt Gebiet.

Der Wegzusammenhang geht später meist durch den folgenden Satz ein.

Satz 1.22. Sei f ∈ H(D) mit f ′ = 0 und D ⊆ C ein Gebiet. Dann ist f konstant.

Beweis. Seien z, z′ ∈ D. Die Voraussetzung und Lemma 4.12 in Analysis 2
liefern einen Streckenzug γ in D von z = γ(t0) nach z′ = γ(tn) mit (eventuellen)
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Abbildung 1.5. Sektoren sind sternförmig

Knickstellen zk = γ(tk). Die Kettenregel und der Hauptsatz (1.8) implizieren

0 =
∫
γ
f ′(w) dw =

n∑
k=1

∫ tk

tk−1
f ′(γ(t))γ′(t) dt =

n∑
k=1

∫ tk

tk−1

d
dtf(γ(t)) dt

=
n∑
j=1

f(γ(tk)) − f(γ(tj−1)) = f(z′) − f(z). □

Auf der nicht wegzusammenhängenden offenen Menge B(0, 1) ∪B(3, 1) ist die
Funktion f = 1B(0,1) trotz verschwindender Ableitung nicht konstant.
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Wir führen ein weiteres Kozept ein, mit dem wir einige der Hauptsätze allgemeiner
und eleganter formulieren können.3 Sei γ ein geschlossener stückweiser C1-Weg in
C mit Bild Γ. Für z ∈ C \ Γ definieren wir die Windungszahl (oder den Index) von
γ bzgl. z durch

n(γ, z) = 1
2πi

∫
γ

dw
w − z

. (1.11)

Für jeden n-fach durchlaufenen Kreis γ um z gilt n(γ, z) = n laut Beispiel 1.20,
wobei n ∈ Z ist und n < 0 Umläufe im Umzeigersinn bedeuten.

In Ergänzung zu Analysis 2 erwähnen wir, dass es disjunkte, wegzusammenhän-
gende Gebiete Gj ⊆ C mit j ∈ J ⊆ N gibt, deren Vereinigung gleich C \ Γ ist
und deren Ränder ∂Gj alle in Γ liegen. Man nennt die Mengen Gj Zusammen-
hangskomponenten von C \ Γ. Dabei ist genau eine Zusammenhangskomponente
Gi =: G∞ von C \ Γ unbeschränkt. Vergleiche Abschnitt 0.6.4 in [7]. Wir zeigen
nun grundlegende Rechenregeln für den Index, siehe auch Korollar 2.34.

Lemma 1.23. Sei γ, γ1 und γ2 geschlossene, stückweise C1-Wege in C mit Bildern
Γ, Γ1 bzw. Γ2. Die Windungszahl hat die folgenden Eigenschaften.

a) C\Γ → C; z 7→ n(γ, z), ist stetig und n(γ, z) ist ganzzahlig für jedes z ∈ C\Γ.
b) z 7→ n(γ, z) ist konstant auf jedem Gj.
c) n(γ, z) = 0 für alle z ∈ G∞.
d) n(γ−, z) = −n(γ, z) für alle z ∈ C \ Γ.
e) n(γ1 ∪ γ2, z) = n(γ1, z) + n(γ2, z) für alle z ∈ C \ Γ1 ∪ Γ2.

Beweis. a) Die Stetigkeit von z 7→ n(γ, z) folgt aus Satz 1.21 c) mit D = C \ Γ.
Um n(γ, z) ∈ Z für z ∈ C\Γ zu zeigen, wählen wir tk ∈ (a, b) mit k ∈ {1, · · · ,m−1}
wie in Definition 1.16 und setzen

φ(t) = exp
∫ t

a

γ′(s)
γ(s) − z

ds für t0 := a ≤ t ≤ b =: tm.

Wegen (1.6) und (1.11) ist die Behauptung äquivalent zu der Identität

1 = exp
(
2πi n(γ, z)

)
= exp

∫
γ

dw
w − z

= φ(b).

Weil φ(a) = 1 ist, wollen wir φ(tk−1) und φ(tk) in Beziehung setzen. Hierfür
verwenden wir die stetige Differenzierbarkeit von φ auf [tk−1, tk] mit φ′ = φγ′/(γ−z).
Daraus ergibt sich

d
dt

φ(t)
γ(t) − z

= φ′(t)(γ(t) − z) − φ(t)γ′(t)
(γ(t) − z)2 = 0

3Das Material bis einschließlich Bemerkung 1.25 wurde in der Vorlesung lediglich an anderer
Stelle kurz erwähnt.
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für t ∈ [tk−1, tk] und k ∈ {1, · · · ,m}. Mittels (1.8) erhalten wir
φ(tk)

γ(tk) − z
= φ(tk−1)
γ(tk−1) − z

und damit

φ(b) = φ(tm−1)
γ(b) − z

γ(tm−1) − z
= φ(tm−2)

γ(tm−1) − z

γ(tm−2) − z

γ(b) − z

γ(tm−1) − z

= φ(tm−2)
γ(b) − z

γ(tm−2) − z
= · · · = φ(a) γ(b) − z

γ(a) − z
= φ(a) = 1.

b)-e) Nach Theorem 2.58 in Analysis 2 ist das stetige Bild n(γ,Gj) wegzusam-
menhängend in C. Als Teilmenge von Z muss n(γ,Gj) somit einpunktig sein. Für
z ∈ G∞ liefern (1.11) und Bemerkung 1.19 die Konvergenz

|n(γ, z)| ≤ ℓ(γ)
2π max

w∈Γ

1
|w − z|

−→ 0

für |z| → ∞. Behauptung b) impliziert dann n(γ, z) = 0. Die Aussagen d) und e)
folgen unmittelbar aus Bemerkung 1.19. □

Beispiel 1.24. Sei γ der n-fach durchlaufenene Kreis ∂B(z0, r). Aus Beispiel 1.20
und den Aussagen b) und c) des obigen Lemmas ergeben sich n(γ, z) = n für
z ∈ B(z0, r) und n(γ, z) = 0 für z ∈ C \B(z0, r). ♢

Die folgende Bemerkung ermöglicht es, die Windungszahl einfach graphisch zu
bestimmen.

Bemerkung 1.25. Seien γ ein geschlossener stückweiser C1-Weg mit Bild Γ
und z ∈ D := C \ Γ. Der Halbstrahl L werde durch z + teiϕ für t ≥ 0 und ein
festes ϕ ∈ [−π, π) parametrisiert. Er schneide Γ nur endlich oft in γ(τ1), . . . , γ(τn),
wobei Berührpunkte nicht gezählt werden. (Bei denen bleibt Γ auf einer Seite von
L.) Wir zählen einen Schnittpunkt positiv, falls γ(t) mit wachsenden Argument
und damit im Gegenuhrzeigersinn L schneidet, und sonst negativ. Dann ist n(γ, z)
gleich der so gewichteten Anzahl der Schnittpunkte, und somit gleich der Anzahl
der positiven Umläufe minus der Anzahl der negativen Umläufe von γ um z.

Um dies zu zeigen, können wir nach Verschiebung und Rotation annehmen, dass
z = 0 ̸∈ Γ, L = R≤0 und alle τk ungleich a und b sind. Wir nehmen ferner der
Einfachheit halber an, dass γ in C1([a, b],C) liegt. Dann gibt es so eine Zahl ε > 0,
dass alle Intervalle (τk − ε, τk + ε) in (a, b) enthalten und paarweise disjunkt sind.
Sei Iε die Vereinigung dieser Intervalle. Die Einschränkung von γ auf [a, b] \ Iε
parametrisiert eine disjunkte Vereinigung von Kurven in Σπ. Mittels (1.8) und (1.7)
berechnen wir

n(γ, 0) = 1
2πi

∫ b

a

γ′(t)
γ(t) − 0 dt = lim

ε→0

1
2πi

∫
[a,b]\Iε

γ′(t)
γ(t) dt = lim

ε→0

1
2πi

∫
[a,b]\Iε

(log γ(t))′ dt
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= lim
ε→0

1
2πi

(
log γ(b) − log γ(τn + ε) + log γ(τn − ε) − log γ(τn−1 + ε)

+ · · · + log γ(τ1 + ε) − log γ(a)
)

= lim
ε→0

1
2πi

n∑
k=1

[
ln |γ(τk−ε)| − ln |γ(τk+ε)| + i(arg γ(τk−ε) − arg γ(τk+ε))

)
.

Hier verschwinden die Differenzen mit ln im Limes. Die anderen Terme ergeben
π − (−π) = 2π, wenn γ den Strahl L im Gegenuhrzeigersinn schneidet, und
andernfalls −π − π = −2π. (Bei einem Berührpunkt erhielte man 0.) ♢

Abbildung 1.6. Graphische Bestimmung der Windungszahl



KAPITEL 2

Der Cauchysche Integralsatz und seine Folgerungen

In diesem Kapitel zeigen wir zahlreiche Hauptsätze der komplexen Analysis, die
alle aus Cauchys Integralsatz folgen werden.

2.1. Cauchys Integralsatz und -formel

Wir charakterisieren zunächst wie in Analysis 2 die Wegunabhängigkeit von Kur-
venintegralen. Dazu übertragen wir den Begriff der Stammfunktion ins Komplexe.

Definition 2.1. Sei f ∈ C(D,C). Eine Stammfunktion von f auf D ist eine
Abbildung F ∈ H(D) mit F ′ = f .

Die Abbildungen exp, sin, cos und die Polynome besitzen die bekannten Stamm-
funktionen auf C. Die Funktion f : Σπ → C; f(z) = 1

z
, hat die Stammfunktion log

auf Σπ, siehe aber Beispiel 2.4 c) unten. Die folgenden Eigenschaften gelten wie im
Reellen, wo wir stets auf Intervallen gearbeitet haben (die ja konvex sind).

Bemerkung 2.2. Eine Funktion f ∈ C(D,C) besitze eine Stammfunktion F .
Dann ist auch Fc := F + c für jedes c ∈ C eine Stammfunktion von f . Sei F̃ eine
weitere Stammfunktion von f und D ein Gebiet. Dann verschwindet die Ableitung
(F̃ − F )′ = f − f = 0. Satz 1.22 liefert nun eine Konstante c ∈ C mit F̃ = F + c.♢

Wir können wie in Satz 4.11 aus Analysis 2 die Existenz einer Stammfunktion
von f durch die Wegunabhängigkeit von Kurvenintegralen über f charakterisieren.

Satz 2.3. Seien D ein Gebiet und f ∈ C(D,C). Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent.

a) Die Abbildung f hat eine Stammfunktion F auf D.
b) Für alle stückweisen C1-Wege γ1, γ2 : [a, b] → D mit γ1(a) = γ2(a) und

γ1(b) = γ2(b) gilt die Gleichung∫
γ1
f dz =

∫
γ2
f dz.

c) Für jeden geschlossenen stückweisen C1-Weg γ in D ist∫
γ
f dz = 0.

Für jeden stückweisen C1-Weg γ : [a, b] → D erhalten wir in diesem Fall die Formel∫
γ
f dz = F (γ(b)) − F (γ(a)).

22
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Beweis. 1)1 Es gelte Aussage a) und γ sei stückweise C1 in D mit möglichen
Sprungstellen tk ∈ (a, b), wobei a =: t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn := b ist. Dann liefert
die Kettenregel und der Hauptsatz (1.8) die Gleichungen∫

γ
f dz =

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t) dt =

n∑
k=1

∫ tk

tk−1

d
dt F (γ(t)) dt

=
n∑
k=1

(
F (γ(tk)) − F (γ(tk−1))

)
= F (γ(b)) − F (γ(a)).

Also folgt der Zusatz und, falls γ(b) = γ(a) ist, auch Teil c).
2) Es gelte Behauptung c). Es seien γ1 und γ2 stückweise C1-Kurven wie in b).

Dann ist γ := γ1 ∪ γ−
2 eine geschlossene stückweise C1-Kurve in D. Teil c) und

Bemerkung 1.19 liefern dann

0 =
∫
γ
f dz =

∫
γ1
f dz −

∫
γ2
f dz,

woraus Aussage b) folgt.
3) Es gelte Teil b). Sei z0 ∈ D fest gewählt und z ∈ D beliebig. Nach Lemma 4.12

in Analysis 2 gibt es einen Streckenzug γz in D von z0 nach z. Wir definieren

F (z) =
∫
γz

f dw.

Wähle einen Radius r > 0 mit B(z, r) ⊆ D. Sei h ∈ B(0, r) \ {0}. Dann sind
γ−
z ∪ γz+h und lh := −−−−→

z, z + h Wege in D von z nach z+ h. Mit Bemerkung 1.19 und
Aussage b) erhalten wir

1
h

(F (z + h) − F (z)) = 1
h

( ∫
γz+h

f dw −
∫
γz

f dw
)

= 1
h

∫
γ−

z ∪γz+h

f dz

= 1
h

∫
lh

f dw = 1
h

∫ 1

0
f(z + th)h dt =

∫ 1

0
f(z + th) dt =: Jh

Wir wenden nun Satz 1.21 auf die Integranden fn(t) = f(z+ thn) und eine Nullfolge
(hn) in B(0, r) \ {0} an. Da f auf B(z, r) gleichmäßig stetig ist, konvergieren fn
gleichmäßig auf [0, 1] gegen die konstante Funktion t 7→ f(z). Also strebt Jh gegen∫ 1

0 f(z) dt = f(z), und Behauptung a) gilt. □

Wie in Analysis 1 erlaubt also die Kenntnis einer Stammfunktion die Berechnung
von Kurvenintegralen. (Nur ist es im Komplexen schwieriger, Stammfunktionen
zu finden.) Das letzte der nächsten Beispiele ist von zentraler Bedeutung in der
folgenden Theorie.

Beispiel 2.4. a) Sei γ eine stückweiser C1-Weg in C von z1 nach z2. Dann gilt∫
γ cos z dz = sin(z2) − sin(z1).

1Der Beweis wurde in der Vorlesung ausgelassen.
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Abbildung 2.1. Ein Weg für Beispiel 2.4 b).

b) Sei ε ∈ (0, π) und γε ein stückweiser C1-Weg von z− = ei(−π+ε) nach z+ = ei(π−ε)

in Σπ. Dann erhalten wir mittels (1.7) die Gleichung∫
γε

dz
z

= log(z)
∣∣∣z+

z−
= 2πi − 2εi.

c) Für γ(t) = eit, 0 ≤ t ≤ 2π, gilt
∫
γ

dz
z

= 2πi nach Beispiel 1.20, sodass f(z) = 1
z

auf C \ {0} wegen Satz 2.3 keine Stammfunktion besitzen kann. ♢

Wir zeigen zunächst Cauchys Integralsatz für Dreieckswege, wobei man (in
Hinblick auf den Beweis von Cauchys Integralformel) die Holomorphie leicht ab-
schwächt. Im von uns gewählten Standardzugang zu Cauchys Sätzen ist dieser Satz
von Goursat der aufwändigste Teil der Beweise.

Satz 2.5. Seien w0 ∈ D und f ∈ C(D,C) ∩ H(D \ {w0}). Sei ∆ ⊆ D ein
abgeschlossenes Dreieck und ∂∆ wie in Beispiel 1.17 parametrisiert. Dann gilt∫

∂∆
f dz = 0.

Beweis. Der Satz gilt, wenn ∆ keine inneren Punkte hat. Sei also ∆◦ ̸= ∅.
1) Zunächst liege w0 nicht in ∆. Wir beginnen mit einem Zerlegungsargument.
a) Die Ecken von ∆ bezeichnen wir mit a, b und c, sowie mit ab die Seite zwischen

a und b usw. Weiter schreiben wir c′ für die Mitte von ab, b′ für die von ac und a′

für die von bc. Wir erhalten so die vier Teildreiecke
∆′

1 = ∆(a, c′, b′), ∆′
2 = ∆(c′, b, a′), ∆′

3 = ∆(a′, c, b′), ∆′
4 = ∆(b′, c′, a′),

die alle positiv orientiert seien. Die neu hinzugekommen Seiten im Innern werden
dabei je zweimal entgegengesetzt und die Seiten von ∆ je einmal positiv duchlaufen.
Somit gilt

J :=
∫
∂∆
f dz =

4∑
k=1

∫
∂∆′

k

f dz.
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Sei J1 ein Integral aus dieser Summe mit dem größtem Betrag und ∆1 das zugehörige
Dreieck. Diese genügen den Beziehungen

|J1| ≥ 1
4 |J | und ℓ(∂∆1) = 1

2 ℓ(∂∆).

Wir iterieren dieses Vorgehen und gewinnen auf diese Weise ineinander enthaltene
Dreiecke ∆n und Integrale Jn =

∫
∂∆n

f dz mit

|Jn| ≥ 4−n |J | und |z − w| ≤ ℓ(∂∆n) = 2−n ℓ(∂∆) (2.1)

für alle n ∈ N und z, w ∈ ∆n. Somit ist die Folge der Mittelpunkte zn von ∆n eine
Cauchyfolge. Sei z0 ihr Grenzwert, der ein Element von ⋂n ∆n ⊆ ∆ ist.

b) Da ∆ kompakt ist, liefert Korollar 2.52 in Analysis 2 die Ungleichung

δ = dist(∆, ∂D ∪ {w0}) := inf
z∈∆,w∈∂D∪{w0}

|z − w| > 0.

Damit ist die Menge U = ⋃
z∈∆ B(z, δ/2) in D \ {w0} enthalten, und sie ist nach

Satz 2.20 aus Analysis 2 offen.
Da f auf U komplex differenzierbar ist, konvergiert die Differenz

g(z) := f(z) − f(z0)
z − z0

− f ′(z0) −→ 0

für z → z0 in U . Wir integrieren die Gleichung

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + g(z)(z − z0)

über ∂∆n und erhalten

Jn =
∫
∂∆n

(f(z0) + f ′(z0)(z − z0)) dz +
∫
∂∆n

g(z)(z − z0) dz.

Das erste Integral verschwindet hierbei nach Satz 2.3, weil der Integrand als Polynom
eine Stammfunktion besitzt. Damit haben wir auf den stark verkürzten Wegen den
Integranden deutlich verkleinert. Die Ungleichungen in (2.1) liefern nun

4−n |J | ≤ |Jn| =
∣∣∣∣ ∫
∂∆n

g(z)(z − z0) dz
∣∣∣∣

≤ ℓ(∂∆n) max
z∈∆n

|g(z)(z − z0)| ≤ (2−n ℓ(∂∆))2 max
z∈∆n

|g(z)|,

|J | ≤ ℓ(∂∆)2 max
z∈∆n

|g(z)|.

Nun strebt die rechte Seite für n → +∞ gegen 0, sodass wie behauptet J = 0 ist.
2) Sei nun w0 ∈ ∆. Wir führen diesen Fall in drei Schritten auf Teil 1) zurück.
a) Sei w0 zuerst eine Ecke von ∆. Wähle ε > 0. Durch iteriertes Seitenhalbieren

wie in Schritt 1a) erhalten wir abgeschlossene Dreiecke ∆∗
1, . . . ,∆∗

n mit disjunktem
Inneren, von denen nur ∆∗

1 den Punkt w0 enthält, deren Vereinigung gleich ∆ ist
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und deren (positiv orientierter) Rand jeweils eine Länge kleiner als ε hat. Wie oben
zerfällt J in die Teilintegrale über ∂∆∗

j , und wir erhalten

J =
n∑
j=1

∫
∂∆∗

j

f dz =
∫
∂∆∗

1

f dz,

wobei wir Schritt 1) auf die Terme mit j ≥ 2 angewendet haben. Daraus folgt die
Ungleichung

|J | ≤ ε max
∆

|f |

für jedes ε > 0 und damit J = 0.
b) Der Punkt w0 liege im Inneren einer Seite von ∆. Dann zerlegen wir ∆ mit

der Verbindungsstrecke zwischen w0 und der gegenüberliegenden Ecke von ∆. Wie
in Schritt 1a) ist J gleich der Summe die Kurvenintgrale J1 und J2 von f über die
Ränder der beiden Teildreiecke. Teil a) liefert nun J1 = 0 = J2.

c) Sei schließlich w0 im Inneren von ∆. Nun zerlegen wir das Dreieck durch
die Verbindungsstrecken von w0 zu den Ecken in vier Teildreiecke ∆j . Wieder
ist J gleich der Summe der Integrale von f über ∂∆j. Diese verschwinden gemäß
Schritt a), sodass J = 0 ist. □

Der folgende Integralsatz von Cauchy ist die Grundlage der Funktionentheorie.
Da Kugeln konvex sind, liefert dieses Theorem für jede holomorphe Funktion f
die Wegunabhängigkeit von Integralen über Kurven, die innerhalb einer Kugel in
D verlaufen. Demnach besitzt f lokal eine Stammfunktion. (Das reelle Analogon
benötigt eine Zusatzannahme an f ∈ C1(D,R2), siehe Theorem 4.15 in Analy-
sis 2.) Für ein globale Aussage auf D muss das Gebiet jedoch einer ‘topologischen’
Bedingung genügen, siehe das Beispiel unten.

Theorem 2.6. Seien D ein sternförmiges Gebiet, f ∈ H(D) und γ eine ge-
schlossene stückweise C1-Kurve in D. Dann gilt∫

γ
f dz = 0.

Somit besitzt f eine Stammfunktion auf D.

Beweis. Nach Satz 2.3 ist nur der Zusatz zu zeigen. Sei dazu z0 das Zentrum
von D. Für z ∈ D liegt nach Voraussetzung die Strecke −→z0z in D. Wir setzen

F (z) =
∫

−→z0z
f dz = −

∫
−→zz0
f dz,

wobei wir Bemerkung 1.19 verwendet haben. Wir wählen eine Radius r > 0 mit
B(z, r) ⊆ D. Sei h ∈ B(0, r) \ {0}. Dann liegt die Strecke −−−−→

z, z + h in D und damit
auch das Dreieck ∆ := ∆(z0, z + h, z). Mittels Bemerkung 1.19 berechnen wir nun
1
h

(F (z + h) − F (z)) = 1
h

( ∫
−−−−→
z0,z+h

f dz +
∫

−→zz0
f dz +

∫
−−−→
z+h,z

f dz
)

+ 1
h

∫
−−−→
z,z+h

f dz
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= 1
h

∫
∂∆
f dz + 1

h

∫
−−−→
z,z+h

f dz = 1
h

∫ 1

0
f(z + th)h dt =

∫ 1

0
f(z + th) dt.

wobei das Integral über ∂∆ laut Satz 2.5 verschwindet. Weiter gilt∣∣∣∣ ∫ 1

0
f(z+ th) dt−f(z)

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0
|f(z+ th)−f(z)| dt ≤ max

0≤t≤1
|f(z+ th)−f(z)| −→ 0

für h → 0. Also ist wie gewünscht F ′ = f . □

Wir diskutieren und illustrieren diesen Satz. Wir werden ihn und Theorem 2.8 erst
am Ende des nächsten Kapitels systematisch für Integralberechnungen heranziehen;
zuvor werden sie vor allem zur Entwicklung der Theorie verwendet.

Bemerkung 2.7. a) Für f ∈ H(D) mit f ′ ∈ C(D,C) folgt das Theorem auch
aus Poincarés Theorem 4.15 in Analysis 2. Die dortige Integrabilitätsbedingung
(4.1) ist im holomorphen Fall wegen der Formeln (1.10) und (1.4) erfüllt.

b) Mit gleichem Beweis gilt Theorem 2.6 sogar für Funktionen f ∈ C(D,C) ∩
H(D \ {w0}) mit w0 ∈ D, da Satz 2.5 auch für solche f gezeigt worden ist.

c) Das Theorem ist im allgemeinen auf Gebieten mit Löchern falsch. Laut
Beispiel 1.20 haben wir auf D = C \ {0} etwa

∫
∂B(0,1)

dz
z

= 2πi ̸= 0.
d) Es gilt

∫
∂B(2,1)

dz
z

= 0, da der Integrand f : z 7→ 1/z auf der konvexen
Menge D := {z ∈ C | Re z > 1/2} holomorph ist und ∂B(2, 1) in D liegt.

e) Im Abschnitt 2.3 erweitern wir die Theoreme 2.6 und 2.8. ♢

Wir leiten aus dem Integralsatz nun Cauchys Integralformeln her. Diese beinhalten
zum einen die erstaunliche Aussage, dass eine komplex differenzierbare Funktion
automatisch beliebig oft differenzierbar ist. Im Reellen gibt es dagegen sogar
differenzierbare Funktionen mit einer unstetigen Ableitung, siehe Beispiel 5.14
in Analysis 1. Darüberhinaus werden durch die Integralformeln alle Ableitungen
einer holomorphen Funktion f auf einer Kreisscheibe durch die Werte von f auf
dem Kreisrand bestimmt (was reell wieder komplett falsch sein kann). Dieser
verblüffende Sachverhalt wird das wesentliche Instrument zum Beweis der folgenden
Hauptsätze sein. Da wir uns im ersten Teil auf Kreisscheiben in D einschränken,
gilt dieser Teil für alle offenen D. Man beachte, dass (2.2) unabhängig von der
Wahl des Radius r > 0 mit z ∈ B(z0, r) ⊆ B(z0, r) ⊆ D ist.

Theorem 2.8. Seien f ∈ H(D), z0 ∈ D, r > 0 mit B(z0, r) ⊆ D, n ∈ N0,
z ∈ B(z0, r) und s := |z − z0| < r. Dann ist f beliebig oft auf D differenzierbar
und wir erhalten

f (n)(z) = n!
2πi

∫
∂B(z0,r)

f(w)
(w − z)n+1 dw, (2.2)

∣∣∣f (n)(z)
∣∣∣ ≤ n! r

(r − s)n+1 max
|w−z0|=r

|f(w)| . (2.3)

(Hierbei wird ∂B(z0, r) durch γ(t) = z0 + reit, 0 ≤ t ≤ 2π, parametrisiert.)
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Seien nun D sternförmig und γ eine geschlossene stückweise C1-Kurve in D mit
Bild Γ und z ∈ D \ Γ. Dann gilt2

n(γ, z) f (n)(z) = n!
2πi

∫
γ

f(w)
(w − z)n+1 dw. (2.4)

Beweis. 1) Wir zeigen zuerst (2.4) für n = 0 und sternförmiges D. Sei z ∈ D\Γ
fest gewählt. Wir definieren die Hilfsfunktion

g : D → C; g(w) =


f(w)−f(z)

w−z , w ∈ D \ {z},
f ′(z), w = z.

(2.5)

Wegen der Holomorphie von f , liegt g in H(D \ {z}) ∩ C(D,C). Da D stern-
förmig ist, liefern Cauchys Integralsatz in der Version von Bemerkung 2.7 b) sowie
Bemerkung 1.19 und (1.11) die Gleichungen

0 =
∫
γ
g dw =

∫
γ

f(w)
w − z

dw − f(z)
∫
γ

dw
w − z

=
∫
γ

f(w)
w − z

dw − 2πi n(γ, z)f(z).

2) Sei nun n ∈ N. Iterativ erhalten wir

∂z
f(w)
w − z

= f(w)
(w − z)2 , . . . , ∂nz

f(w)
w − z

= n! f(w)
(w − z)n+1

für z ∈ D \ Γ und w ∈ Γ. Diese Ableitungen sind auf (D \ Γ) × Γ stetig. Ferner
ist die Abbildung z 7→ n(γ, z) auf jeder Zusammenhangskomponente Gj von D \ Γ
konstant, siehe Lemma 1.23. Gemäß Satz 1.21 ist somit

f(z) = 1
2πi n(γ, z)

∫
γ

f(w)
w − z

dw

n-fach differenzierbar in z ∈ D \ Γ und wir können die Ableitungen am Integral
vorbeiziehen. Damit ist die Cauchyformel (2.4) für alle n gezeigt.

3) Nun sei D ⊆ C lediglich offen und B(z0, r) ⊆ D. Da diese Kreisscheibe
kompakt ist, gibt es einen Radius r′ > r mit D0 := B(z0, r

′) ⊆ D (vergleiche den
Beweis von Satz 2.5). Wir können nun (2.4) für D0, z ∈ B(z0, r) und ∂B(z0, r)
anwenden. Zusammen mit Beispiel 1.24 folgt (2.2). Insbesondere f ist auf D0, und
damit auf D, beliebig oft differenzierbar.

Die Cauchyschen Ungleichungen (2.3) folgen schließlich durch direktes Ab-
schätzen von (2.2) mittels der unteren Schranke

|w − z| ≥ |w − z0| − |z0 − z| = r − s > 0
für w ∈ ∂B(z0, r) und s = |z − z0| < r. □

Das folgende Holomorphiekriterium von Morera besagt insbesondere, dass
Cauchys Integralformel nur für holomorphe Funktionen gelten kann.

2Diese Aussage wurde in der Vorlesung lediglich an anderer Stelle kurz erwähnt.
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Korollar 2.9. Eine Funktion f ∈ C(D,C) erfülle
∫
∂∆ f dz = 0 für jedes

abgeschlossene Dreieck ∆ ⊆ D. Dann ist f holomorph.

Beweis. Sei z0 ∈ D. Wähle einen Radius r > 0 mit B(z0, r) ⊆ D. Nach
dem Beweis von Theorem 2.6 und der Voraussetzung hat f auf B(z0, r) eine
Stammfunktion F ∈ H(B(z0, r)). Theorem 2.8 impliziert dann die Holomorphie
von f = F ′ auf B(z0, r) und damit auf D. □

Beispiel 2.10. Sei ∂B(2, 1) einmal positiv durchlaufen. Da 3
2 ∈ B(2, 1) ist, gilt∫

∂B(2,1)

w
1
2

w − 3
2

dw = 2πi
√

3
2 .

Hier wählen wir D = B(2, 3/2) und das holomorphe f : D → C; f(z) =
√
z. ♢

2.2. Folgerungen aus dem Integralsatz

Zunächst diskutieren wir unmittelbare Folgerungen der Cauchyschen Integralfor-
mel. Wir beginnen mit einem zentralen Begriff der Analysis.

Definition 2.11. Eine Funktion f : D → C heißt analytisch, wenn es für
jeden Punkt z ∈ D so einen Radius r(z) > 0 mit B(z, r(z)) ⊆ D gibt, dass f auf
B(z, r(z)) gleich einer Potenzreihe um z ist. Eine Funktion f ∈ H(C) heißt ganz.

Nach Satz 1.3 sind analytische Funktionen holomorph. Wir wissen schon, dass
eine holomorphe Funktion f beliebig oft differenzierbar ist. Im Reellen gibt es aber
nichtanalytische C∞-Funktionen, siehe Beispiel 5.39 in Analysis 1. Der folgende
Entwicklungssatz zeigt, dass dies im Komplexen nicht auftreten kann und dass
f eine Taylorreihe auf dem maximal möglichen Konvergenzkreis besitzt (relativ
zum gegebenen Definitionsbereich D von f). Tatsächlich ist der Umweg über das
Komplexe der weitaus bequemste Weg um zu zeigen, dass die Taylorreihe einer
reellen Funktion gegen diese konvergiert. Wir illustrieren dies unten anhand der
Binomialreihe, deren Grenzwert wir in Analysis 1 nicht berechnet hatten.

Theorem 2.12. Sei f ∈ H(D). Dann ist f analytisch. Genauer setzen wir
für jedes z0 ∈ D den Radius R(z0) := sup {r > 0 |B(z0, r) ⊆ D}. Es seien r, r ∈
(0, R(z0)). Für z ∈ B(z0, R(z0)) hat f dann die Taylorreihe

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)n, an := f (n)(z0)
n! = 1

2πi

∫
∂B(z0,r)

f(w)
(w − z0)n+1 dw, (2.6)

die auf B(z0, r) gleichmäßig und absolut konvergiert. Für ganze f gilt obiges mit
R(z0) = +∞.

Beweis. Wir fixieren beliebige r, r ∈ (0, R(z0)). Sei z ∈ B(z0, r). Wir wählen
einen Radius r′ ∈ (r, R(z0)). Für w ∈ ∂B(z0, r

′) ergibt sich∣∣∣∣ z − z0

w − z0

∣∣∣∣ = |z − z0|
r′ ≤ r

r′ =: q < 1.
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Diese Ungleichung erlaubt es, den Integranden aus der Cauchyformel (2.2) für f(z)
mittels der geometrischen Reihe in

f(w)
w − z

= f(w)
w − z0

1
1 − z−z0

w−z0

= f(w)
w − z0

+∞∑
n=0

(
z − z0

w − z0

)n
=

+∞∑
n=0

f(w)
(w − z0)n+1 (z − z0)n

zu entwickeln. Dabei konvergiert die Reihe gleichmäßig für w ∈ ∂B(z0, r
′) nach

dem Majorantenkriterium (Satz 4.43 in Analysis 1), da ∑n≥0 q
n < +∞ ist. Formel

(2.2) für n = 0 und Satz 1.21 liefern nun

f(z) = 1
2πi

∫
∂B(z0,r′)

f(w)
w − z

dw =
+∞∑
n=0

1
2πi

∫
∂B(z0,r′)

f(w)
(w − z0)n+1 dw (z − z0)n.

Nach Theorem 2.8 ist das letzte Integral gleich 2πif (n)(z0)/n! und man kann r′

durch r ersetzen. Also ist (2.6) gezeigt. Ferner erhalten wir die Abschätzung

|an(z − z0)n| ≤ 2πr′

2π max
|w−z0|=r′

|f(w)| (r′)−n−1 rn = qn max
|w−z0|=r′

|f(w)|.

Gemäß Satz 4.43 in Analysis 1 konvergiert somit die Reihe in (2.6) gleichmäßig
und absolut auf B(z0, r). Die letzte Aussage folgt unmittelbar. □

Beispiel 2.13. Seien α ∈ R\N0 und f : D := C\(−∞,−1] → C; f(z) = (1+z)α.
Da f holomorph auf D ist, hat diese Funktion eine Potenzreihe bei z0 = 0 mit
Konvergenzradius ρ ≥ 1. Es gilt genauer ρ = 1, da für n > α die Ableitung f (n)(z)
für z → −1 unbeschränkt ist. Die Taylorkoeffizienten von f bei 0 lassen sich leicht
iterativ berechnen und wir erhalten damit die Binomialreihe

(1+z)α =
+∞∑
n=0

(
α

n

)
zn, |z| < 1,

(
α

n

)
:= α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n! ,

(
α

0

)
:= 1.

(Vergleiche Beispiel 5.39 in Analysis 1.) ♢

Als weitere Folgerung der Integralformel zeigen wir die holomorphe Variante des
Differenzierbarkeitssatzes aus Analysis 3, wobei nur h eine Majorante benötigt.

Korollar 2.14. Seien (S,A, µ) ein Maßraum und h : D × S → C erfülle die
folgenden Eigenschaften.

1) Für jedes z ∈ D ist die Abbildung h(z, ·) : S → C; s 7→ h(z, s), messbar.
2) Es gibt eine integrierbare Funktion g : S → R≥0 mit |h(z, s)| ≤ g(s) für alle

(z, s) ∈ D × S.
3) Für jedes s ∈ S ist die Abbildung h(·, s) : D → C; z 7→ h(z, s), holomorph.

Dann ist die Funktion H : D → C; H(z) =
∫
S h(z, s) dµ(s), holomorph mit der

Ableitung

H ′(z) =
∫
S

∂

∂z
h(z, s) dµ(s), z ∈ D.
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Beweis. Nach 1) und 2) sowie Satz 2.26 in Analysis 3 ist die Abbildung
s 7→ h(z, s) für jedes z ∈ D integrierbar. Wir wählen einen Punkt z0 ∈ D und einen
Radius R > 0 mit B(z0, R) ⊆ D. Seien weiter r ∈ (0, R), z ∈ B(z0, r) und s ∈ S.
Dann liefert die Cauchyabschätzung (2.3) die Ungleichung

|∂zh(z, s)| ≤ R

(R − r)2 max
|w−z0|=R

|h(w, s)| ≤ R

(R − r)2 g(s).

Gemäß Formel (1.5) wird ∂x Reh genauso dominiert. Aus Theorem 3.18 in Analysis 3
folgern wir nun die Existenz der Ableitung

∂x ReH(z) =
∫
S
∂x Reh(z, s) dµ(s).

Die Holomorphie von H und die behauptete Gleichung zeigt man schließlich so wie
im Beweis von Satz 1.21. □

Im folgenden Beispiel sieht man, wie man sich in einer wichtigen Situation eine
Majorante für das obige Korollar verschafft. (Vergleiche Beispiel 3.19 in Analysis 3.)

Beispiel 2.15. Sei f : R≥0 → C messbar und es gebe Konstanten M ≥ 0 und
ω ∈ R mit |f(t)| ≤ Meωt für alle t ≥ 0. Dann existiert die Laplacetransformierte

f̂(λ) =
∫ ∞

0
e−λtf(t) dt für Reλ > ω

von f , und sie ist auf {λ ∈ C | Reλ > ω} holomorph mit den Ableitungen

f̂ (n)(λ) = (−1)n
∫ ∞

0
e−λttnf(t) dt, Reλ > ω, n ∈ N.

Beweis. Wir setzen h(λ, t) = e−λtf(t) für t ≥ 0 und λ ∈ C. Seien ε > 0 und
Reλ ≥ ω + ε. Dann erhalten wir die Ungleichung

|h(λ, t)| = e−tReλ |f(t)| ≤ Me(ω−Reλ)t ≤ Me−εt =: g(t)
für t ≥ 0. Da g integrierbar ist, existiert f̂(λ). Weiter ist die Abbildung λ 7→ h(λ, t)
für jedes t ≥ 0 holomorph. Also liefert Korollar 2.14 iterativ die Behauptung für
Reλ > ω + ε; und damit für alle Reλ > ω, da ε > 0 beliebig ist. □

Der nächste berühmte Satz von Liouville zeigt nachdrücklich, wie stark die
Holomorphie (zumal für D = C) eine Funktion einschränkt. Man beachte dabei,
dass Beschränkheit oft einfach nachzuprüfen und weit von Konstanz entfernt ist.
Außerdem ist etwa der Sinus im Reellen beschränkt und natürlich nicht konstant.

Theorem 2.16. Eine beschränkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Sei z ∈ C. Wähle einen Radius r ≥ 2|z|. Die Cauchyabschätzung (2.3)
mit z0 = 0 liefert die Ungleichung

|f ′(z)| ≤ r

(r − r/2)2 max
|w|=r

|f(w)| ≤ 4
r

∥f∥∞.

Im Limes r→∞ folgt f ′(z)=0 für alle z∈C, sodass Satz 1.22 die Aussage zeigt. □
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Wir zeigen die bekannteste Anwendung von Liouville, den Fundamentalsatz der
Algebra, der im übrigen auch elementarere Beweise besitzt.

Korollar 2.17. Sei n ∈ N. Ein komplexes Polynom n-ten Grades hat n (even-
tuell wiederholte) Nullstellen in C.

Beweis. Wir schreiben das Polynom als p(z) = anz
n + · · · + a1z+ a0 für z ∈ C

und Konstanten aj ∈ C mit an ̸= 0.
1) Wir nehmen an, dass p nirgends gleich 0 wäre. Somit existiert die ganze

Funktion f := 1/p auf C. Im Hinblick auf Liouville müssen wir nun die Beschränkheit
von f zeigen. Der Satz vom Maximum liefert diese auf allen Kugeln. Um das
Verhalten von f bei ∞ zu kontrollieren, wählen wir einen Radius r0 > 0 mit

n−1∑
j=0

|aj|
|an|

rj−n0 ≤ 1
2 .

(Dieser existiert, da alle Exponenten j − n negativ sind.) Sei |z| ≥ r ≥ r0. Damit
ist |z| so groß, dass in p der Term anz

n dominiert; genauer gilt
|p(z)| ≥ |anzn| − |an−1z

n−1 + · · · + a0| ≥ |an| |z|n − (|an−1| |z|n−1 + · · · + |a0|)

= |an| |z|n
(

1 −
n−1∑
j=0

|aj|
|an|

|z|j−n
)

≥ |an| rn
(

1 −
n−1∑
j=0

|aj|
|an|

rj−n0

)
≥ |an|

2 rn,

|f(z)| ≤ 2
|an|

r−n.

Somit ist f auf C beschränkt, also konstant laut Theorem 2.16. Gemäß der obigen
Abschätzung verschwindet f für |z| → +∞. Es folgt f = 0, was unmöglich ist.

2) Demnach hat jedes nichtkonstante komplexe Polynom mindestens eine Null-
stelle in C. Mit Polynomdivision folgt dann iterativ die Aussage. □

In den nächsten Resultaten verwenden wir die Cauchysche Integralformel und den
Entwicklungssatz, um eine Vielzahl bedeutender und überraschender Eigenschaften
holomorpher Funktionen herzuleiten, die im Reellen komplett falsch sind. Dabei
werden einige Fragestellungen aus Analysis 1 und 2 neu aufgegriffen.

Der folgende Konvergenzbegriff ist typisch für die komplexe Analysis. Wir hatten
ihn implizit schon in Analysis 1 bei Potenzreihen kennengelernt.

Definition 2.18. Seien f, fn : D → C für n ∈ N. Wenn auf jeder kompakten
Menge K ⊆ D die Supremumsnorm supz∈K |fn(z) − f(z)| für n → +∞ gegen 0
strebt, so konvergiert (fn) kompakt auf D gegen f (oder gleichmäßig auf Kompakta).

Bemerkung 2.19. Man beachte, dass H(D) unbeschränkte Funktionen enthält
und die kompakte Konvergenz echt schwächer als die gleichmäßige ist (da D nicht
kompakt ist). Die kompakte Konvergenz kann durch eine Metrik beschrieben
werden, die der in Beispiel 2.15 e) aus Analysis 2 ähnelt. Wenn stetige Funktionen
fn : D → C kompakt gegen f konvergieren, so ist auch f stetig (siehe Theorem 4.41
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in Analysis 1). Gemäß Beispiel 5.30 aus Analysis 1 folgt im Reellen aber selbst
aus der gleichmäßigen Konvergenz von fn ∈ C∞([−1, 1]) gegen f ∈ C([−1, 1]) im
allgemeinen nicht die Differenzierbarkeit von f . ♢

Der folgende Konvergenzsatz von Weierstraß zeigt wieder einen dramatischen
Unterschied zwischen reeller und komplexer Analysis.

Theorem 2.20. Eine Folge (fn) in H(D) konvergiere kompakt gegen f . Dann
ist auch f holomorph und alle Ableitungen f (k)

n konvergieren kompakt auf D gegen
f (k) für n → +∞ und k ∈ N.

Beweis. 1) Sei ∆ ⊆ D ein abgeschlossenes Dreieck. Nach Voraussetzung
konvergieren die Funktionen fn gleichmäßig auf ∂∆ gegen f ∈ C(D,C). Satz 1.21
und Goursats Satz 2.5 liefern nun∫

∂∆
f dz = lim

n→+∞

∫
∂∆
fn dz = 0.

Nach Korollar 2.9 von Morera ist f folglich holomorph.
2) Seien z0 ∈ D und r > 0 mit B(z0, 2r) ⊆ D und z ∈ B(z0, r). Dann liefert die

Cauchyabschätzung (2.3) mit s = |z − z0| ≤ r die Ungleichung

sup
z∈B(z0,r)

|f (k)(z) − f (k)
n (z)| ≤ k! 2r

(2r − r)k+1 max
|w−z0|=2r

|f(w) − fn(w)|

für jedes k ∈ N, da f − fn holomorph ist. Nach Voraussetzung konvergiert also die
linke Seite für n → +∞ gegen 0.

3) Sei K ⊆ D kompakt. Für jeden Punkt z ∈ K wählen wir einen Radius r(z) > 0
mit B(z, 2r(z)) ⊆ D. Offenbar liegt K in der Vereinigung der offenen Kugeln
B(z, r(z)). Mittels des Theorems 2.46 von Heine–Borel aus Analysis 2 erhalten wir
nun zj ∈ K und rj > 0 mit K ⊆ B(z1, r1)∪· · ·∪B(zm, rm) ⊆ D und B(zj, 2rj) ⊆ D
für alle j ∈ {1, . . . , n}. Schritt 2) impliziert dann die Konvergenzaussage. □

Der Identitätssatz macht die erstaunliche Aussage, dass eine holomorphe Funktion
auf einem Gebiet schon durch ihre Werte auf einer kleinen Strecke oder nur auf
einer Folge mit Grenzwert in D festgelegt ist. Im Reellen ist das Unfug. Es gibt
natürlich unendlich viele C1-Funktionen auf (−1, 2), die auf [0, 1] verschwinden; im
Komplexen gelingt das nur der Nullfunktion. Hier und im Folgenden nutzen wir
häufig die Potenzreihen aus dem Entwicklungssatz 2.12.

Der Grenzwert in Aussage c) muss im Übrigen in D liegen. So verschwindet
die holomorphe Funktion f : C \ {0} → C; f(z) = sin(1/z), in den Punkten
zn = (πn)−1 → 0, ohne konstant gleich Null zu sein.

Theorem 2.21. Seien D ⊆ C ein Gebiet und f ∈ H(D). Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent.

a) Es ist f = 0 auf D.
b) Es gibt so eine Zahl z0 ∈ D, dass f (k)(z0) = 0 für jedes k ∈ N0 gilt.
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c) Es existieren solche Punkte zn, z0 ∈ D, dass f(zn) = 0 und zn ̸= z0 für alle
n ∈ N, sowie zn → z0 für n → +∞ erfüllt sind.

Somit sind Funktionen g, h ∈ H(D) schon auf D gleich, wenn g und h auf einer
Menge M ⊆ D mit einem Häufungspunkt3 z0 ∈ D übereinstimmen.

Beweis. Der Zusatz folgt aus der Implikation ‘c) ⇒ a)’ für f := g − h. Weiter
ist Teil c) natürlich eine Konsequenz von a).

Es gelte Aussage c). Es seien zn und z0 wie in c). Dann folgt f(z0) = 0 auf Grund
der Stetigkeit von f . Wir nehmen an, Behauptung b) wäre falsch. Also gibt es
einen Index m ∈ N mit

f(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0 und f (m)(z0) ̸= 0.

Somit hat f wegen Theorem 2.12 auf jeder Kugel B(z0, r) ⊆ D die Potenzreihe

f(z) =
+∞∑
k=m

ak (z − z0)k mit ak = f (k)(z0)
k! .

Für z ∈ B(z0, r) setzen wir

g(z) :=
+∞∑
l=0

al+m (z − z0)l =
+∞∑
k=m

ak (z − z0)k−m = (z − z0)−mf(z),

wobei in der letzten Gleichung z ̸= z0 sei. Als Potenzreihe ist die Funktion g :
B(z0, r) → C holomorph, und sie erfüllt g(z0) = am ̸= 0. Auf der anderen Seite ist
zn ab einem Index n0 ∈ N ein Element von B(z0, r) \ {z0}, sodass die Werte

g(zn) = (zn − z0)−mf(zn) = 0

für n → ∞ gegen g(z0) streben, was der Stetigkeit von g widerspricht. Also gilt b).
Sei Aussage b) wahr. Sei z ∈ D. Nach Lemma 4.12 aus Analysis 2 gibt es einen

Streckenzug γ von z0 nach z in D. Wegen der Kompaktheit des Bildes Γ von γ, ist
der Abstand δ := dist(Γ, ∂D) > 0 positiv. Also liegt die Kugel B(w, δ) für jedes
w ∈ Γ in D. Wir können nun γ mit weiteren Zwischenstellen auf den Strecken so
zu einem Streckenzug −−→z0w1 ∪ · · · ∪ −−→wNz umschreiben, dass jede Teilstrecke −−−−→wjwj+1
in B(wj, δ) enthalten ist (wobei w0 := z0 und wN+1 = z sind). Nach Behauptung b)
und Theorem 2.12 verschwindet f auf B(z0, δ), und damit gilt b) auch in w1.
Iterativ ergibt sich Aussage a). □

Ohne den Wegzusammenhang ist der obige Satz (und manche seiner Korollare)
falsch. Man betrachte etwa die Funktion f = 1B(0,1) auf D = B(0, 1) ∪ B(3, 1).
Der folgende Korollare (zuerst der Nullstellensatz) besagen u.a., dass sich eine
holomorphe, nichtkonstante Funktion auf D in einer Nullstelle wie ein Polynom
verhält und sich z.B. ihre Nullstellen nicht in D häufen können.

3Vergleiche Definition 2.21 in Analysis 2.
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Korollar 2.22. Seien D ein Gebiet, f ∈ H(D) ungleich der Nullfunktion
und z0 ∈ D mit f(z0) = 0. Dann existieren solche Zahlen m ∈ N und r > 0
mit B(z0, r) ⊆ D und eine Funktion g ∈ H(B(z0, r)) mit g(z0) ̸= 0, dass die
Gleichungen
0 = f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0), f (m)(z0) ̸= 0 und f(z) = (z − z0)mg(z)

für z ∈ B(z0, r) gelten. (Man nennt m die Ordnung der Nullstelle z0.)
Beweis. Die Behauptung über die Ableitungen folgt aus Theorem 2.21, dessen

Beweis auch g liefert. □

Bemerkung 2.23. Wegen der Stetigkeit von |g| und dem Satz vom Maximum
existieren in Korollar 2.22 Zahlen r ∈ (0, r) und c, C > 0 mit c ≤ |g(z)| ≤ C für
alle z∈B(z0, r). Also verhält sich f nahe der Nullstelle wie das Monom (z−z0)m. ♢

Diese Aussage gilt in R nicht. So erfüllt die C1-Funktion f :R → R; f(x)= |x|
3
2 ,

|x|−k|f(x)| −→

0, k ∈ {0, 1},
+∞, k ∈ {2, 3, . . . }.

Korollar 2.24. Seien D ein Gebiet, f ∈ H(D) nicht konstant und w ∈ f(D).
Dann ist die Menge Nw = f−1({w}) = {z ∈ D | f(z) = w} diskret (d.h., für jedes
z ∈ Nw gibt es einen Radius rz > 0 mit B(z, rz) ∩Nw = {z}).

Beweis. Wenn Nw nicht diskret wäre, gäbe es Punkte zn → z0 in D mit zn ̸= z0
und f(zn) = w für alle n ∈ N. Der Identitätssatz 2.21 angewendet auf g = f − w1
liefert einen Widerspruch. □

Im Reellen muss man beim Fortsetzen einer Funktion in C1 nur Anschlussbedin-
gungen am Definitionsrand beachten, ansonsten ist die Fortsetzung in C1 beliebig.
Laut dem Identitätssatz ist hingegen die holomorphe Fortsetzung in einem Gebiet
eindeutig bestimmt.

Korollar 2.25. Seien f ∈ H(D) und U ⊆ C ein Gebiet mit D ⊆ U . Dann gibt
es höchstens eine Funktion g ∈ H(U) mit g|D = f .

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Theorem 2.21, da D ̸= ∅ offen ist. □

Im ersten Beispiel illustrieren wir noch einmal, welche Funktionen nicht kom-
plex differenzierbar sein können. Das zweite ist eine typische Anwendung der
holomorphen Fortsetzung.

Beispiel 2.26. a) Sei r > 0. Die beliebig oft differenzierbare Funktion

f : R → R; f(x) =

e− 1
x , x > 0,

0, x ≤ 0,

hat (nach Einschränkung auf (−r, r)) keine holomorphe Fortsetzung auf B(0, r) ⊆ C,
da diese auf (−r, 0) verschwinden müsste, aber f > 0 auf R+ ist.



2.2. Folgerungen aus dem Integralsatz 36

b) Die Gammafunktion

Γ(z) :=
∫ ∞

0
tz−1e−t dt, Re z > 0,

hat genau eine holomorphe Fortsetzung auf D := C \ {−n |n ∈ N0}. Weiter gilt
Γ(z + 1) = zΓ(z) für z ∈ D.

Beweis. Für t > 0 und z ∈ C+ liefert Bemerkung 1.14 die Gleichung |tz−1| =
tRe z−1. Seien ε ∈ (0, 1] und Re z ∈ [ε, 1/ε]. Dann wird der Integrand von Γ durch

|tz−1e−t| ≤

tε−1, t ∈ (0, 1],
t

1
ε

−1e−t, t > 1,

dominiert. Die rechte Seite ist auf R+ integrierbar. Da ε ∈ (0, 1] beliebig ist,
impliziert Korollar 2.14 die Holomorphie der Funktion z 7→ Γ(z) auf C+. In
Beispiel 1.28 aus Analysis 2 haben wir Γ(x + 1) = xΓ(x) für x > 0 gezeigt. Da
hier beide Seiten der Gleichung auf C+ holomorphe Funktionen definieren, zeigt
Theorem 2.21 die Identität Γ(z + 1) = zΓ(z) auf C+. Nun ist die Abbildung
z 7→ Γ(z + 1)/z auch auf der Menge D1 := {z ∈ C \ {0} | Re z > −1} holomorph,
sodass sie die holomorphe Fortsetzung von Γ auf D1 ist. Die Formel Γ(z+1) = zΓ(z)
gilt dann für z ∈ D1 per Konstruktion. Die Behauptung folgt nun iterativ. □

Als Vorbereitung für zwei weitere Hauptsätze der Funktionentheorie zeigen wir
ein erstaunliches Kriterium für Nullstellen einer holomorphen Funktion.

Lemma 2.27. Seien f ∈ H(D), r > 0 und B := B(z0, r) mit B ⊆ D. Es gelte
0 ≤ |f(z0)| < min

z∈∂B
|f(z)|

Dann hat f eine Nullstelle in B.

Beweis. Wir nehmen an, f besäße keine Nullstelle auf B. Nach Voraussetzung
hat f also keine Nullstelle auf B. Nach dem Satz von Minimum gibt es dann einen
Punkt z1 ∈ B mit minB |f | = |f(z1)| =: δ > 0. Weiter finden wir einen Radius
R > r mit B(z0, R) ⊆ D (vergleiche den Beweis von Satz 2.5). Da f gleichmäßig
stetig auf B(z0, R) ist, erhalten wir eine Zahl r1 ∈ (r, R) mit |f(z)| ≥ δ/2 für
alle z ∈ D1 := B(z0, r1). Demnach ist der Kehrwert g = 1/f auf D1 holomorph.
Cauchys Ungleichung (2.3) impliziert nun die Abschätzung

1
|f(z0)|

= |g(z0)| ≤ max
|w−z0|=r

|g(w)| =
(

min
|w−z0|=r

|f(w)|
)−1

,

die der Annahme widerspricht. □

Wir erinnern daran, dass eine Funktion f genau dann stetig ist, wenn Urbilder
offener Menge wieder offen sind. Für injektive f ist demnach die Stetigkeit der
Inversen äquivalent dazu, dass f offene Mengen in offene abbilden. Im Reellen muss
das auch für glatte injektive Funktionen nicht der Fall sein, siehe das Beispiel 4.33
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in Analysis 1. Im nichtinjektiven Fall bildet schon f(x) = x2 das offene Intervall
(−a, a) auf [0, a2) ab.

Um so erstaunlicher ist der folgende Offenheitssatz für holomorphe Funktionen,
die nirgends lokal konstant sind. Die zweite Version heißt auch Satz von der
Gebietstreue. Das Beispiel nach Theorem 2.21 zeigt, dass man hier tatsächlich lokale
Konstanz ausschließen muss, bzw. den Wegzusammenhang benötigt. Wir werden
den Offenheitssatz wesentlich für das Biholomorphietheorem 3.5 verwenden.

Theorem 2.28. Sei f ∈ H(D).
a) Sei f auf keiner Kugel in D konstant. Dann bildet f offene Mengen U ⊆ D

auf offene Mengen f(U) ⊆ C ab.
b) Sei D ⊆ C ein Gebiet und f nicht konstant. Dann ist f(D) ein Gebiet.

Beweis. a) Sei U ⊆ D offen. Wir betrachten einen Punkt f(z0) in f(U), wobei
z0 ∈ U ist. Wir suchen einen Radius δ > 0 mit B(f(z0), δ) ⊆ f(U). (Dann ist f(U)
offen und Aussage a) gezeigt.) Sei dazu r0 > 0 mit B0 := B(z0, r0) ⊆ U . Nach
Voraussetzung ist die Einschränkung f |B0 nicht konstant. Nach Korollar 2.24 gibt
es dann so einen Radius r ∈ (0, r0), dass für jedes z ∈ B := B(z0, r) mit z ̸= z0
auch f(z) ̸= f(z0) ist. Da ∂B kompakt ist, erhalten wir die Ungleichung

δ := 1
2 min
z∈∂B

|f(z) − f(z0)| > 0.

Sei w ∈ B(f(z0), δ). Wir wollen mittels Lemma 2.27 nachweisen, dass w in f(U)
liegt. In der Tat erfüllen alle z ∈ ∂B die untere Schranke

|f(z) − w| ≥ |f(z) − f(z0)| − |f(z0) − w| ≥ 2δ − δ = δ,

min
z∈∂B

|f(z) − w| ≥ δ > |f(z0) − w|.

Lemma 2.27 liefert somit eine Zahl z1 ∈ B ⊆ U mit f(z1) − w = 0. Also liegt
w = f(z1) in f(U), und folglich ist f(U) offen.

b) Seien nun D ein Gebiet und f nicht konstant. Nach Korollar 2.24 ist dann f
auf keiner Kugel in D konstant. Nach Teil a) ist also f(D) offen. Theorem 2.58 aus
Analysis 2 zeigt ferner, dass f(D) wegzusammenhängend ist. □

Das Maximumsprinzip beschäftigt sich mit den Maxima des Betrags |f |. Es
besitzt reelle Analoga, die für gewisse partielle Differentialgleichungen von großer
Bedeutung sind. Unser Beweis beruht auf dem Offenheitssatz; man könnte alternativ
Cauchys Integralformel verwenden. Es gibt aber auch reelle Zugänge.

Theorem 2.29. Seien D ein Gebiet und f ∈ H(D) nicht konstant.
a) Dann hat die Abbildung D → R; z 7→ |f(z)|, kein lokales Maximum.
b) Seien ferner D beschränkt und f ∈ C(D,C). Dann gilt

max
z∈D

|f(z)| = max
z∈∂D

|f(z)| .
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Beweis. a) Wir nehmen an, |f | besäße ein lokales Maximum z0 ∈ D. Dann gäbe
so einen Radius r > 0 mit B(z0, r) ⊆ D, dass f der Ungleichung |f(z)| ≤ |f(z0)|
für alle z ∈ B(z0, r) genügt. Es gibt aber Punkte wn ∈ C mit |wn| > |f(z0)|
für alle n ∈ N und wn → f(z0) für n → +∞. Nach Theorem 2.28 ist das Bild
f(B(z0, r)) offen, sodass für einen genügend großen Index wN in f(B(z0, r)) liegt
und damit gleich f(z) für ein z ∈ B(z0, r) ist. Daraus folgt der Widerspruch
|f(z)| = |wN | > |f(z0)|.

b) Nach dem Satz von Maximum gibt es eine Zahl z1 ∈ D mit |f(z1)| = maxD |f |.
Diese Zahl muss gemäß Teil a) im Rand ∂D liegen. □

Beispiel 2.30. Teil b) des Maximumprinzips ist auf unbeschränkten Gebieten
im allgemeinen falsch, wie das Beispiel f(z) = exp(exp z) auf D =

{
z ∈ C

∣∣∣ Im z ∈
(−π

2 ,
π
2 )
}

zeigt. Hier gilt für x ∈ R ⊆ D zunächst die Gleichung

|f(x± iπ2 )| = exp(Re(exe±iπ/2)) = e0 = 1,

sodass f auf ∂D beschränkt ist. Jedoch ist f(x) = e(ex) (sehr) unbeschränkt. ♢

2.3. Homotope Varianten der Cauchyschen Sätze

Wir haben in Theorem 2.8 gesehen, dass gewisse Integrale auf konzentrischen
Kreisen unabhängig vom Radius sind. Eine solche Wegunabhängigkeit kann bei
‘Löchern’ im Definitionsbereich jedoch nicht uneingeschränkt gelten. So ist etwa∫

∂B(1/2,1)

dz
z

=
∫
∂B(0,1)

dz
z

= 2πi ̸= 0 =
∫
∂B(2,1)

dz
z
.

Wir geben nun eine Bedingung an die Wege an, die solche Ungleichungen ausschließt.
Wegen der großen Bedeutung dieser Definition in der Mathematik formulieren wir
sie in metrischen Räumen (z.B. einen normierten Vektorraum). Wir bemerken
dazu, dass wir in Definition 1.16 a) die Menge C durch jeden metrischen Raum M
ersetzen können.

Definition 2.31. Seien M ein metrischer Raum, N ⊆ M und γ0, γ1 ∈
C([a, b],M) geschlossene Wege in N . Die Wege γ0 und γ1 heißen homotop in
N , wenn es eine Homotopie h ∈ C([0, 1] × [a, b],M) mit den Eigenschaften

h(s, t) ∈ N, h(0, t) = γ0(t), h(1, t) = γ1(t), h(s, a) = h(s, b)

für alle (s, t) ∈ [0, 1] × [a, b] gibt. Wenn hier γ1 eine konstante Funktion ist, so
heißt γ0 nullhomotop in N . Man schreibt dann γ0 ∼

N
γ1 bzw. γ0 ∼

N
0.

Sei M = C. Wenn alle geschlossenen stückweisen C1-Wege in N nullhomotop
sind, so heißt N einfach zusammenhängend.

Wir illustrieren diese Begriffe in C durch einige Beispiele.
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Beispiel 2.32. a) Seien D = C \ {0}, γ0(t) = reit und γ1(t) = ρ(t)eit für
0 ≤ t ≤ 2π, r > 0 und eine Funktion 0 < ρ ∈ C([0, 2π]) mit ρ(0) = ρ(2π). Dann
sind γ0 und γ1 in D homotop mit der Homotopie

h(s, t) = (1 − s)reit + sρ(t)eit, (s, t) ∈ [0, 1] × [0, 2π].
Dabei kann |h(s, t)| = (1 − s)r + sρ(t) nie gleich 0 sein.

Abbildung 2.2. Homotopie konzentrischer Kreise.

b) Sei D sternförmig. Dann ist D einfach zusammenhängend. Für eine geschlos-
sene Kurve γ in D haben wir dabei die Homotopie h(s, t) = (1 − s)γ(t) + sz0 von
γ nach z0 in D, da die Strecke von z0 nach γ(t) in D liegt.

c) Seien D = C\{0}, γ0(t) = eit und 0 ≤ t ≤ 2π. Dann ist γ0 nicht in D homotop
zu γ1(t) = 1 oder γ2(t) = 2 + eit, 0 ≤ t ≤ 2π. Dies folgt aus dem nächsten Theorem
und den Gleichungen∫

γ0

dz
z

= 2πi,
∫
γ1

dz
z

= 0 =
∫
γ2

dz
z
.

d) Die Menge D = B(0, 1) \
(−→−i0 ∪

[
−1

2 ,
1
2

])
ist einfach zusammenhängend. Im

unten stehenden Bild kontrahiert man dazu zuerst die Teile von γ unterhalb der
reellen Achse und dann den verbleibenden Teil von γ auf i/2, vergleiche Teil b).

e) Sei p ein geschlossener, einfacher Streckenzug mit Ecken z1, . . . , zn und um-
schlossenem offenen Polygon G, wobei G in D liege. Dann ist p in D nullhomotop.
Dies folgt etwa daraus, dass man G durch n − 3 Verbindungsstrecken zwischen
Ecken in n − 2 Dreiecke mit disjunktem Inneren zerlegen kann. Diese Dreiecke
kann man dann sukzessive wie in Teil b) zusammenziehen. Die Zerlegbarkeit zeigen
wir (skizzenhaft) induktiv.
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Abbildung 2.3. Homotopie in einer sternförmigen Menge.

Abbildung 2.4. Bild zu Beispiel 2.32d).

Für n = 3 ist sie klar. Die Behauptung gelte für ein n ≥ 3. Sei zk die Ecke mit
minimalem Realteil (bei mehreren Minima verschiebe man ein wenig), und sei ∆
das offene Dreieck mit Ecken zk−1, zk und zk+1 (wobei z0 := zn und zn+1 := z0
seien). Wenn kein zj in ∆ liegt, verläuft −−−−−→zk−1zk+1 in G und schneidet keine Kante
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in ∆. Man lässt zk weg und wendet die Induktionsvoraussetzung an. Andernfalls sei
zj die Ecke in ∆ mit minimalem Realteil. Dann liegt −−→zkzj in G und schneidet keine
Kante (außer in zk und zj). Wir wenden wieder die Induktionsvoraussetzung an. ♢

Wir zeigen nun die homotopen Versionen von Cauchys Integralsatz und -formeln.4

Theorem 2.33. Seien D ein Gebiet und f ∈ H(D).
a) Seien γ0 und γ1 geschlossene, in D homotope stückweise C1-Wege. Dann ist∫

γ0
f dz =

∫
γ1
f dz. (2.7)

Insbesondere erhalten wir
∫
γ0
f dz = 0 für in D nullhomotope γ0, und Cauchys

Integralsatz gilt auch auf einfach zusammenhängenden Gebieten D.
b) Sei γ ein nullhomotoper, geschlossener stückweiser C1-Weg. Dann gilt

n(γ, z) f (n)(z) = n!
2πi

∫
γ

f(w)
(w − z)n+1 dw. (2.8)

Beweis. 1) Wir zeigen zuerst Teil a). Nach Voraussetzung gibt es eine Homo-
topie h über D zu γ0 und γ1, wobei wir [a, b] = [0, 1] wählen können. Nach den
Theoremen 2.47 und 2.49 aus Analysis 2 ist die Funktion h : [0, 1]2 → C gleichmäßig
stetig und ihr Bild h([0, 1]2) ⊆ D kompakt. Auch wegen Korollar 2.52 in Analysis 2
gibt also Zahlen ε, δ > 0 mit

∀ z ∈ h([0, 1]2) : B(z, ε) ⊆ D, (2.9)
∀ (s, t), (s′, t′) ∈ [0, 1]2 mit |s− s′|2 + |t− t′|2 < δ2 : |h(s, t) − h(s′, t′)| < ε.

Wir fixieren n ∈ N mit
√

2/n < δ und setzen zj,k = h(j/n, k/n) für alle j, k ∈
{0, 1, . . . , n}. Dabei gilt zj,n = zj,0 für jedes j, da h eine Homotopie ist. Gemäß
Bedingung (2.9) liegen die Punkte zj+1,k, zj+1,k+1 und zj,k+1 in B(zj,k, ε).

Wir betrachten nun das Viereck Vjk mit den Ecken zj,k, zj+1,k, zj+1,k+1 und zj,k+1.
Dieses ist in B(zj,k, ε) enthalten, weil Kreise konvex sind. Cauchys Theorem 2.6
liefert deswegen die zentrale Identität∫

∂Vjk

f dz = 0.

2) Weiter verwenden wir die Streckenzüge pj mit den Ecken zj,0, . . . , zj,n für
j ∈ {0, 1, . . . , n}. Wir zeigen zunächst die Gleichung∫

pj

f dz =
∫
pj+1

f dz (2.10)

4In der Vorlesung wurde nur ein Spezialfall von (2.8) bewiesen. Die Version hier wurde
lediglich an anderer Stelle kurz erwähnt.
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für jedes j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Mittels der obigen abgesetzten Identität und Bemer-
kung 1.19 folgt (2.10) aus∫

pj

f dz −
∫
pj+1

f dz =
n−1∑
k=0

( ∫
−−−−−−−→zj,kzj,k+1

f dz −
∫

−−−−−−−−−−−→zj+1,kzj+1,k+1
f dz +

∫
∂Vjk

f dz
)

=
n−1∑
k=0

( ∫
−−−−−−−→zj,kzj+1,k

f dz −
∫

−−−−−−−−−−−→zj,k+1zj+1,k+1
f dz

)
=
∫

−−−−−−→zj,0zj+1,0
f dz −

∫
−−−−−−−→zj,nzj+1,n

f dz

= 0.
3) Wir zeigen ferner die Gleichungen∫

γ0
f dz =

∫
p0
f dz und

∫
γn

f dz =
∫
pn

f dz. (2.11)

Zunächst gilt z0,k = h(0, k/n) = γ0(k/n), sodass nach Bedingung (2.9) für jedes
t ∈ Jk := [k/n, (k + 1)/n] der Punkt γ0(t) = h(0, t) in B(z0,k, ε) liegt. Wir setzen
ψk = γ0|Jk

∪ −−−−−→z0,k+1z0,k für jedes k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Da Kugeln konvex sind,
ist auch ψk in B(z0,k, ε) enthalten. Cauchys Integralsatz 2.6 impliziert somit die
Identität ∫

ψk

f dz = 0,

woraus sich die gewünschte Formel∫
γ0
f dz −

∫
p0
f dz =

n−1∑
k=0

∫
ψk

f dz = 0

ergibt. Den zweiten Teil von (2.11) zeigt man genauso. Die Behauptung (2.7) ist
nun eine direkte Konsequenz der Aussagen (2.10) und (2.11).

4) Die Cauchy-Integralformel (2.8) folgt aus dem Zusatz in a) genauso wie in
Theorem 2.8 für sternförmige D. Dabei verwendet man, dass die Hilfsfunktion g in
(2.5) gemäß Theorem 3.3 a) auf D holomorph ist. (Dieses Theorem beruht nur auf
Theorem 2.12 und nicht auf der hier zu zeigenden Aussage.) □

Man kann Nullhomotopie weiter abschwächen und die Klasse der geschlossenen
Wege γ in D charakterisieren, für die

∫
γ f dz = 0 für alle f ∈ H(D) gilt, siehe

Satz VI.2.1 und S.121 in [4]. Der obige Satz liefert die Homotopieinvarianz der
Windungszahl.5

Korollar 2.34. Seien γ0 und γ1 geschlossene, in C \ {z} homotope stückweise
C1-Wege. Dann gilt n(γ1, z) = n(γ2, z). Insbesondere ist n(γ, z) = 0 für auf C \ {z}
nullhomotope geschlossene γ.

5Die nächste Folgerung wurde in der Vorlesung lediglich an anderer Stelle kurz erwähnt.



KAPITEL 3

Isolierte Singularitäten

Ein wichtiges Thema der komplexen Analysis ist das Verhalten holomorpher
Funktionen am Rand ihres Definitionsbereichs D. Im Falle eines isolierten Rand-
punktes z0 ist dieses sehr gut verstanden. Wir klassifizieren zuerst solche isolierten
Singularitäten z0 und wenden dann die Theorie an.

3.1. Klassifikation und Laurentreihen

Wir führen zunächst die zentralen Begriffe ein.1

Definition 3.1. Seien f ∈ H(D), z0 ∈ C \ D und r > 0 so gegeben, dass
D0 := B(z0, r) \ {z0} in D liegt. Dann ist z0 eine isolierte Singularität von f .
Weiter heißt z0

1) hebbar, wenn es eine Funktion f̃ ∈ H(B(z0, r)) mit f |D0 = f̃ |D0 gibt (f̃ ist
dann eine holomorphe Fortsetzung von f auf B(z0, r)),

2) Pol, wenn |f(z)| → +∞ für z → z0 gilt,
3) wesentlich, wenn z0 weder hebbar noch ein Pol ist.

Wir diskutieren einige typische Beispiele.

Beispiel 3.2. a) Sei f : Σπ → C; f(z) = log z. Dann ist z0 = 0 keine isolierte
Singularität von f .

b) Sei f : C \ {0} → C; f(z) = sin z
z

. Dann ist z0 = 0 hebbar und die holomorphe
Fortsetzung von f auf C ist durch die Potenzreihe f̃(z) = ∑+∞

n=0
(−1)n

(2n+1)!z
2n mit

ρ = ∞ und f̃(0) = 1 gegeben. Dies kann man direkt aus der Sinusreihe ablesen.
c) Seien m ∈ N und f : C \ {0} → C; f(z) = z−m. Dann ist z0 = 0 ein Pol von

f , weil |f(z)| = |z|−m → +∞ für z → 0 (uneigentlich) konvergiert.
d) Sei f : C \ {0} → C; f(z) = e1/z. Dann ist z0 = 0 wesentlich, da hier z.B.

f(1/n) = en → +∞ und f(−1/n) = e−n → 0 für n → +∞ gelten. ♢

Wir kommen zum grundlegenden Resultat dieses Kapitels. Es liefert ein sehr
bequemes Kriterium für die Hebbarkeit und zeigt, dass f bei Polstellen z0 wie
(z − z0)−m wächst und dass f bei wesentlichen Singularitäten ganz C approximiert
(was man noch deutlich verschärfen kann). Die Beweise beruhen vor allem auf dem
Entwicklungs- und dem Nullstellensatz.

1In der Definition und später wurde gegenüber der Vorlesung z0 ∈ C zu z0 ∈ C \ D korrigert.
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Theorem 3.3. Sei z0 ∈ C \D eine isolierte Singularität von f ∈ H(D). Dann
gelten die folgenden Charakterisierungen.

a) Genau dann ist z0 hebbar, wenn es so einen Radius r1 > 0 gibt, dass
D1 := B(z0, r1) \ {z0} in D liegt und f auf D1 beschränkt ist. (Riemannscher
Hebbarkeitssatz)

b) Die folgenden Aussagen sind äquivalent.
i) z0 ist ein Pol von f .

ii) Es gibt solche Zahlen r2, c1, c2 > 0 und m ∈ N, dass D2 := B(z0, r2) \ {z0}
in D liegt und die Ungleichungen

c1 |z − z0|−m ≤ |f(z)| ≤ c2 |z − z0|−m

für alle z ∈ D2 gelten.
iii) Es gibt Zahlen r3 > 0 und m ∈ N mit D3 := B(z0, r3) \ {z0} ⊆ D, sowie eine

Funktion g ∈ H(B(z0, r3)) mit

g(z0) ̸= 0 und f(z) = (z − z0)−mg(z)

für alle z ∈ D3.
iv) Es gibt so einen Radius r4 > 0, dass D die Menge D4 := B(z0, r4) \ {z0}

enthält, f(z) ̸= 0 für alle z ∈ D4 ist und h0 := 1
f

: D4 → C eine Fortsetzung
h ∈ H(B(z0, r4)) besitzt, die bei z0 eine Nullstelle der Ordnung m ∈ N hat.

In diesem Fall stimmen die Zahlen m in den Aussagen ii)–iv) überein. Dieses
m ∈ N heißt Polordnung von f bei z0.

c) Genau dann ist z0 wesentlich, wenn für jedes r > 0 mit Dr := B(z0, r)\{z0} ⊆
D das Bild f(Dr) dicht in C ist. (Satz von Casorati-Weierstraß)

Das obige Theorem ist im Reellen falsch. So ist etwa die Funktion f : R \ {0} →
R; f(x) = sin 1

x
, beschränkt, besitzt aber in x0 = 0 nicht einmal eine stetige

Fortsetzung. Ferner strebt g(x) = |x|−3/2 → +∞ für x → 0. Andererseits gilt

|x|k g(x) →

+∞, k = 1,
0, k ∈ {2, 3, . . . },

für x → 0,

sodass x0 = 0 für g keine ganzzahlige Polordnung hat.

Beweis. a) Seien z0 hebbar, sowie r > 0 und f̃ wie in Definition 3.1 a). Nach
dem Satz vom Maximum ist dann f̃ auf B(z0, r/2) beschränkt, sodass die Bedingung
in Teil a) mit r1 = r/2 gilt.

Sei umgekehrt f auf B(z0, r1)\{z0} ⊆ D beschränkt. Wir definieren U = D∪{z0}
und die Hilfsfunktion

g : U → C; g(z) =

(z − z0)2f(z), z ∈ D,

0, z = z0.
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Man beachte, dass U in C offen und g auf D holomorph ist. Weiter konvergiert
g(z) − g(z0)
z − z0

= (z − z0)f(z) −→ 0

für z → z0, da f bei z0 beschränkt ist. Also liegt g in H(U) und erfüllt g′(z0) =
0 = g(z0). Theorem 2.12 liefert somit die Potenzreihendarstellung

g(z) =
+∞∑
n=2

an(z − z0)n

auf B(z0, r1) ⊆ U . Wir definieren nun die Funktion

f̃ : B(z0, r1) → C; f̃(z) =
+∞∑
n=2

an(z − z0)n−2 = (z − z0)−2g(z) = f(z),

wobei wir für die zweite und dritte Gleichung z ̸= z0 annehmen. Als Potenzreihe
ist f̃ holomorph, und Aussage a) ist gezeigt.

b) Es gelte Aussage i). Wir zeigen iv). Gemäß Voraussetzung gibt es so einen
Radius r4 > 0, dass D4 := B(z0, r4) \ {z0} in D liegt und minD4 |f | ≥ 1 ist. Somit
liegt h0 := 1/f in H(D4) und ist beschränkt. Also besitzt h0 nach Behauptung a)
und ihrem Beweis eine holomorphe Fortsetzung h auf B(z0, r4). Da |f(z)| → +∞
für z → z0 konvergiert, hat h in z0 eine Nullstelle. Korollar 2.22 zeigt schließlich
die behauptete Nullstellenordnung in Teil iv).

Wir folgern Behauptung iii) aus iv). Wegen Korollar 2.22 und Bemerkung 2.23
liefert Aussage iv) einen Radius r3 ∈ (0, r4] und eine Funktion φ ∈ H(B(z0, r3)) mit
φ(z) ̸= 0 und h(z) = (z − z0)mφ(z) für z ∈ B(z0, r3). Somit erfüllt der Kehrwert
g := 1/φ die Aussage iii).

Wie in Bemerkung 2.23 schließen wir Teil ii) aus iii) mittels der Stetigkeit von
|g|. Die Implikation von ii) nach i) ist klar.

c) Wenn die charakterisierende Bedingung in c) gilt, dann ist z0 offenbar we-
sentlich. Wir nehmen an, dass diese Bedingung nicht erfüllt ist. Es gibt also einen
Radius r > 0 mit Dr := B(z0, r) \ {z0} ⊆ D und einen Punkt w ∈ C \ f(Dr),
woraus 0 < δ := infz∈Dr |w − f(z)| folgt. Also ist die Funktion

g0 : Dr → C; g0(z) = 1
f(z) − w

,

holomorph, nirgends gleich 0 und beschränkt durch 1/δ. Gemäß Schritt a) ist g0
holomorph fortsetzbar auf B(z0, r). Demnach besitzt f = w+1/g0 eine holomorphe
Fortsetzung, wenn g(z0) ̸= 0 ist, bzw. einen Pol bei z0 im Falle g(z0) = 0 nach
Teil b). Also gilt Aussage c). □

Die obigen Charakterisierungen liefern eine Reihe von Instrumenten gerade für
die Bestimmung von Polordnungen. Wir diskutieren einige einfache Beispiele. Es
sei erwähnt, dass das Einsetzen der jeweiligen Potenzreihen oft einen guten Hinweis
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auf das Verhalten einer Funktion bei einer Singularität gibt, auch wenn es dann
bequemer sein kann, Theorem 3.3 für den Beweis heranzuziehen.

Beispiel 3.4. a) Sei f : D := B(0, π2 ) \ {0} → C; f(z) = 1
1−cos z . Hier ist z0 = 0

ein Pol zweiter Ordnung von f .
Beweis. In einer Übung wurde gezeigt, dass der Kosinus in C den Wert 1 nur

bei z = 2kπ für ein k ∈ Z annimmt. Die Funktion h0 := 1/f : D → C hat die
holomorphe Fortsetzung h = 1 − cos auf C. Weiter gelten h(0) = 0 = h′(0) und
h′′(0) = 1, sodass die Nullstelle 0 von h die Ordnung 2 hat. Die Behauptung folgt
nun aus Theorem 3.3 b). □

b) Sei f : C \ {0} → C; f(z) = z2 sin 1
z
. Dann ist 0 eine wesentliche Singularität

von f . Auf R \ {0} kann f mit f̃(0) = 0 zu einer differenzierbaren Funktion
f̃ : R → R fortgesetzt werden.

Beweis. Für x ∈ R haben wir |f(x)| ≤ x2 → 0 und

|f(ix)| = x2

2
∣∣∣e i

ix − e− i
ix
∣∣∣ = x2

2
(
e

1
|x| − e− 1

|x|
)

−→ +∞

für x → 0, wobei Satz 3.33 aus Analysis 1 einging. Also ist 0 wesentlich. Reell
konvergiert hingegen

f̃(x) − f̃(0)
x− 0 = x sin 1

x
−→ 0, x → 0. □

c) Sei f : D := B(0, π) \ {0}; f(z) = cot z = cos z
sin z . Dann hat f in z0 = 0 einen

Pol erster Ordnung.
Beweis. Laut einer Übung hat der Sinus auch in C die Nullstellenmege πZ.

Wir schreiben f als
f(z) = 1

z

z

sin z cos z =: 1
z
g0(z).

Nach Beispiel 3.2 konvergiert g0(z) → 1 für z → 0, sodass g0 laut Theorem 3.3 a)
eine holomorphe Fortsetzung in 0 hat. Somit zeigt Theorem 3.3 b) die Aussage. □

Mit dem bislang gezeigten Sätzen können wir nun das erstaunliche Resultat
zeigen, dass injektive holomorphe Funktionen stets biholomorph sind.

Theorem 3.5. Sei f ∈ H(D) injektiv. Dann ist D′ := f(D) ⊆ C offen und
f : D → D′ ist biholomorph.

Beweis. 1) Da f injektiv ist, kann es auf keiner Kugel in D konstant sein.
Theorem 2.28 zeigt somit die Offenheit von D′ = f(D). Ferner bildet f offene
Teilmengen von D auf offene Mengen in D′ ab. Somit ist f−1 stetig laut einer
Bemerkung nach Theorem 2.49 in Analysis 2. Wir müssen noch die Holomorphie
von f−1 : D′ → C nachweisen.

2) Wir setzen N = {z ∈ D | f ′(z) = 0} und N ′ = f(N). Für jedes z ∈ D \ N
liefert Satz 1.9 eine Umgebung, auf der f biholomorph ist. Da f : D → D′ bijektiv
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ist, gilt f(D \N) = D′ \N ′. Demnach ist f−1 bei jedem Punkt in D′ \N ′ komplex
differenzierbar.

3) Wir wollen zeigen, dass N ′ diskret ist. Für einen Widerspruch nehmen wir
an, es gäbe Zahlen wn ∈ N ′ und w0 ∈ D′ mit wn ̸= w0 für n ∈ N und wn → w0 für
n → +∞. Wir setzen zn = f−1(wn) ∈ N für alle n ∈ N. Nach Schritt 1) konvergiert
die Folge (zn) gegen f−1(w0) =: z0 in D. Aufgrund der Injektivität von f−1 ist
zn für jedes n ∈ N ungleich z0. Der Identitätssatz 2.21 impliziert nun, dass die
holomorphe Funktion f ′ auf einer Kugel in D um z0 verschwindet. Wegen Satz 1.22
ist f auf dieser Kugel konstant. Dieser Widerspruch zeigt, dass N ′ diskret ist.

4) Gemäß der Schritte 2) und 3) ist jedes w ∈ N ′ eine isolierte Singularität von f−1.
Da diese Funktion nach 1) bei jedem w ∈ N ′ beschränkt ist, liefert der Riemannsche
Hebbarkeitssatz 3.3 a) die geforderte Holomorphie von f−1 : D′ → C. □

Bemerkung 3.6. a) Im Vergleich zu unserem Satz 1.9 oder Korollar 3.37 in
Analysis 2 fällt im obigen Theorem die Bedingung f ′(z) ̸= 0 für z ∈ D weg. Die
Injektivität kann andererseits nicht durch diese Bedingung ersetzt werden (z.B. ist
exp = exp′ auf C ungleich 0, aber nicht injektiv).

b) Im Reellen reicht die Injektivität für einen analogen Satz nicht aus. So ist
f : R → R; f(x) = x3, bijektiv und C∞, aber die Umkehrfunktion

f−1 : R → R; f−1(x) =

 3
√
x, x ≥ 0,

− 3
√

−x, x < 0,

ist in x0 = 0 nicht differenzierbar. ♢

Bei isolierten Singularitäten besitzen holomorphe Funktionen verallgemeiner-
te Potenzreihenentwicklungen, die wir als nächstes einführen. Im nachfolgenden
Hauptsatz liefern sie eine schöne Ergänzung von Theorem 3.3.

Definition 3.7. Seien an ∈ C für n ∈ Z und c ∈ C. Wir sagen, dass die
Laurentreihe ∑n∈Z an(z − c)n für ein z ∈ C konvergiert, wenn die Grenzwerte

+∞∑
n=0

an(z − c)n (regulärer Anteil) und

+∞∑
n=1

a−n(z − c)−n (singulärer Anteil)

in C existieren. Man setzt dann
+∞∑

n=−∞
an(z − c)n :=

+∞∑
n=0

an(z − c)n +
+∞∑
n=1

a−n(z − c)−n.

Analog erklärt man die absolute bzw. die gleichmäßige Konvergenz der Laurentreihe.
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Theorem 3.8. Seien f ∈ H(D), n ∈ Z, z0 ∈ C \ D und R > 0 mit D0 :=
B(z0, R)\{z0} ⊆ D. Für r∈(0, R) setzen wir kr : [0, 2π] → C; kr(t) = z0+reit, und

an := 1
2πi

∫
kr

f(w)
(w − z0)n+1 dw. (3.1)

Dann konvergiert die Laurentreihe
+∞∑

n=−∞
an(z − z0)n

absolut und gleichmäßig auf Kompakta in D0 gegen f . Die Koeffizienten an sind
dabei eindeutig bestimmt und insbesondere unabhängig von r ∈ (0, R).

Beweis. 1) Existenz. a) Sei K ⊆ D0 kompakt. Dann gibt es solche Zahlen
0 < s < s+ δ < t− δ < t < R, dass die Ungleichungen s+ δ ≤ |z − z0| ≤ t− δ für
alle z ∈ K gelten. Sei z ∈ K. Wir setzen θ = arg(z − z0) und

Lφ = {z0 + τeiφ | τ ∈ [s, t]},
K1
ρ = {z0 + ρeiα |α ∈ [θ − π

2 , θ + π
2 ]},

K2
ρ = {z0 + ρeiα |α ∈ [θ + π

2 , θ + 3π
2 ]}

für φ ∈ R und ρ ∈ {s, t}. Diese Kurven werden wie angegeben parametrisiert. Wir
definieren nun die beiden Wege

Γ1 = K1
t ∪ L−

θ+π
2

∪ (K1
s )− ∪ L

θ−π
2

und Γ2 = K2
t ∪ L−

θ−π
2

∪ (K2
s )− ∪ L

θ+π
2
.

(Skizze!) Hierbei ist Γ2 in D0 \ {z} nullhomotop und Γ1 ist in D0 \ {z} homotop zu
der Kreislinie ∂B(z, ε) für jeden Radius ε > 0 mit B(z, ε) ⊆ D0.

b) Wegen Teil a) implizieren Cauchys Integralformel und -satz in der homotopen
Version vom Theorem 2.33 die Gleichungen

f(z) = 1
2πi

∫
Γ1

f(w)
w − z

dw + 1
2πi

∫
Γ2

f(w)
w − z

dw

= 1
2πi

∫
kt

f(w)
w − z

dw − 1
2πi

∫
ks

f(w)
w − z

dw =: f1(z) + f2(z).

Laut Satz 1.21 definieren die obigen Integrale nebst Vorfaktoren 1
2πi bzw. − 1

2πi die
holomorphen Funktionen

f1 : B(z0, t) → C und f2 : C \B(z0, s) → C.

c) Der Entwicklungssatz 2.12 und Satz 1.21 liefern die Potenzreihe

f1(z) =
+∞∑
n=0

ãn(z − z0)n mit ãn = f
(n)
1 (z0)
n! = 1

2πi

∫
kt

f(w)
(w − z0)n+1 dw

für n ∈ N0, wobei die Reihe absolut und gleichmäßig auf B(z0, t− δ) konvergiert.
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Um f2 zu behandeln, modifizieren wir den Beweis von Theorem 2.12. Für z, w ∈ C
mit |z − z0| ≥ s+ δ und |w − z0| = s gilt die Ungleichung

|w − z0|
|z − z0|

≤ s

s+ δ
=: q < 1.

Satz 1.21 erlaubt nun die Reihenentwicklung

f2(z) = 1
2πi

∫
ks

f(w)
z − z0

1
1 − w−z0

z−z0

dw = 1
2πi

∫
ks

f(w)
z − z0

+∞∑
k=0

(w − z0)k
(z − z0)k

dw

=
+∞∑
k=0

1
2πi

∫
ks

f(w)
(w − z0)−k dw (z − z0)−k−1.

Wir setzen n = −k − 1 ∈ {−1,−2, . . . } und schreiben ãn für das letzte Integral
samt Vorfaktor. Die obige Reihe konvergiert nach dem Majorantenkriterium absolut
und gleichmäßig auf C \B(z0, s+ δ). Somit konvergieren die Reihen für f1 und f2
absolut und gleichmäßig auf K. Nach Theorem 2.33 kann man in den definierenden
Integralen von ãn die Radien t bzw. s durch jedes r ∈ (0, R) ersetzen. Insgesamt
konvergiert die Laurentreihe von f absolut und kompakt auf D0, und (3.1) gilt.

2) Eindeutigkeit. Seien r ∈ (0, R) und bn ∈ C für n ∈ Z derart, dass f(z) =∑+∞
n=−∞ bn(z − z0)n mit absoluter und gleichmäßiger Konvergenz auf kr([0, 2π]) gilt.

Sei m ∈ Z. Dann liefern (3.1) und Satz 1.21 die Identität

am = 1
2πi

∫
kr

f(w)
(w − z0)m+1 dw =

+∞∑
n=−∞

bn
2πi

∫
kr

(w − z0)n−m−1 dw.

Nach Beispiel 1.20 ist das letzte Integral für n = m gleich 2πi und sonst gleich 0.
Es folgt wie gefordert bm = am. □

Korollar 3.9. Seien f ∈ H(D), z0 ∈ C \D und R > 0 mit D0 := B(z0, R) \
{z0} ⊆ D, sowie an für n ∈ Z durch (3.1) gegeben. Dann gelten die folgenden
Äquivalenzen.

a) z0 ist genau dann hebbar, wenn an = 0 für alle n < 0 ist.
b) z0 ist genau dann ein Pol m-ter Ordnung (mit m ∈ N), wenn a−m ̸= 0 und

an = 0 für alle n < −m gelten.
c) z0 ist genau dann wesentlich, wenn es Indizes nj → −∞ mit anj

̸= 0 gibt.

Beweis. b) Laut Theorem 3.3 ist der Punkt z0 genau dann ein Pol m–ter
Ordnung, wenn er eine hebbare Singularität der Funktion

g : D0 → C; g(z) = (z − z0)mf(z) =
+∞∑

n=−∞
an(z − z0)n+m =

+∞∑
k=−∞

ak−m(z − z0)k

ist, wobei die (auch mit g bezeichnete) holomorphe Fortsetzung einen Wert a−m =
g(z0) ̸= 0 besitzt. Hier haben wir auch die Laurentreihe von f aus Theorem 3.8
eingesetzt. Der Entwicklungssatz 2.12 liefert mit der Potenzreihe eine weitere
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Laurentreihe für g um z0. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Theorem 3.8 ist
somit an = 0 für für alle n < −m und a−m ̸= 0. Also gilt Behauptung b).

Die Aussage a) zeigt man entsprechend. Teil c) folgt direkt aus a) und b). □

Wir illustrieren dieses Korollar mit zwei einfachen Beispielen, in denen man mit
bekannten Reihen die Laurentreihe berechnen und dann den Typ der Singularität
ablesen kann.

Beispiel 3.10. a) Für z ∈ C \ {0} liefert die Exponentialreihe die Laurentent-
wicklung

e 1
z =

+∞∑
k=0

z−k

k! =
0∑

n=−∞

zn

(−n)! .

b) Sei f : C \ {0} → C; f(z) = z−6(cos(z) − 1). Aufgrund der Kosinusreihe hat
f die Laurentreihe

f(z) =
+∞∑
j=1

(−1)j
(2j)! z

2j−6 = −1
2z

−4 + 1
4!z

−2 − 1
6! + 1

8!z
2 − . . .

für z ̸= 0. Laut Korollar 3.9 ist somit z0 = 0 ein Pol vierter Ordnung. ♢

3.2. Residuen und reelle Integrale

In Beispiel 1.20 haben wir gesehen, dass das Integral von zn über ∂B(0, 1) nur
für n = −1 ungleich 0 ist. Wenn man nun die Laurentreihe einer Funktion f in ein
Kurvenintegral über f um die isolierte Singularität einsetzt, sollte demnach nur der
Summand mit n = −1 einen Beitrag liefern. Dies motiviert den nächsten Begriff.

Definition 3.11. Seien z0 ∈ C \ D eine isolierte Singularität von f ∈ H(D)
und an für n ∈ Z die Koeffizienten der Laurentreihe von f um z0 aus (3.1). Das
Residuum von f bei z0 ist die Zahl

Res(f, z0) := a−1 = 1
2πi

∫
∂B(z0,r)

f(w) dw,

wobei B(z0, r) \ {z0} in D liegt.

Der folgende Residuensatz nutzt die eingangs erwähnte Idee aus, um Integrale
zu berechnen.2

Theorem 3.12. Seien γ mit Bild Γ in der offenen Menge U ⊂ C nullhomotop,
A = {z1, . . . , zm} ⊆ U mit A ∩ Γ = ∅, D = U \ A und f ∈ H(D). Dann gilt∫

γ
f dz = 2πi

m∑
j=1

Res(f, zj)n(γ, zj).

2In der Vorlesung wurde nur ein Spezialfall des Theorems bewiesen. Die Version hier wurde
lediglich an anderer Stelle kurz erwähnt.
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Beweis. Es gibt Radien rj > 0 mit Dj := B(zj, rj) \ {zj} ⊆ D für j ∈
{1, . . . ,m}. Auf Dj betrachten wir den singulären Teil

gj(z) =
∞∑
n=1

a−n(zj)(z − zj)−n

der Laurentreihe von f um zj. Gemäß des Beweises von Theorem 3.8 hat gj
eine gleich bezeichnete holomorphe Fortsetzung auf C \ {zj}. Wir setzen h0 =
f−g1−· · ·−gm auf D. Auf Dj ist f−gj eine Potenzreihe, und wegen Theorem 3.3 a)
hat h0 somit eine Fortsetzung h ∈ H(U). Theorem 2.33 a) liefert nun

∫
γ h = 0, weil

γ nullhomotop ist. Da alle Funktionen auf Γ stetig sind, erhalten wir∫
γ
f dz =

m∑
j=1

(
a−1(zj)

∫
γ

dw
w − zj

+
∞∑
n=2

a−n(zj)
∫
γ

dw
(w − zj)n

)
.

Die Integrale für n ≥ 2 verschwinden, da der Integrand die Stammfunktion (w −
zj)1−n/(1 − n) auf C \ {zj} hat. Die Behauptung folgt dann aus Definition 3.11
und (1.11). □

Gemäß des nächsten Hilfssatzes kann man Residuen für Pole bequem berechnen,
wenn man die Polordnung kennt. Erst solche Aussagen machen den Residuensatz
zu einem nützlichen Instrument. (Die Übungen behandeln verwandte Resultate.)

Lemma 3.13. Seien z0 ein Pol m-ter Ordnung von f ∈ H(D) und g die holo-
morphe Fortsetzung von z 7→ (z − z0)mf(z) auf einen Kreis B(z0, r) ⊆ D, siehe
Theorem 3.3. Dann gelten

Res(f, z0) = 1
(m− 1)!g

(m−1)(z0) = lim
z→z0

1
(m− 1)!

dm−1

dz
(
(z − z0)mf(z)

)
,

und somit für m = 1
Res(f, z0) = lim

z→z0
(z − z0)f(z).

Beweis. Korollar 3.9 und Theorem 3.8 liefern die Potenzreihe

g(z) =
+∞∑
n=−m

an(z − z0)n+m

von g auf B(z0, r). Mittels Satz 1.3 berechnen wir die Ableitung

g(m−1)(z) =
+∞∑
n=−1

(n+m) · . . . · (n+ 2)an(z − z0)n+1.

Also gilt g(m−1)(z0) = (m− 1)! a−1. Die zweite Gleichung in der Behauptung folgt
dann aus der Stetigkeit von g(m−1). □

Mit dem Residuensatz (oder oft nur mit Cauchys Integralsatz- und formel) kann
man eine Reihe von reellen Integrale berechnen, für die man keine Stammfunktion
kennt. Dies und die dazugehörigen Techniken sind in einigen Bereichen der Analysis
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von großer Bedeutung. Hier und in den Übungen diskutieren wir einige typische
Beispiele. Im ersten genügt es, den Integranden geschickt umzuformen.

Beispiel 3.14. Sei a > 1. Dann gilt∫ π

−π

dt
a+ cos t = 2π√

a2 − 1
.

Beweis. Das Integral existiert, da der Integrand stetig ist und wir über ein
kompaktes Intervall integrieren. Um es mittels komplexer Methoden zu berechnen,
schreiben wir den Kosinus um und fügen die Parametrisierung z = γ(t) = eit,
t ∈ [−π, π], des Einheitskreises ein. Dies führt auf die Gleichungen∫ π

−π

dt
a+ cos t =

∫ π

−π

dt
a+ 1

2(eit + e−it) = 2
i

∫ π

−π

ieit

2aeit + (eit)2 + 1 dt

= 2
i

∫
γ

dz
z2 + 2az + 1 = 4π

2πi

∫
γ

(z − z2)−1

z − z1
dz

für die Nullstellen z1/2 = −a ±
√
a2 − 1 des Nennerpolynoms z2 + 2az + 1. Man

beachte, dass z1 in (−1, 0) liegt und z2 < −a < −1 ist. Also ist der Zähler
f(z) = (z − z2)−1 holomorph auf B(0, a). Cauchys Integralformel (2.2) liefert nun∫ π

−π

dt
a+ cos t = 4π

z1 − z2
= 2π√

a2 − 1
. □

In den nächsten beiden Beispielen integriert man über unbeschränkte Intervalle.
Diese schneidet man ab und ergänzt sie so zu geschlossenen Wegen, dass man die
zugehörigen Kurvenintegrale mittels des Residuensatzes (oder der Cauchyschen
Sätze) berechnen kann. Dann führt man einen Grenzübergang aus, in dem das
hinzugefügte Teil-Kurvenintegral verschwindet.

Beispiel 3.15. Sei τ ∈ R. Dann gilt∫
R

eiτx

1 + x2 dx = πe−|τ |.

Beweis. Das Integral existiert wegen der auf R integrierbaren Majoranten (1 +
x2)−1. Sei zuerst τ ≥ 0. Wir setzen den Integranden auf naheliegende Weise durch

f : C \ {−i, i} → C; f(z) = eiτz

1 + z2 = eiτz

(z − i)(z + i)
holomorph fort. Für r > 1 betrachten wir den Weg γr = [−r, r] ∪ kr mit kr = reit,
t ∈ [0, π], der den Pol i erster Ordnung von f positiv umläuft. Dabei ist γr etwa auf
der Menge {z ∈ C \ {i} | Im z > −1/2} homotop zum Dreiecksweg ∂∆(−r, r, ir),
vergleiche Beispiel 2.32. Mittels des Lebesgueschen Konvergenzsatzes erhalten wir
zunächst∫

R

eiτx

1 + x2 dx = lim
r→+∞

∫ r

−r

eiτx

1 + x2 dx = lim
r→+∞

( ∫
γr

f dz −
∫
kr

f dz
)
.
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Der Residuensatz 3.12 und Lemma 3.13 implizieren∫
γr

f dz = 2πi Res(f, i) = 2πi lim
z→i

(z − i) eiτz

(z − i)(z + i) = 2πi e−τ

2i = πe−τ .

Man kann hier auch direkt die Cauchyformel verwenden, vergleiche Beispiel 3.14.
Das Restintegral kontrollieren wir duch die Ungleichung∣∣∣∣ ∫

kr

f dz
∣∣∣∣ ≤ ℓ(kr) sup

0≤t≤π
|f(reit)| ≤ πr sup

0≤t≤π

exp(rτ Re(i cos t+ i2 sin t))
|reit|2 − 1

= πr

r2 − 1 sup
0≤t≤π

e−rτ sin t = πr

r2 − 1 .

Die rechte Seite strebt für r → +∞ gegen 0, sodass die Behauptung für τ ≥ 0
gezeigt ist. (Dieses Vorgehen beruht wesentlich auf dem richtigen Vorzeichen im
Exponenten und den Potenzen der Terme mit r.)

Den Fall τ < 0 kann man auf den obigen zurückführen, indem man s = −x im
gegebenen Integral substituiert. □

Beispiel 3.16. Es gilt ∫
R

x2

1 + x4 dx = π√
2
.

Beweis. Das Integral existiert, da der Integrand für |x| ≤ 1 durch 1 und für
|x| ≥ 1 durch x−2 beschränkt ist. Wir setzen wie oben den Integranden zu

f(z) = z2

1 + z4 = z2∏3
k=0(z − zk)

auf C \ {z0, z1, z2, z3} holomorph fort. Dabei erfüllen die Nullstellen des Nenners
z4
k = −1; sie sind also gleich zk = exp(i(π4 +k π2 )). Insbesondere hat f vier Pole erster

Ordnung. Wir verwenden den Weg γr = [−r, r] ∪ kr mit r > 1 aus Beispiel 3.15.
Dieser umläuft z0 und z1. Lemma 3.13 und etwas Rechnung liefern die Formeln

Res(f, z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z) = z2
0

(z0 − z1)(z0 − z2)(z0 − z3)
=

√
2

4(1 + i) ,

Res(f, z1) =
√

2
4(i − 1) .

Also zeigt der Residuensatz 3.12 die Gleichung∫
γr

f dz = 2πi(Res(f, z0) + Res(f, z1)) = π√
2
.

Auf der anderen Seite erhalten wir wie in Beispiel 3.15∣∣∣∣ ∫
kr

f dz
∣∣∣∣ ≤ πr sup

z∈kr([0,π])

|z|2

|z|4 − 1 = πr3

r4 − 1 .
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Da dies für r → +∞ verschwindet, folgt wieder∫
R

x2

1 + x4 dx = lim
r→+∞

∫ r

−r

x2

1 + x4 dx = lim
r→+∞

( ∫
γr

f dz −
∫
kr

f dz
)

= π√
2
. □

Zum Lösen nichtlinearer Gleichungen im Rm mit m ≥ 2 haben wir in Analysis 2
den Hauptsatz über implizit definierten Funktionen kennengelernt. Dieser liefert
aber nur Lösungen in der Nähe einer schon vorhandenen. Für globale Aussagen
benötigt man andere Techniken. Die komplexe Analysis stellt solche im Falle m = 2
bereit. Diese beruhen oft auf dem folgenden Argumentprinzip.3

Theorem 3.17. Seien f ∈ H(D), z1, . . . , zn ∈ D alle Nullstellen von f ,
m1, . . . ,mn ∈ N ihre Ordnungen und γ eine in D nullhomotope geschlossene
Kurve, auf deren Bild Γ kein zj liegt. Dann gilt die Formel

1
2πi

∫
γ

f ′(z)
f(z) dz =

n∑
j=1

mjn(γ, zj).

Beweis. Die Voraussetzung, Korollar 2.22 und Bemerkung 2.23 liefern sol-
che Radien rj > 0 mit B(zj, rj) \ {zj} ⊆ D \ {z1, . . . , zn} und Funktionen
gj ∈ H(B(zj, rj)), dass gj(z) ̸= 0 und f(z) = (z − zj)mjgj(z) für alle z ∈ B(zj, rj)
gelten. Wir berechnen

f ′(z) = mj(z − zj)mj−1gj(z) + (z − zj)mjg′
j(z),

f ′(z)
f(z) = mj

z − zj
+
g′
j(z)
gj(z)

für alle z ∈ B(zj, rj), wobei in der zweiten Zeile z ̸= zj sein soll. Da der letzte
Summand bei zj beschränkt ist, hat f ′/f den Pol erster Ordnung zj mit Residuum
mj. Die Aussage folgt somit aus dem Residuensatz 3.12. □

Der folgende Satz von Rouché dient zum Lösen nichtlinearer Gleichungen.

Korollar 3.18. Seien f ∈ H(D), zj ∈ C, mj ∈ N und der Weg γ mit Bild Γ
wie in Theorem 3.17. Weiter erfülle g ∈ H(D) die Ungleichung

|f(z) − g(z)| < |f(z)| + |g(z)| (3.2)

für alle z ∈ Γ. Seien w1, . . . , wν die Nullstellen mit Vielfachheiten µk ∈ N von g
im von γ umschlossenen Gebiet. Dann gilt

n∑
j=1

mj =
ν∑
k=1

µk.

3In der Vorlesung wurde nur ein Spezialfall des Theorems und des folgenden Korollars
bewiesen. Die Versionen hier wurden lediglich an anderer Stelle kurz erwähnt.
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Beweis. Da f und g stetig sind und Γ kompakt ist, gibt es eine offene Menge
U mit Γ ⊆ U ⊆ D, auf der (3.2) auch gilt. Sei z ∈ U . Aus (3.2) folgen f(z) ̸= 0
und g(z) ̸= 0, sowie ∣∣∣∣1 − f(z)

g(z)

∣∣∣∣ = |g(z) − f(z)|
|g(z)| < 1 + |f(z)|

|g(z)| .

Wenn f(z)
g(z) nichtpositiv wäre, würde hier Gleichheit herrschen. Also liegt f(z)

g(z) für
alle z ∈ U in Σπ, sodass h := log(f/g) auf U holomorph ist. Dabei gilt

h′ = g

f

f ′g − fg′

g2 = f ′

f
− g′

g
.

Satz 2.3 impliziert nun

0 = 1
2πi

∫
γ
h′ dz = 1

2πi

∫
γ

f ′

f
dz − 1

2πi

∫
γ

g′

g
dz.

Somit folgt die Behauptung aus dem Argumentprinzip Theorem 3.17. □

Beispiel 3.19. Sei λ > 1. Dann hat die Gleichung λ = z+e−z genau eine Lösung
z ∈ C+. Diese ist reell.

Beweis. Wie in Analysis 1 erhält man eine reelle Lösung x > 0. Es bleibt zeigen,
dass die Gleichung in C+ genau eine Lösung besitzt. Wir setzen in Hinblick auf den
Satz von Rouché g(z) = λ− z − e−z und f(z) = λ− z für z ∈ D := C+. Offenbar
hat f nur die (einfache) Nullstelle z1 = λ. Wir wählen nun r > λ, ε ∈ (0, λ − 1)
und den Weg ∂B(r, r− ε) mit der Parametrisierung γ(t) = r+ (r− ε)eit, t ∈ [0, 2π].
Es gelten λ ∈ B(r, r − ε) ⊆ C+ und
|f(z)−g(z)| = e− Re z < 1 < λ−ε = r−ε−(r−λ) = |z−r|−|r−λ| ≤ |z−λ| = |f(z)|
für alle z ∈ ∂B(r, r − ε). Nach Korollar 3.18 hat also g in B(r, r − ε) genau eine
einfache Nullstelle. Im Limes r → +∞ und ε → 0 folgt dann die Behauptung. □



KAPITEL 4

Grundlagen der Theorie gewöhnlicher
Differentialgleichungen

Von nun an seien stets J ⊆ R ein Intervall positiver Länge, D ⊆ Rm offen und
nichtleer, sowie f : J ×D → Rm oder f : D → Rm stetig.

4.1. Einführung

Seien u0 ∈ D und t0 ∈ J gegeben. Wir suchen ein Intervall J0 ⊆ J positiver
Länge mit t0 ∈ J0 und eine Funktion u ∈ C1(J0,Rm), deren Werte alle in D liegen
und die der gewöhnlichen Differentialgleichung

u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ J0, (4.1)
genügt. Dann heißt u eine Lösung von (4.1) auf J0. Meist fordern wir zusätzlich

u(t0) = u0, (4.2)
und nennen (4.1) und (4.2) ein Anfangswertproblem. Der Name rührt daher, dass
häufig t0 gleich min J ist. Man schreibt dann vereinfachend t ≥ t0 in (4.1). Allerdings
treten auch die anderen Fälle t0 ∈ J◦ und t0 = max J in manchen Argumenten
auf. Man nennt (4.1) autonom, wenn f nicht explizit von t abhängt. In diesem Fall
wählt man meist t0 = 0 und J = R. In den Beispielen wird er im Vordergrund
stehen, und in einigen Aussagen fomulieren wir explizit die einfacheren Varianten
für autonome Probleme (oder für D = Rm).

Wir interpretieren u(t) ∈ D als Zustand eines Systems zur Zeit t und u0 als
Anfangszustand. Die Funktion f legt fest, wie die momentane Zustandsänderung
u′(t) vom aktuellen Zustand u(t) abhängt. Dabei ist u′(t) auch der Tangentenvektor
der Kurve t 7→ u(t). Zum Beispiel könnte u(t) der Vektor der Konzentrationen
uj(t) ≥ 0 zur Zeit t von m Spezies eines Reaktionssystems in der Chemie sein. Dann
ergibt sich f aus den Reaktionsgesetzen und -konstanten, vergleiche Beispiel 4.13.
Diese Konstanten (oder auch vorgegebene Zu- und Abflüsse) können natürlich von
der Zeit abhängen, was zu nichtautonomen Problemen führt. (Das Intervall J ist
hier die Zeitspanne, für diese man die Parameter vorab kennt.)

Differentialgleichungen treten aber auch in anderen Kontexten als Hilfsprobleme
auf (etwa in den partiellen Differentialgleichungen oder in der Geometrie). Eine
wichtige andere Interpretation von (4.1) wird in Abschnitt 4.4 diskutiert.

In Analysis 2 haben wir die zwei Situationen diskutiert, in denen man die
Lösungen oft explizit berechnen kann: In Abschnitt 1.4 skalare Probleme mit

56
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f(t, x) = g(t)h(x) ∈ R (‘Trennung der Variablen’) und in Abschnitt 5.3 lineare
autonome Systeme mit f(x) = Ax für eine Matrix A ∈ Rm×m. Für andere Fälle
muss man eine Theorie entwickeln, die ohne explizite Lösungsormeln auskommt.
Die beiden folgenden Beispiele verdeutlichen dabei auftretende Schwierigkeiten.

Aus Beispiel 1.32 in Analysis 2 wissen wir, dass das Problem

u′(t) =
√
u(t), t ≥ 0; u(0) = 0, (4.3)

unendlich viele Lösungen hat, nämlich u∞(t) = 0 und

ua(t) =

0, 0 ≤ t ≤ a,
1
4(t− a)2, a < t,

für jedes a ≥ 0. In Theorem 5.7 aus Analysis 2 haben wir aber gesehen, dass
Lösungen eindeutig sind, wenn f lokal Lipschitz in x ist, siehe Definition 4.2.
Weiter explodiert die Lösung u(t) =

(
1
u0

− t
)−1

von

u′(t) = u(t)2, t ≥ 0; u(0) = u0 > 0, (4.4)

für t → 1/u0. Es gibt Bedingungen an f , die einen solchen ‘blowup’ ausschließen
(z.B. in Satz 5.9 aus Analysis 2); aber man muss diese Frage doch oft im Einzelfall
mit Hilfe der jeweiligen Eigenschaften f und u0 untersuchen. Deswegen entwickeln
wir eine Theorie, die ein endliches Existenzintervall J0 zulässt.

In Hinblick auf unsere Interpretation wollen wir für jedes u0 ∈ D0 eine eindeutige
Lösung u von (4.1) und (4.2) finden, die stetig von u0 (und f) abhängt. Dann
nennt man das Anfangswertproblem (lokal) wohlgestellt. Andere wichtige Themen
sind etwa (siehe auch Abschnitt 5.1 in Analysis 2):

1) die (globale) Existenz von u auf J ,
2) die Invarianz von Mengen (z.B.: folgt u(t) ≥ 0 aus u0 ≥ 0 ?),
3) die Existenz zeitlich konstanter (oder periodischer) Lösungen u∗,
4) das Verhalten von u für t → ∞, z.B. wenn u0 nahe bei u∗ ist.

Allgemeiner als das Problem (4.1) und (4.2) erster Ordnung kann man Anfangs-
wertprobleme n-ter Ordnung betrachten. Seien dazu n ∈ N, Dj ⊆ Rm offen und
nichtleer, sowie uj ∈ Dj für j ∈ {0, 1, . . . , n−1} und g : J×D0 ×· · ·×Dn−1 → Rm

stetig. Wir suchen nun wie oben eine Funktion u ∈ Cn(J0,Rm) mit u(j)(t) ∈ Dj

für alle j ∈ {0, . . . , n− 1} und t ∈ J0, die das System

u(n)(t) = g(t, u(t), u′(t), . . . , u(n−1)(t)), t ∈ J0,

u(t0) = u0, u′(t0) = u1, . . . , u(n−1)(t0) = un−1,
(4.5)

erfüllt. Wir nennen dann u eine Lösung von (4.5) auf J0. Man kann (4.5) auf
(4.1) und (4.2) zurückführen, indem man D := D0 × · · · ×Dn−1 ⊆ Rmn, v0 :=
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(u0, . . . , un−1)∈D und

F : J ×D → Rmn; F (t, x0, . . . , xn−1) :=


x1
...

xn−1
g(t, x0, . . . , xn−1)


setzt. Das folgende Resultat zeigt die Äquivalenz von (4.5) und (4.1) für F . Es
wurde für n = 2 in Bemerkung 5.3 aus Analysis 2 bewiesen, und die Argumente
übertragen sich leicht auf den allgemeinen Fall. Bei detaillierteren Untersuchungen
von (4.5) kann es aber von Vorteil sein, diese Umformulierung nicht zu verwenden.

Lemma 4.1. Unter den obigen Annahmen gelten die folgenden Implikationen.
a) Sei u eine Lösung des Systems (4.5) auf J0. Dann löst die Funktion v :=

(u, u′, . . . , u(n−1)) das Problem (4.1) und (4.2) für F und v0 auf J0.
b) Sei v = (v1, . . . , vn) eine Lösung des Problems (4.1) und (4.2) für F und

v0 auf J0. Dann löst die Funktion u := v1 das System (4.5) auf J0 und es gilt
v = (u, u′, . . . , u(n−1)).

Unsere Lösungstheorie für (4.1) beruht auf dem folgenden Begriff.

Definition 4.2. Sei M ⊆ Rm. Eine Funktion g : J × M → Rm heißt lokal
Lipschitz in x, wenn

∀ (t0, x0) ∈ J ×M ∃ δ = δ(t0, x0) > 0, r = r(t0, x0) > 0, L = L(δ, r) ≥ 0 mit
∀ t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] ∩ J, x, y ∈ B(x0, r) ∩M : |g(t, x) − g(t, y)| ≤ L |x− y|2 .

Wenn hierbei g : M → Rm nicht von t abhängt, dann heißt g lokal Lipschitz. Die
Funktion g ist Lipschitz in x, wenn es so eine Konstante L ≥ 0 gibt, dass

|g(t, x) − g(t, y)| ≤ L |x− y|2
für alle t ∈ J und x, y ∈ M gilt.

Wir wiederholen wichtige Eigenschaften aus Bemerkung 5.5 in Analysis 2. Wegen
Teil a) ist die lokale Lipschitzeigenschaft meist leicht nachzuweisen. Man beachte,
dass Polynome auf Rm vom Grad größer gleich 2 lokal Lipschitz, aber nicht Lipschitz
sind. Ferner ist f : Rm → Rm; f(x) = |x|2, Lipschitz aber nicht C1.

Lemma 4.3. a) Die Funktion g ∈ C(J × D,Rm) besitze partielle Ableitungen
∂xj

g ∈ C(J × D,Rm) für jedes j ∈ {1, . . . ,m}. Dann ist g lokal Lipschitz in x.
Eine Funktion g ∈ C1(D,Rm) ist lokal Lipschitz.

b) Sei g : J ×M → Rm stetig und lokal Lipschitz in x für ein M ⊆ Rm. Dann
ist g Lipschitz in x auf jeder Menge [a, b] ×K ⊆ J ×M mit kompaktem K ⊆ Rm.

Um die Gleichung (4.1) zu lösen, wollen wir den Regularitätsverlust durch
die Ableitung vermeiden und verwenden deshalb eine äquivalente Formulierung
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als Integralgleichung. Dafür benötigt man den nächsten Hilfssatz, der auf dem
Hauptsatz beruht, siehe Lemma 5.6 in Analysis 2.

Lemma 4.4. Seien f ∈ C(J ×D,Rm), u0 ∈ D und u ∈ C(J0,Rm). Genau dann
löst u (4.1) und (4.2) auf J0, wenn u(t) ∈ D und

u(t) = u0 +
∫ t

t0
f(s, u(s)) ds (4.6)

für alle t ∈ J0 gelten.
Wenn man u in (4.6) abschätzen will, ist das folgende Gronwallsche Lemma oft

von großem Nutzen.
Lemma 4.5. Seien α, β, φ ∈ C([a, b],R) mit β(t) ≥ 0 und

φ(t) ≤ α(t) +
∫ t

a
β(s)φ(s) ds

für t ∈ [a, b]. Dann gilt die Ungleichung

φ(t) ≤ α(t) +
∫ t

a
α(s)β(s) exp

(∫ t

s
β(τ) dτ

)
ds

für t ∈ [a, b]. Wenn speziell α = M konstant ist, erhalten wir

φ(t) ≤ Me
∫ t

a
β(s) ds, t ∈ [a, b].

Beweis. Sei1 t ∈ [a, b]. Wir setzen

ψ(t) =
∫ t

a
β(s)φ(s) ds.

Diese Funktion erfüllt die Gleichungen ψ(a) = 0 und ψ′ = βφ. Weiter wird die
Voraussetzung zur Ungleichung φ ≤ α+ ψ. Wir folgern daraus und aus β ≥ 0 die
Abschätzungen ψ′ ≤ β(α + ψ) auf [a, b] und
d
ds

(
exp

[
−
∫ s

a
β(τ) dτ

]
ψ(s)

)
= exp

[
−
∫ s

a
β(τ) dτ

]
ψ′(s) − exp

[
−
∫ s

a
β(τ) dτ

]
β(s)ψ(s)

≤ α(s)β(s) exp
[
−
∫ s

a
β(τ) dτ

]
für s ∈ [a, b]. Integration von a nach t liefert dann

exp
[
−
∫ t

a
β(τ) dτ

]
ψ(t) − 0 ≤

∫ t

a
α(s)β(s) exp

[
−
∫ s

a
β(τ) dτ

]
ds,

ψ(t) ≤
∫ t

a
α(s)β(s) exp

[ ∫ t

s
β(τ) dτ

]
ds.

Mit φ ≤ α + ψ erhalten wir die erste Behauptung.
Sei nun α = M . Das bisher Gezeigte und der Hauptsatz führen auf

φ(t) ≤ M +M
∫ t

a
β(s) exp

[ ∫ t

s
β(τ) dτ

]
ds = M +M exp

[ ∫ t

a
β(τ) dτ

]
−M. □

1Der Beweis wurde in Vorlesung ausgelassen.
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Wir besprechen kurz zwei oft verwendete, einfache Operationen mit Lösungen.

Lemma 4.6. Seien f ∈ C(J × D,Rm) und u0 ∈ D. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

a) Seien t1 ∈ R und u eine Lösung von (4.1) und (4.2) auf J0. Setze v(t) =
u(t− t1) für t ∈ t1 + J0. Die verschobene Funktion v ∈ C1(t1 + J0,Rm) erfüllt

v′(t) = f(t− t1, v(t)), t ∈ t1 + J0, v(t1 + t0) = u0.

b) Seien u1 und u2 Lösungen von (4.1) auf [t0, t1] ⊆ J bzw. [t1, t2] ⊆ J mit
Anfangswerten u1(t0) = u0 bzw. u2(t1) = u1(t1). Die zusammengesetzte Funktion

w(t) =

u1(t), t ∈ [t0, t1],
u2(t), t ∈ (t1, t2],

löst das System (4.1) und (4.2) auf [t0, t2].

Beweis. Die Aussagen folgen mittels Einsetzen. In b) ist dabei w in t1 stetig
differenzierbar, weil wegen (4.1) die links- und rechtsseitige Ableitungen gleich
f(t1, u1(t1)) bzw. f(t1, u2(t1)) sind und somit übereinstimmen. □

4.2. Wohlgestelltheit von Anfangswertproblemen und globale Existenz

Wir beweisen unten das zentrale Theorem von Picard–Lindelöf, das die Grund-
lage der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen ist. Unter der leicht zu
überprüfenden lokalen Lipschitzbedingung, zeigt es Existenz und Eindeutigkeit
einer Lösung für jeden Anfangswert in D, charakterisiert eine mögliche blow-up
Zeit und liefert die stetige Abhängigkeit der Lösungen von den Daten. Die letztere
Eigenschaft ist etwas umständlich zu formulieren, da die Lösungen nicht für alle
Zeiten existieren müssen. Wir behandeln auch Zeiten kleiner als t0, was z.B. im
nächsten Abschnitt gebraucht wird. Dieses Theorem beschreibt insgesamt die lokale
Wohlgestelltheit des Problems (4.1).

Als ersten, aber entscheidenden Schritt gewinnen wir eine Lösung auf einem
eventuell kleinem Zeitintervall mittels eines typischen Fixpunktarguments, das
auf der Integralgleichung (4.6) beruht. Im Beweis verwenden wir aus Analysis 2,
dass C([a, b],Rm) versehen mit der Supremumsnorm ∥v∥∞ = maxt∈[a,b] |v(t)|2 ein
Banachraum ist. Für t0, t ∈ J und b > 0 schreiben wir

J(b) = J(t0, b) :=


[t0 − b, t0 + b], t0 ∈ J◦,

[t0, t0 + b], t0 = min J,
[t0 − b, t0], t0 = max J.

⟨t0, t⟩ :=

[t0, t], t ≥ t0,

[t, t0], t < t0,

Lemma 4.7. Seien f ∈ C(J ×D,Rm) lokal Lipschitz in x, t0 ∈ J und u0 ∈ D.
Dann gibt es eine Zeit b0 = b0(u0) > 0 mit J(b0) ⊆ J , siehe (4.9), und eine Lösung
u ∈ C1(J(b0),Rm) von (4.1) und (4.2) auf J(b0).
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Beweis. 1) Da D offen und J◦ nichtleer sind, gibt es einen Radius r > 0 mit
B0 := B(u0, r) ⊆ D und eine Zeit β > 0 mit J(β) ⊆ J . Nach Lemma 4.3 ist f
Lipschitz in x auf J(β)×B0 mit einer Konstanten L0 > 0. Sei b ∈ (0, β]. Wir setzen

E(b) = E(b, r, t0) := {v ∈ C(J(b),Rm) | ∀ t ∈ J(b) : v(t) ∈ B0}.
(Wir brauchen die Kugel B0, um die Lipschitzkonstante zu erhalten und um v(t) ∈ D
zu sichern.) Nach Satz 2.27 in Analysis 2 ist E(b) mit der Metrik d(v, w) = ∥v−w∥∞
vollständig, wenn E(b) in C(J(b),Rm) abgeschlossen ist. Dazu konvergiere die Folge
(vn) aus E(b) gegen eine Funktion v in C(J(b),Rm). Also strebt vn(t) ∈ B0 gegen
v(t) für n → ∞ und jedes t ∈ J(b). Da B0 abgeschlossen ist, folgt v(t) ∈ B0 und
damit die gewünschte Abgeschlossenheit von E(b).

Im Hinblick auf (4.6) definieren wir für v ∈ E(b) die stetige Funktion

Φ(v) : J(b) → Rm; (Φ(v))(t) = u0 +
∫ t

t0
f(s, v(s)) ds.

Seien nun v, w ∈ E(b). Wir finden unten so eine Zeit b0 ∈ (0, β], dass für
alle b ∈ (0, b0] die Funktion Φ(v) in E(v) liegt und die strikte Kontraktivität
∥Φ(v) − Φ(w)∥∞ ≤ 1

2 ∥v − w∥∞ gilt. Der Banachsche Fixpunktsatz (Theorem 2.40
in Analysis 2) für Φ : E(b0) → E(b0) liefert dann einen eindeutigen Fixpunkt
u = Φ(u) in E(b0). Laut Lemma 4.4 löst u das Problem (4.1) und (4.2) auf J(b0).

2) Wir setzen noch C0 = maxs∈J(β) |f(s, u0)|2 ≥ 0. (Auch diese Konstante ist
unabhängig von b.) Sei t ∈ J(b). Die Lipschitzeigenschaft und v ∈ E(b) implizieren

|(Φ(v))(t) − u0|2 ≤
∫

⟨t0,t⟩

∣∣∣f(s, v(s)) − f(s, u0) + f(s, u0)
∣∣∣
2

ds (4.7)

≤
∫

⟨t0,t⟩

(
L0|v(s) − u0|2 + C0

)
ds ≤ b(L0r + C0) ≤ r,

wenn wir b ∈ (0, b′
0] mit b′

0 := min{β, r(L0r + C0)−1} wählen. Analog erhalten wir

|(Φ(v))(t) − (Φ(w))(t)|2 ≤
∫

⟨t0,t⟩
|f(s, v(s)) − f(s, w(s))|2 ds (4.8)

≤
∫

⟨t0,t⟩
L0|v(s) − w(s)|2 ds ≤ bL0∥v − w∥∞ ≤ 1

2 ∥v − w∥∞

für Zeiten b ∈ (0, b0] mit
b0 = b0(u0) := min{b′

0, (2L0)−1}. (4.9)
Also gibt es einen eindeutigen Fixpunkt u = Φ(u) in E(b0). □

Die Zeit b0 in (4.9) hängt neben |u0|2 auch von der Position von u0 ab. Wenn
D = Rm ist, kann man dies verbessern. Sei hierfür u0 ∈ Rm und r0 ≥ |u0|2. In E(b)
wählen wir dann r1 = r0 + 1 und B0 = B(0, r1), definieren L0 wie oben und setzen
nun C∗

0 = maxs∈J(β) |f(s, 0)|2. Statt (4.7) verwendet man

|(Φ(v))(t)|2 ≤ |u0|2 +
∫

⟨t0,t⟩

∣∣∣f(s, v(s)) − f(s, 0) + f(s, 0)
∣∣∣
2

ds
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≤ r0 + b(L0r1 + C∗
0) ≤ r1

für b ≤ b∗
0 := min{β, (L0r1 + C∗

0)−1}. Für b ≤ b̃0 = b̃0(r0) := min{b∗
0, (2L0)−1} gilt

dann (4.8) unverändert, und die Aussage folgt mit b̃0 statt b0.
Der Beweis von Lemma 4.7 zeigt die ‘bedingte’ Eindeutigkeit von Lösungen

in E(b0). Tatsächlich zeigt der nächste Hilfssatz eine viele stärkere und flexiblere
Eindeutigkeitsaussage: Zwei Lösungen u1 und u2 von (4.1) und (4.2) stimmen auf
dem Schnitt ihres Existenzintervall überein. (Zum Beispiel liefert Lemma 4.7 ja
auch Lösungen ub ∈ E(b) für b ∈ (0, b0), die somit die Einschränkung von u auf
J(b) sind.) Im indirekten Beweis von Lemma 4.8 findet man Zeiten tn > τ ≥ t0
mit u1(τ) = u2(τ), u1(tn) ̸= u2(tn) und tn → τ . Dies kann man wie in (4.8) zu
einem Widerspruch führen. (In der Vorlesung wurde stattdessen die Eindeutigkeit
in E(b, r, τ) für passende b und r verwendet.)

Lemma 4.8. Seien f ∈ C(J ×D,Rm) lokal Lipschitz in x, t0 ∈ J und u0 ∈ D.
Seien u1 und u2 Lösungen von (4.1) und (4.2) auf Intervallen J1 bzw. J2 mit
t0 ∈ Jj ⊆ J für j ∈ {1, 2}. Dann stimmen u1 und u2 auf J1 ∩ J2 überein.

Beweis. Im Falle J1 ∩ J2 = {t0} ist die Behauptung klar. Andernfalls seien
etwa sup J1 und sup J2 größer als t0. Setze σ = sup(J1 ∩ J2) und

τ = sup{t1 ∈ [t0, σ) | ∀ t ∈ [t0, t1] : u1(t) = u2(t)}.
Wegen u1(t0) = u0 = u2(t0), ist die obige Menge nichtleer und damit existiert
τ ∈ [t0, σ]. Wir nehmen an, es gälte τ < σ. Dann liegt τ in J1 ∩ J2, sodass
v0 := u1(τ) und u2(τ) auf Grund von Stetigkeit gleich sind. Weiter gibt es Zeiten
tn ∈ (τ, σ) ⊆ J1 ∩ J2 mit u1(tn) ̸= u2(tn) für alle n ∈ N und tn → τ für n → ∞.

Wähle r > 0 mit B := B(v0, r) ⊆ D und τ1 ∈ (τ, σ) mit u1(t), u2(t) ∈ B für
alle t ∈ [τ, τ1]. (Dies ist möglich, weil uj(τ) = v0 und uj für j ∈ {1, 2} stetig sind.)
Gemäß Lemma 4.3 ist f auf [τ, τ1] × B Lipschitz in x mit Konstante L ≥ 0. Sei
t ∈ [τ, τ1]. Nach (4.6) gilt

|u1(t) − u2(t)|2 =
∣∣∣∣ ∫ t

τ

(
f(s, u1(s)) − f(s, u2(s))

)
ds
∣∣∣∣
2

≤
∫ t

τ
L |u1(s) − u2(s)|2 ds.

Die Gronwallsche Ungleichung impliziert |u1(t)−u2(t)|2 ≤ 0eL(t−τ) = 0 für t ∈ [τ, τ1],
im Widerspruch zu u1(tn) ̸= u2(tn) für tn → τ . Also ist τ = σ und somit u1 = u2
auf [t0, σ). Zeiten t ≤ t0 behandelt man analog (mit dem Gronwallschen Lemma
6.1 aus [1]). □

Seien f ∈ C(J ×D,Rm) lokal Lipschitz in x, t0 ∈ J und u0 ∈ D. Ausgehend von
den obigen Lemmata können wir eine eindeutige Lösung von (4.1) und (4.2) auf
einem möglichst großen J0 einführen. Dazu definieren wir die maximale Existenzzeit
t(u0) = t

f (u0) := sup{τ ∈ [t0, sup J) | ∃ Lösung uτ von (4.1) und (4.2) auf [t0, τ ]}
falls sup J > t0 ist, sowie t(u0) := t0 für t0 = max J , und die minimale Existenzzeit
t(u0) = tf (u0) := inf{τ ∈ (inf J, t0] | ∃ Lösung uτ von (4.1) und (4.2) auf [τ, t0]}



4.2. Wohlgestelltheit von Anfangswertproblemen und globale Existenz 63

falls inf J < t0 ist, sowie t(u0) := t0 für t0 = min J . Weiter ist

Jmax(u0) = Jfmax(u0) :=


(t(u0), t(u0)), t0 ∈ J◦,

[t0, t(u0)), t0 = min J,
(t(u0), t0], t0 = max J,

(4.10)

das maximale Existenzintervall.
Lemma 4.7 sichert t(u0) > t0 und t(u0) < t0 (für sup J > t0 bzw. inf J < t0).

Genauer gesagt, kann man die Lösung u aus Lemma 4.7 z.B. von [t0, t0 + b0(u0)] auf
ein größeres Existenzintervall ausdehnen, indem man eine Lösung v mit Startwert
v(t0 + b0(u0)) = u(t0 + b0(u0)) mittels Lemma 4.6 anfügt. Also liegt t(u0) in
(t0+b0(u0), sup J ] (falls sup J > t0), sowie t(u0) in [inf J, t0−b0(u0)) (falls inf J < t0).

Sei etwa t0 < σ < τ < sup J . Nach Lemma 4.8 stimmen die Lösungen uσ und
uτ auf [t0, σ] überein. Damit können wir durch u+(t) = uτ (t) für t ∈ [t0, τ ] eine
eindeutige Lösung u+ von (4.1) und (4.2) auf [t0, t(u0)) definieren. Analog erhält
man eine eindeutige Lösung u− auf (t(u0), t0], und mit Lemma 4.6 kann man u±
zu einer eindeutigen Lösung u auf Jmax(u0) zusammensetzen (wenn t0 in J◦ liegt).

Damit haben wir den ersten Teil des Theorems von Picard–Lindelöf gezeigt,
dessen zweiter Teil die obige Bezeichnung ‘maximal’ rechtfertigt.

Theorem 4.9. Seien J ⊆ R ein Intervall, D ⊆ Rm offen, t0 ∈ J , u0 ∈ D und
f ∈ C(J ×D,Rm) lokal Lipschitz in x. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Es gibt genau eine maximale Lösung u =: u(· ;u0, t0, f) von (4.1) und (4.2)
auf Jmax(u0). Dabei gelten t(u0) ∈ (t0 + b0(u0), sup J ] im Falle sup J > t0 und
t(u0) ∈ [inf J, t0 − b0(u0)) für inf J < t0, wobei b0(u0) durch (4.9) gegeben ist.

b) Sei t0 < t(u0) < sup J . Dann gibt es Zeiten tn ∈ [t0, t(u0)) mit tn → t(u0) und
|u(tn)|2 → +∞ oder dist(u(tn), ∂D) = inf

x∈∂D
|u(tn) − x|2 → 0 (4.11)

für n → ∞ (blow-up Bedingung). Seien speziell D = Rm und sup J = +∞. Dann
liegt t(u0) in (t0,+∞] und aus t(u0) < +∞ folgt

∃ tn → t(u0) mit |u(tn)|2 → +∞ (n → ∞).
Analoge Aussagen gelten für t(u0).

d) Sei t0 ∈ [a, b] ⊆ Jfmax(u0) mit b > a. Dann gibt es Konstanten δ =
δ(a, b, u0, f) > 0 und c = c(a, b, u0, f) ≥ 0, sowie ein Kompaktum K =
K(a, b, u0, f) ⊆ D derart, dass B(u0, δ) in D liegt und für alle Anfangswerte
v0, w0 ∈ B(u0, δ) und Funktionen g ∈ C(J ×D,Rm), die lokal Lipschitz in x sind
und max

x∈K,t∈[a,b]
|f(t, x) − g(t, x)| ≤ δ erfüllen, die folgenden Aussagen gelten.

i) [a, b] ⊆ Jgmax(v0).
ii) Die Lösungen v = v(· ; v0, t0, f) und w = w(· ;w0, t0, g) erfüllen

|v(t) − w(s)|2 ≤ c
(

|t− s|+|v0 − w0|2 + max
x∈K,τ∈[a,b]

|f(τ, x) − g(τ, x)|
)
, t, s ∈ [a, b].
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Die Menge K ist dabei gleich ⋃t∈[a,b] B(u(t), r) für einen Radius r > 0 und enthält
die Vektoren v(t) und w(t) für jedes t ∈ [a, b].

Beweis. Aussage a) haben wir oben gezeigt. Für Teil b) sei etwa T := t(u0) <
sup J . Wir nehmen an, die Bedingung (4.11) gälte nicht. Dann ist u auf J+ := [t0, T )
beschränkt und auch der Abschluss von Γ+ := u(J+) liegt in D. Demnach sind J+
und Γ+ kompakt. Gleichung (4.1) und der Satz vom Maximum implizieren

|u′(t)|2 = |f(t, u(t))|2 ≤ sup
s∈J+,x∈Γ+

|f(s, x)|2 < +∞

für alle t ∈ J+. Gemäß Satz 3.23 aus Analysis 2 ist u somit Lipschitz, sodass u(t) für
t → T gegen u1 ∈ Γ+ ⊆ D konvergiert und damit auch u′(t) = f(t, u(t)) → f(T, u1).
(Siehe Theorem 2.55 in Analysis 2.) Lemma 4.7 liefert eine Lösung v von (4.1) mit
v(T ) = u1 auf einem Interval [T, T ′] mit T ′ > T . Wie in Lemma 4.6 erhalten wir
somit eine Lösung w von (4.1) und (4.2) auf [t0, T ′] im Widerspruch zur Definition
von T = t(u0).

c) 1) Wir beginnen mit Vorbereitungen. Das Bild Γ := u([a, b]) ⊆ D ist kompakt
wegen Theorem 2.49 in Analysis 2. Somit ist r := 1

2 dist(Γ, ∂D) > 0 und die Menge
K := ⋃

t∈[a,b] B(u(t), r) liegt in D. Wir zeigen die Kompaktheit von K. Für jedes
x ∈ K gibt es eine Zeit t ∈ [a, b] mit x ∈ B(u(t), r) und folglich

|x|2 ≤ |x− u(t)|2 + |u(t)|2 ≤ r + max
t∈[a,b]

|u(t)|2 < +∞.

Also ist K beschränkt. Ferner konvergiere (xn) aus K gegen einen Vektor x in
Rm. Dann gibt es tn ∈ [a, b] mit |xn − u(tn)|2 ≤ r. Da [a, b] kompakt ist, strebt
eine Teilfolge (tnj

)j gegen eine Zeit t ∈ [a, b] und deswegen |xnj
− u(tnj

)|2 ≤ r
gegen |x− u(t)|2 ≤ r. Somit liegt x in K und K ist abgeschlossen. Der Satz von
Bolzano–Weierstraß impliziert die behauptete Kompaktheit von K.

Laut Lemma 4.3 ist nun f Lipschitz in x mit Konstanten L > 0 auf [a, b] ×K.
Setze α = max{b− t0, t0 −a}>0 und δ = 1

2r(1+α)−1e−αL< r
2 . Von nun an nehmen

wir a = t0 an; also ist α = b− t0. Den allgemeinen Fall behandelt man analog.
2) Wir zeigen i). Seien v0 ∈ B(u0, δ) und |f(t, x) − g(t, x)|2 ≤ δ für t ∈ [t0, b] und

x ∈ K. Nach Teil a) gibt es eine maximale Lösung ṽ = u(· ; v0, t0, g) von (4.1) und
(4.2) für g und v0. Wir behaupten, dass tg(v0) > b und |u(t) − ṽ(t)|2 ≤ r für alle
t ∈ [t0, b] gelten.

In der Tat, da u und ṽ stetig sind und |u0 − v0|2 ≤ δ < r/2 ist, liegt die Zahl
τ := sup{t ∈ [t0,min{tg(v0), b}) | ∀ s ∈ [t0, t] : |u(s) − ṽ(s)|2 ≤ r}

in (t0, b]. Sei t0 ≤ s ≤ t < τ . Da u(s) und ṽ(s) in K liegen, folgt aus (4.6) und den
obigen Beobachtungen die Abschätzung
|u(t) − v(t)|2

=
∣∣∣∣u0 − v0 +

∫ t

t0
(f(s, u(s)) − f(s, ṽ(s))) ds+

∫ t

t0
(f(s, ṽ(s)) − g(s, ṽ(s))) ds

∣∣∣∣
2
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≤ |u0 − v0|2 +
∫ t

t0
L|u(s) − ṽ(s)|2 ds+

∫ t

t0
δ ds

≤ (1 + α)δ +
∫ t

t0
L|u(s) − ṽ(s)|2 ds.

Die Gronwallsche Ungleichung und die Wahl von δ implizieren
|u(t) − ṽ(t)|2 ≤ (1 + α)δeL(t−t0) ≤ (1 + α)δeαL ≤ r

2 .

Aus Behauptung b) schließen wir dann t
g(v0) > τ , sodass die Stetigkeit von u− v

zur Ungleichung |u(τ) − ṽ(τ)|2 ≤ r
2 führt.

Wenn τ < b wäre, gäbe es Zeiten tn ∈ (τ, tg(v0)) mit tn → τ für n → ∞ und
|u(tn) − ṽ(tn)|2 > r. Wieder Stetigkeit ergibt den Widerspruch |u(τ) − ṽ(τ)|2 ≥ r.
Also ist τ = b und die Behauptung gilt.

3) Es wird ii) bewiesen. Seien auch w0 ∈ B(u0, δ) und v = u(· ; v0, t0, f) bzw.
w = u(· ;w0, t0, g) die maximale Lösungen von (4.1) und (4.2) für f und v0 bzw. g
und w0. Nach Schritt 2) haben wir tf(v0) > b, tg(w0) > b und v(t), w(t) ∈ K für
alle t ∈ [t0, b]. Wie in 2) berechnen wir
|v(t) − w(t)|2

= |v0 − w0|2 +
∫ t

t0
|f(s, v(s)) − f(s, w(s))|2 ds+

∫ t

t0
|f(s, w(s)) − g(s, w(s))|2 ds

≤ |v0 − w0|2 +
∫ t

t0
L|v(s) − w(s)|2 ds+ α max

s∈[t0,b],x∈K
|f(s, x) − g(s, x)|2.

Gronwall liefert wie oben
|v(t) − w(t)|2 ≤ max{1, α}eαL

(
|v0 − w0|2 + max

s∈[t0,b],x∈K
|f(s, x) − g(s, x)|2

)
.

Für t0 ≤ s ≤ t ≤ b erhalten wir ferner

|w(t) − w(s)|2 ≤
∫ t

s
|w′(τ)|2 dτ =

∫ t

s
|g(τ, w(τ))|2 dτ ≤ (t− s) max

τ∈[t0,b],x∈K
|g(τ, x)|2

≤ (t− s)
(
δ + max

τ∈[t0,b],x∈K
|f(τ, x)|2

)
.

Aus diesen Abschätzungen folgt die Behauptung. □

Es gibt eine Variante des obigen Theorems von Peano für lediglich stetige
f : J ×D → Rm. Dabei fällt die Eindeutigkeitsaussage weg (vgl. (4.3)) und man
erhält in Teil c) nur Stetigkeit statt lokaler Lipschitzstetigkeit. Wir verweisen
hierfür auf die Sätze 6.1.1, 6.2.1 und 6.3.2 in [5].

Die blow-up Bedingung (4.11) wendet man meist indirekt an, um globale
(Vorwärts-) Existenz t(u0) = sup J zu zeigen. Sei dazu sup J = +∞. Man nimmt
an, dass T := t(u0) endlich wäre. Laut Theorem 4.9 hat man eine Lösung u von
(4.1) auf dem beschränkten Zeitintervall [t0, T ). Man muss nun zeigen, dass u beide
Bedingungen in (4.11) auf [t0, T ) verletzt. Dieser Widerspruch impliziert dann
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t(u0) = +∞. Hierbei fällt der zweite Teil von (4.11) im Falle D = Rm weg und wir
werden uns zunächst auf den ersten konzentrieren.

Um die erste Bedingung in (4.11) auszuschließen, muss man die Beschränktheit
von u auf [t0, T ) nachweisen. Dazu kann der folgende Satz dienen oder Satz 6.11
unten. Manchmal genügen auch elementare Überlegungen, die die Struktur des
Problems, Monotonie oder die Gronwallsche Ungleichung ausnutzen, vergleiche
Beispiel 4.13 c) und die Übungen. Eine globale Lösung kann im übrigen sehr wohl
auf [t0,+∞) unbeschränkt sein. Das einfachste Beispiel ist u(t) = et mit u′ = u.

Wenn D ̸= Rm ist, kann man u.U. mittels Invarianzsätzen (etwa Satz 4.12 oder
Theorem 5.14) zeigen, dass u(t) sich ∂D nicht nähert. Invarianz etwa von Rm

≥0 ist
oft auch für den Nachweis der Beschränkheit von Nutzen, siehe Beispiel 4.13.

Satz 4.10. Seien f ∈ C(J ×D,Rm) lokal Lipschitz in x, M ⊆ Rm abgeschlossen
mit M ⊆ D, u0 ∈ M und t0 ∈ J . Die maximale Lösung u von (4.1) und (4.2)
erfülle u(t) ∈ M für alle t ∈ Jmax(u0). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Sei sup J = +∞. Für jedes b > t0 gebe es eine Konstante c(b) ≥ 0 mit

∀ t ∈ [t0, b], x ∈ M : (f(t, x)|x) ≤ c(b)(1 + |x|22).

Dann ist t(u0) = +∞.
b) Sei inf J = −∞. Für jedes a < t0 gebe es eine Konstante c(a) ≥ 0 mit

∀ t ∈ [a, t0], x ∈ M : (f(t, x)|x) ≥ −c(a)(1 + |x|22).

Dann ist t(u0) = −∞.
c) Seien speziell f : D → Rm und J = R. Dann erhält man t(u0) = +∞, wenn

es so ein c̃ ≥ 0 gibt, dass die Ungleichung

∀x ∈ M : (f(x)|x) ≤ c̃(1 + |x|22)

erfüllt ist. Eine entsprechende Aussage gilt für t(u0).
d) In den Aussagen a) und b) kann man die Ungleichung für f durch “|f(t, x)|2 ≤

c(b)(1 + |x|2)” bzw. “|f(t, x)|2 ≤ c(a)(1 + |x|2)” ersetzen (und analog in Teil c)).

Beweis. a) Wir nehmen an, dass b := t(u0) endlich wäre. Sei t0 ≤ s ≤ t < b.
Dann folgt mittels (4.1) und der Voraussetzung die ‘Energie-Abschätzung’
d
ds |u(s)|22 = d

ds (u(s)|u(s)) = 2(u′(s)|u(s)) = 2(f(s, u(s))|u(s)) ≤ 2c(b)(1 + |u(s)|22).

Eine Integration in s und (4.2) liefern

|u(t)|22 − |u0|22 ≤ 2c(b)(b− t0) + 2c(b)
∫ t

t0
|u(s)|22 ds,

und eine Anwendung der Gronwallschen Ungleichung aus Lemma 4.5 führt auf

|u(t)|22 ≤ e2c(b)(t−t0)
(
|u0|22 + 2c(b)(b− t0)

)
≤ e2c(b)(b−t0)

(
|u0|22 + 2c(b)(b− t0)

)
=: r.
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Somit liegt u(t) für alle t ∈ [t0, t(u0)) in der kompakten Menge M ∩B(0, r) ⊆ D,
die einen positiven Abstand zu ∂D hat. Also ist die blow-up Bedingung (4.11)
verletzt und somit muss t(u0) = +∞ sein.

b) Wir führen Teil b) auf a) zurück, indem wir t ∈ (t(u0), t0] durch die gespiegelte
Zeitvariable τ = t0 − t ∈ [0, t0 − t(u0)) =: I ersetzen und v(τ) = u(t0 − τ) sowie
g(τ, x) = −f(t0 − τ, x) für x ∈ D einführen. Dann liefern (4.1) und (4.2) für u die
Gleichungen

v′(τ) = −u′(t0 − τ) = −f(t0 − τ, u(t0 − τ)) = g(τ, v(τ)), v(0) = u0.

Die Annahmen an f zeigen, dass g die Voraussetzung von Teil a) auf I erfüllt. Also
ist I = R≥0 und somit t(u0) = −∞.

Die Aussagen a) und b) implizieren direkt Teil c), sowie d) mittels z.B.
(f(t, x)|x) ≤ |f(t, x)|2 |x|2 ≤ c(b)(|x|2 + |x|22) ≤ 3

2c(b)(1 + |x|22)
für t ∈ [t0, b] und x ∈ M , wobei die Cauchy–Schwarz Ungleichung und |x|2 ≤
1
2(1 + |x|22) verwendet werden. □

Der entscheidende Aspekt des obigen Satzes ist, dass in die Vorausetzungen
(neben der Invarianz von M , die für M = D = Rm natürlich gilt) nur die gegebene
Funktion f eingeht und nicht wie in (4.11) die meist nicht explizit bekannte
Lösung u. Bei den Bedingungen im Satz beachte man, dass man z.B. |(f(x)|x)|
für x ∈ B := B(0, r) stets mit rmaxB |f |2 abschätzen kann. Dies entspricht dem
Summanden c̃. Das eigentliche Problem ist das Verhalten für große x. Hier bedeutet
etwa die Bedingung in c), dass f(x) in Richtung der äußeren Einheitsnormalen x/|x|2
an ∂B(0, |x|2) höchstens linear in |x|2 wächst. Man spricht vom halbseitig linearem
Wachstum von f . Die folgenden einfachen Beispiele illustrieren den Unterschied
zum linearen Wachstum in Behauptung d). Sie zeigen auch den Unterschied von
globaler Existenz in Vorwärts- bzw. Rückwärtszeit.

Beispiel 4.11. a) Sei f : Rm → Rm Lipschitz mit Konstante L. Dann gilt
|f(x)|2 ≤ |f(x) − f(0)|2 + |f(0)|2 ≤ c(1 + |x|2)

mit c := max{L, |f(0)|2} für alle x ∈ Rm. Aus Satz 4.10 d) erhalten wir somit
Jmax(u0) = R für jedes u0 ∈ Rm.

b) Sei f : R → R; f(x) = −x3. Hier ist f(x)x = −x4 ≤ 0 für alle x ∈ R.
Satz 4.10 c) zeigt also t(u0) = +∞ für jedes u0 ∈ R. Für u0 ≷ 0 liefert ferner die
Trennung der Variablen die Lösungsformel u(t) = ±(2t+ u−2

0 )−1/2 und somit das
maximale Existenzintervall Jmax(u0) = (−1

2u
−2
0 ,+∞).

c) Für f : R → R; f(x) = x2, gilt Jmax(u0) =
(
−∞, 1

u0

)
für u0 > 0, siehe (4.4).

In diesem Fall erhalten wir auch f(x)x = x3, was man für x → +∞ nicht durch
einen Term c(1 + x2) dominieren kann.

d) Seien γ die Schwerebeschleunigung, m > 0 die Masse eines Massenpunktes
am Ende eines Pendels der Länge ℓ > 0, −1

ℓ
R ∈ C1(R,R) mit −R(y)y ≤ 0 für alle
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y ∈ R die Reibungskraft und mh ∈ C(R,R) eine äußere Kraft. (Ein Beispiel ist
R(y) = c0y

2k+1 für Konstanten c0 ≥ 0 und k ∈ N0.) Der Auslenkungswinkel u(t)
zur Zeit t ≥ 0 des Pendels wird dann durch die Pendelgleichung

u′′(t) = −γ

ℓ
sin u(t) − 1

ℓm
R(u′(t)) + h(t) =: g(t, u(t), u′(t)), t ≥ 0,

u(0) = u0, u′(0) = v0,
(4.12)

beschrieben, vergleiche Beispiel 5.2 in Analysis 2. Hier gilt t(u0, v0) = +∞ für alle
(u0, v0) ∈ R2.

Beweis. Wir setzen f(x, y) = (y, g(t, x, y)) für t ∈ R und (x, y) ∈ R2, vergleiche
Lemma 4.1. Seien b > 0 und |t| ≤ b. Dann erhalten wir

(f(t, x, y)|(x, y)) = xy − γ
ℓ

sin(x)y − 1
ℓm
R(y)y + h(t)y

≤ 1
2x

2 + 1
2y

2 + γ
ℓ

|y| + max
|t|≤b

|h(t)| |y|

≤ 1
2(1 + γ

ℓ
+ κ(b))(1 + |(x, y)|22)

mit κ(b) := max|t|≤b |h(t)|. Satz 4.10 a) liefert nun die Behauptung. □

Sei x ∈ Rm. Wir schreiben x ≥ 0 wenn x1 ≥ 0, . . . , xm ≥ 0 sind, sowie x > 0 im
Falle x1 > 0, . . . , xm > 0. Weiter setzen wir Rm

≥0 = [0,+∞)m und Rm
+ = (0,+∞)m.

Im folgenden Resultat finden wir eine sehr einfache Bedingung an die gegebene
Funktion f , die die Nichtnegativität der Lösung für u0 aus Rm

≥0 sicherstellt. Sie
bedeutet, dass f(x) bei x ∈ ∂Rm

≥0 nicht aus Rm
≥0 hinausweist.

Satz 4.12. Seien f ∈ C(J × D,Rm) lokal Lipschitz in x, Rm
≥0 ⊆ D, u0 ≥ 0,

t0 ∈ J , t0 ̸= max J , und u die maximale Lösung von (4.1) und (4.2). Es gelte
∀ t ∈ J, x ∈ Rm

≥0 mit xk = 0 für ein k ∈ {1, . . . ,m} gilt fk(t, x) ≥ 0. (4.13)

(Positivitätsbedingung) Dann folgt u(t) ≥ 0 für alle t ∈ [t0, t(u0)).

Beweis. Seien b ∈ (t0, t(u0)) und δ > 0 aus Theorem 4.9 c) zu f , u0 und b.
Wähle n0 ∈ N mit |(1/n0, . . . , 1/n0)|2 ≤ δ. Für n ≥ n0, t ∈ J und x ∈ D setzen wir

un0 = u0 +
(

1
n
, . . . , 1

n

)
, fn(t, x) = f(t, x) +

(
1
n
, . . . , 1

n

)
.

Laut Theorem 4.9 c) gibt es eine Lösung un zu (4.1) und (4.2) mit fn und un0 auf
[t0, b]. Wie in Satz 5.14 in Analysis 2 zeigt man un(t) ≥ 0 für alle t ∈ [t0, b]. Ferner
konvergiert un(t) gegen u(t) für n → ∞ nach Theorem 4.9 c). Da b ∈ (t0, t(u0))
beliebig ist, folgt u(t) ≥ 0 für alle t ∈ [t0, t(u0)). □

Die Bedingung (4.13) ist im Pendelbeispiel 4.11 d) nicht erfüllt. Dort verliert die
Lösung im allgemeinen aber auch eine anfängliche Positivität. Nichtnegativität ist
in Reaktions- oder Populationsgleichungen von zentraler Bedeutung, da dort u(t)
die Quantität der m Spezies beschreibt. Ferner hilft die Invarianz von Rm

≥0 u.U.
auch beim Nachweis der globalen Existenz, wie die folgenden Beispiele zeigen. Dort
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ist in allen Fällen klar, dass die Funktionen f glatt und damit lokal Lipschitz sind,
sodass wir laut Theorem 4.9 jeweils genau eine maximale Lösung besitzen.

Beispiel 4.13. a) Sei f : R → R; f(x) = −x2. Die Funktion u löse (4.1) und
(4.2) zu u0 ≥ 0. Dann haben wir t(u0) = +∞ und u(t) ≥ 0 für alle t ≥ 0. Für
u0 < 0 ist t(u0) = −1/u0.

Beweis. Für x = 0 gilt f(x) = 0, sodass laut Satz 4.12 die Lösung u(t) für alle
t ∈ [0, t(u0)) nichtnegativ ist. Wir können also in Satz 4.10 die Menge M = R≥0
verwenden. Für x ≥ 0 erhalten wir f(x)x = −x3 ≤ 0. Somit zeigt dieser Satz
die globale Existenz t(u0) = +∞. Wenn u0 < 0 ist, verwenden wir Trennung der
Variablen, um die Lösung u(t) = (t+ u−1

0 )−1 mit t(u0) = −1/u0 zu berechnen. □
b) Im Konkurrenzmodell beschreiben u(t) und v(t) die Größe zweier Spezies

mit beschränktem Wachstum und einer gemeinsamen Nahrungsquelle. (Vergleiche
Beispiel 5.1 in Analysis 2.) Für Konstanten a, b, c, d, r, s ≥ 0 gilt dabei

u′(t) = au(t) − bu(t)2 − ru(t)v(t), t ≥ 0,
v′(t) = cv(t) − dv(t)2 − su(t)v(t), t ≥ 0,
u(0) = u0, v(0) = v0,

(4.14)

für Anfangswerte u0 ≥ 0 und v0 ≥ 0. Wir erhalten t(u0, v0) = +∞ und die Lösungen
bleiben nichtnegativ.

Beweis. Wir schreiben f(u(t), v(t)) ∈ R2 für die rechte Seite von (4.14). Seien
x, y ≥ 0. Dann gelten

für x = 0 : f1(0, y) = 0, für y = 0 : f2(x, 0) = 0.
Gemäß Satz 4.12 bleibt die Lösung auf [0, t(u0, v0)) nichtnegativ. Sei (x, y) ∈ M :=
R2

≥0. Dann berechnen wir
(f(x, y)|(x, y)) = ax2 − bx3 − rx2y + cy2 − dy3 − sxy2 ≤ ax2 + cy2

≤ max{a, c}(1 + |(x, y)|22),
wobei wesentlich x, y ≥ 0 einging. Mit Satz 4.10 folgt t(u0, v0) = +∞. □

c) Im Räuber-Beute-Modell beschreibt u(t) die Größe einer Beutepopulation mit
beschränktem Wachstum und v(t) die Größe der Räuberspezies, welche sich nur
von dieser Beute ernährt, siehe Beispiel 5.1 in Analysis 2. Für Startwerte u0, v0 ≥ 0
und Konstanten a, b, c, r, s ≥ 0 erhalten wir das System

u′(t) = au(t) − bu(t)2 − ru(t)v(t), t ≥ 0,
v′(t) = −cv(t) + su(t)v(t), t ≥ 0,
u(0) = u0, v(0) = v0.

(4.15)

Wieder existiert die Lösung für alle t ≥ 0 und bleibt nichtnegativ.
Beweis. Wie in Teil b) zeigt man, dass die Lösung auf J+ = [0, t(u0, v0))

nichtnegativ ist. Wir können aber wegen des Terms +suv nicht mehr Satz 4.10
anwenden. In Beispiel 6.13 wird ein stärkeres Instrument zum Ziel führen, aber wir
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können auch direkter argumentieren. Wir nutzen dabei aus, dass beide kritischen
quadratischen Terme in der ersten Gleichung von (4.15) ein günstiges negatives
Vorzeichen haben. Da u, v ≥ 0 sind, folgt demnach u′(t) ≤ au(t) und per Integration

u(t) ≤ u0 + a
∫ t

0
u(τ) dτ

für alle t ∈ J+. Das Gronwallsche Lemma 4.5 liefert also u(t) ≤ eatu0 für t ∈ J+.
Wir nehmen nun an T := t(u0, v0) wäre endlich. Dann wird u = |u| auf J+ durch
C := eaTu0 dominiert. Somit liefert die zweite Identität in (4.15) die Ungleichung
v′ ≤ sCv auf J+. Wie eben erhalten wir daraus die Schranke 0 ≤ v(t) ≤ esCTv0
auf J0. Mithin ist (u, v) auf J+ beschränkt. Da hier D = R2 ist, haben wir einen
Widerspruch zu (4.11) gefunden, sodass t(u0, v0) = +∞ sein muss. Man beachte
aber, dass dieses Argument nur eine sehr grobe Schranke für (u(t), v(t)) liefert,
vergleiche Beispiel 6.13, und schon bei einem Term +suv2 versagen würde. □

d) Seien a(t), b(t) und p(t) die Konzentrationen der Stoffe A, B und P in der
Gleichgewichtsreaktion

A+ 2B
k+−⇀↽−
k−

P

für Reaktionskonstanten k± ≥ 0. Mit Massenwirkungskinetik erhält man die
Reaktionsgleichungen

a′(t) = −k+a(t)b(t)2 + k−p(t), t ≥ 0,
b′(t) = −2k+a(t)b(t)2 + 2k−p(t), t ≥ 0,
p′(t) = k+a(t)b(t)2 − k−p(t), t ≥ 0,
a(0) = a0 ≥ 0, b(0) = b0 ≥ 0, p(0) = p0 ≥ 0.

(4.16)

Dieses System hat genau eine nichtnegative beschränkte Lösung (a, b, p) auf R≥0.
Beweis. Wir bezeichnen die rechte Seite mit f . Seien a, b, p ≥ 0. Dann gelten

f1(0, b, p) = k−p ≥ 0, f2(a, 0, p) = 2k−p ≥ 0, f3(a, b, 0) = k+ab
2 ≥ 0.

Satz 4.12 impliziert die Ungleichungen a(t), b(t), p(t) ≥ 0 für alle t ∈ [0, t(a0, b0, p0)).
Wegen des positiven kubischen Terms in der dritten Zeile von (4.16) können wir

Satz 4.10 trotz der Positivität der Lösung nicht verwenden. Wir nutzen stattdessen
die Struktur des Systems. Man sieht, dass der kritische Summand k+ab

2 auch in den
ersten beiden Zeilen mit einem ‘guten’ negativen Vorzeichen vorkommt. Deswegen
betrachten wir die Funktion φ(t) = a(t) + b(t) + 3p(t) für t ∈ J . Die Gleichungen
(4.16) liefern die Ableitung

φ′(t) = a′(t) + b′(t) + 3p′(t)
= −k+a(t)b(t)2 + k−p(t) − 2k+a(t)b(t)2 + 2k−p(t) + 3k+a(t)b(t)2 − 3k−p(t)
= 0,



4.3. Dynamische Systeme 71

sodass φ(t) = φ(0) für alle t ∈ J gilt. Weiter haben wir 0 ≤ a(t), b(t), p(t) ≤ φ(t) =
φ(0). Also ist die Lösung für alle Zeiten beschränkt und damit nach Theorem 4.9 b)
global. (Dies ist ein Spezialfall des Vorgehens in Abschnitt 6.3.) □

4.3. Dynamische Systeme

Bislang hatten wir eher einzelne Lösungen von (4.1) zu einem festen Anfangswert
u0 im Blick. Um das qualitative Verhalten des Systems im Ganzen zu untersuchen,
ändern wir unseren Gesichtspunkt ein wenig. Dies gelingt am besten im autonomen
Fall, auf den wir uns in diesen Abschnitt beschränken.

Seien f : D → Rm lokal Lipschitz, x ∈ D, J = R, t0 = 0, u0 = x und
u : Jmax(x) → D die maximale Lösung von (4.1). Wir setzen φ(t, x) := u(t) für
t ∈ Jmax(x). Offenbar gilt φ(0, x) = x. Theorem 4.9 c) impliziert die Aussage

φ : Df := {(t, x) |x ∈ D, t ∈ Jmax(x)} → D ist stetig. (4.17)

Sei weiter s ∈ Jmax(x). Dann haben wir die maximale Lösung v(t) := φ(t, φ(s, x))
für t ∈ Jmax(φ(s, x)) von (4.1) mit Anfangswert v(0) = φ(s, x) = u(s). Laut
Lemma 4.6 löst die Funktion w(t) := φ(t+ s, x) = u(t+ s) auch dieses Problem für
t ∈ Jmax(x) − s. Gemäß Lemma 4.8 und (4.10) gilt nun φ(t+ s, x) = φ(t, φ(s, x))
für alle t ∈ Jmax(x) − s ⊆ Jmax(φ(s, x)). Wenn etwa t(x) − s < t(φ(s, x)) wäre,
gäbe es laut (4.11) für u solche Zeitpunkte tn → t(x) − s für n → ∞, dass die
Vektoren w(tn) = u(tn + s) gegen ∂D oder im Betrag gegen +∞ strebten. Da
w(tn) = v(tn) ist, widerspricht dies der Annahme t(x)−s < t(φ(s, x)). Das Infimum
von Jmax(φ(s, x)) behandelt man entsprechend. Die Abbildung φ besitzt also die
Eigenschaft

∀x ∈ D, s ∈ Jmax(x) : Jmax(φ(s, x)) = Jmax(x) − s und
∀ t ∈ Jmax(x) − s : φ(t+ s, x) = φ(t, φ(s, x)), φ(0, x) = x.

(4.18)

Wenn Jmax(x) = R für alle x ∈ D ist, dann vereinfachen sich (4.17) und (4.18) zu

φ : R ×D → D ist stetig, (4.19)
∀ t, s ∈ R, x ∈ D : φ(t+ s, x) = φ(t, φ(s, x)), φ(0, x) = x.

(Gruppeneigenschaft) (4.20)

Diese Beobachtungen führen auf die folgenden wichtigen Begriffe.

Definition 4.14. Eine Abbildung φ, die (4.17) und (4.18) erfüllt, heißt lokaler
Fluss. Wenn sie den Bedingungen (4.19) und (4.20) genügt, dann nennt man sie
Fluss (oder dynamisches System). Wenn man hier nur J = R≥0 statt J = R zulässt,
spricht man von einem positiven (lokalen) Halbfluss.

Man schreibt φt : x 7→ φ(t, x) und nennt γ(x) = {φ(t, x) | t ∈ Jmax(x)} den
Orbit oder die Trajektorie durch x. Weiter ist γ+(x) = {φ(t, x) | t ∈ [0, t(x))} der
Vorwärtsorbit durch x.
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Genauer gesagt, ist φt eine Abbildung von {x ∈ D | t ∈ Jmax(x)} nach D, und
im Flussfall von D nach D. Ein Beispiel für einen Fluss ist φ(t, x) = etAx für
f(x) = Ax und eine Matrix A ∈ Rm×m, siehe Abschnitt 4.5. Weitere Beispiele
werden in den Übungen diskutiert. Lokale Flüsse haben eine Reihe grundlegender
Eigenschaften, die man häufig bei der Untersuchung von (4.1) verwendet.

Satz 4.15. Seien f : D → Rm lokal Lipschitz und φ wie oben definiert. Dann ist
φ ein lokaler Fluss. (Wir nennen φ den von f erzeugten lokalen Fluss.) Weiter
gelten die folgenden Aussagen (Teile a)–c) sogar für jeden (lokalen) Fluss auf D).

a) Wenn φ sogar ein Fluss ist, dann ist φt : D → D für jedes t ∈ R ein
Homöomorphismus mit φ−1

t = φ−t.
b) Für alle x, y ∈ D ist entweder γ(x) = γ(y) oder γ(x) ∩ γ(y) = ∅. Also liegt

jedes x ∈ D auf genau einem Orbit.
c) Es gibt genau die drei folgenden Orbittypen.

1) Fixpunkte: ∀ t ∈ R = Jmax(x) gilt φ(t, x) = x.
2) periodische Orbits mit Minimalperiode p > 0:

∀ t ∈ R = Jmax(x) gilt φ(t+ p, x) = φ(t, x).
3) aperiodische Orbits: ∀ t, s ∈ Jmax(x) mit t ̸= s gilt φ(t, x) ̸= φ(s, x).

d) Sei xn → x in D für n → ∞. Dann erhalten wir t(x) ≤ limn→∞ t(xn) und
t(x) ≥ limn→∞ t(xn). Weiter ist Df offen.

Beweis. Die erste Behauptung haben wir oben gezeigt, und Aussage d) folgt
aus Theorem 4.9 c).

a) Sei φ ein Fluss und t ∈ R. Die Eigenschaft (4.20) liefert dann
x = φ(t− t, x) = φ(t, φ(−t, x)) = φ(−t, φ(t, x))

für alle x ∈ D, sodass φ−t : D → D die (stetige) Inverse von φt : D → D ist.
b) Seien x ̸= y Punkte in D mit φ(s, x) = φ(t, y) =: z für s ∈ Jmax(x) und

t ∈ Jmax(y). Dann liegt −s in Jmax(x) − s = Jmax(z) = Jmax(y) − t und es gilt
x = φ(−s, φ(s, x)) = φ(−s, φ(t, y)) = φ(t− s, y)

wobei mehrfach (4.18) einging. Für jedes r ∈ Jmax(x) = Jmax(y) − t+ s erhalten
wir nun

φ(r, x) = φ(r, φ(t− s, y)) = φ(r + t− s, y).
Somit ist γ(x) ⊆ γ(y). Die umgekehrte Inklusion beweist man analog.

c) Zunächst nehmen wir an, es sei φ(τ, y) = y für einen Punkt y ∈ D und eine
Zeit τ > 0 in Jmax(y). Dann gilt Jmax(y) = Jmax(φ(τ, y)) = Jmax(y) − τ laut (4.18).
Dies ist aber nur für Jmax(y) = R möglich. Weiter liefert (4.18) für jedes t ∈ R die
Gleichung

φ(t, y) = φ(t, φ(τ, y)) = φ(t+ τ, y).
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Sei nun p ≥ 0 das Infimum solcher τ für das gegebene y. Es existieren also
Zeiten τn → p mit φ(τn + t, y) = φ(t, y) für jedes t ∈ R. Da φ stetig ist, erhalten
wir φ(p + t, y) = φ(t, y) für jedes t. Im Falle p > 0 ist somit γ(y) periodisch mit
Minimalperiode p. Sei p = 0. Fixiere t ∈ R. Es gibt für jedes n ∈ N Zahlen mn ∈ Z
und ρn ∈ [0, τn) mit t = mnτn + ρn. Daraus folgt die Identität

φ(t, y) = φ(τn + (mn − 1)τn + ρn, y) = φ((mn − 1)τn + ρn, y) = · · · = φ(ρn, y)

für jedes n ∈ N. Hier können wir den Grenzwert n → ∞ bilden. Da (ρn) eine
Nullfolge ist, ergibt sich φ(t, y) = y. Also ist y ein Fixpunkt.

Sei schließlich φ(s, x) = φ(t, x) für gewisse s ̸= t in Jmax(x). Es sei etwa t > s.
Dann impliziert (4.18) die Identität φ(s, x) = φ(t− s, φ(s, x)), und y := φ(s, x) ist
nach den obigen Betrachtungen entweder ein Fixpunkt oder periodisch. Insgesamt
ist Teil c) gezeigt. □

Man nennt Fixpunkte auch Gleichgewichte, Equilibria, Ruhelagen oder stationäre
Lösungen. Beispiel 1.32 c) in Analysis 2 zeigt, dass im Falle nur stetiger f Lösungen
sich schneiden oder zusammen- bzw. auseinanderlaufen können.

Wir werden im nächsten Kapitel in einfachen Situationen periodische Orbits
nachweisen. Im allgemeinen ist dies aber eine schwierige Aufgabe. Fixpunkte sind
(im autonomen Fall) aber deutlich einfacher zu finden.

Bemerkung 4.16. Seien f : D → Rm stetig und u∗ ∈ D. Genau dann ist u∗ ein
Fixpunkt von (4.1), wenn f(u∗) = 0 gilt. In der Tat löst u(t) = u∗ für alle t ∈ R
im Falle f(u∗) = 0 das Problem (4.1) mit Anfangswert u∗. Wenn u(t) = u∗ eine
Lösung von (4.1) ist, dann folgt 0 = u′(t) = f(u∗). ♢

Der von f erzeugte lokale Fluss φ ist laut Theorem 4.9 lokal Lipschitz in (t, x)
und außerdem C1 in der Zeit t. Es stellt sich nun die Frage, ob er auch stetig
differenzierbar im Anfangswert x ist, wenn f zu C1(D,Rm) gehört. Diese Aussage
wird in späteren Vorlesungen benötigt, und die zugehörigen Beweistechniken spielen
auch bei komplexeren Problemen eine Rolle. Wir wollen zuerst sehen, was die stetige
Differenzierbarkeit von φ für (4.1) bedeutet.

Seien dazu f ∈ C1(D,Rm) und k ∈ {1, . . . ,m}. Wir nehmen an, dass die Abbil-
dungen x 7→ φ(t, x) und t 7→ ∂xφ(t, x) stetig differenzierbar bei jedem (t, x) ∈ Df

sind. Das Schwarzsche Theorem 3.24 aus Analysis 2 zeigt dann die stetige Dif-
ferenzierbarkeit von x → ∂tφ(t, x) und ∂t∂kφ = ∂k∂tφ auf Df . Gemäß (4.1) ist
ferner ∂tφ = f ◦ φ stetig auf Df . Wir differenzieren nun (4.1), also die Gleichun-
gen ∂tφ(t, x) = f(φ(t, x)) und φ(0, x) = x, nach xk. Unsere Annahmen und die
Kettenregel liefern das System

∂t∂kφ(t, x) = ∂k∂tφ(t, x) = ∂kf(φ(t, x)) = f ′(φ(t, x))∂kφ(t, x), t ∈ Jmax(x),
∂kφ(0, x) = ek,
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wobei ∂k = ∂
∂xk

ist. Wir setzen Ax(t) := f ′(φ(t, x)) ∈ Rm×m für t ∈ Jmax(x). Somit
löst die Abbildung t 7→ ∂kφ(t, x) die Variationsgleichung

v′(t) = Ax(t)v(t), t ∈ Jmax(x),
v(0) = ek,

(4.21)

von (4.1) entlang γ(x). Diese lineare Gleichung läßt sich meist leichter untersuchen
als (4.1), zumal wenn sie (für Fixpunkte x) autonom ist. Vor allem kann man
oft Aussagen über ihr Verhalten auf die Lösungen von (4.1) in der Nähe von γ(x)
übertragen, vergleiche Theorem 6.6. Wir zeigen nun, dass die oben gemachten
Annahmen stets gelten.

Theorem 4.17. Seien f ∈ C1(D,Rm) und φ der von f erzeugte Fluss. Dann
liegt φ in C1(Df ,Rm) und für jedes k ∈ {1, . . . ,m} existiert ∂t∂kφ = ∂k∂tφ ∈
C(Df ,Rm). Weiter löst ∂kφ(·, x) die Gleichung (4.21).

Beweis. 1) Seien x ∈ D und Ax(t) = f ′(φ(t, x)) für t ∈ Jmax(x) =: J0.
Nach (4.18) ist die Abbildung (t, x) 7→ Ax(t) von Df nach L(Rm) stetig. Wie in
Beispiel 5.11 in Analysis 2 sieht man, dass das Problem (4.21) genau eine Lösung
vk = vk(· ;x) auf J0 hat. Wenn wir Theorem 4.9 mit f̃(t, y) := Ax(t)y anwenden,
erhalten wir die Stetigkeit der Funktion (t, x) 7→ vk(t, x) auf Df . Wegen (4.21)
ist somit auch die Ableitung (t, x) 7→ ∂tvk(t, x) auf Df stetig. Wir zeigen nun,
dass φ auf Df die partielle Ableitung ∂kφ(t, x) = vk(t, x) besitzt. Mittels der
Vorbetrachtungen folgt dann das Theorem. (Man beachte, dass die Gleichung (4.21)
einem hierbei die Differenzierbarkeit von ∂kφ(t, x) nach t schenkt.)

2) Sei x ∈ D fest und t ∈ J0. Da Df nach Satz 4.15 offen ist, ist der Abstand r von
⟨0, t⟩ × {x} zu ∂Df positiv und wir erhalten ⟨0, t⟩ ×B(x, r0) ⊆ Df für r0 ∈ (0, r).
Sei h ∈ [−r0, r0]. Wir betrachten den umgeschriebenen Differenzenquotienten

wh(t) := φ(t, x+hek) −φ(t, x) −hvk(t, x) und dh(t) := φ(t, x+hek) −φ(t, x).

Der Beweis beruht darauf, dass nach (4.1) und (4.21) die Funktion wh der Differen-
tialgleichung

w′
h(t) = f(φ(t, x+ hek)) − f(φ(t, x)) − hAx(t)vk(t, x) = Ax(t)wh(t) + gh(t),

wh(0) = x+ hek − x− hek = 0,

für t ∈ J0 genügt. Dabei setzen wir

gh(t) := f(φ(t, x+ hek)) − f(φ(t, x)) − f ′(φ(t, x))dh(t).

Um diesen Ausdruck mittels der Differenzierbarkeit von f zu kontrollieren, nutzen
wir Theorem 4.9 c). Dieses liefert so eine Konstante c > 0 und einen Radius
r1 ∈ (0, r0] mit cr1 ≤ r0, dass für alle |h| ≤ r1 und s ∈ ⟨0, t⟩ die Lipschitzbedingung

|dh(s)|2 ≤ c|h| ≤ cr1 ≤ r0 (4.22)
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gilt. Nach (einer kleinen Variante von) Satz 5.20 aus Analysis 2 ist wh durch die
Duhamelsche Formel

wh(t) =
∫ t

0
Ux(t, s)gh(s) ds, t ∈ J0,

gegeben, wobei Ux der Lösungsoperator zu Ah ist. Die Stetigkeit von Ux in s liefert

C := max
s∈⟨0,t⟩

∥Ux(t, s)∥ < +∞.

Somit wird wh durch gh mittels

|wh(t)|2 ≤ C|t| max
s∈⟨0,t⟩

|gh(s)|2 (4.23)

für |h| ≤ r1 kontrolliert. Mit dem Hauptsatz und der Kettenregel können wir gh zu

gh(s) =
∫ 1

0
∂τf(τφ(s, x+ hek) + (1 − τ)φ(s, x)) dτ − f ′(φ(s, x))dh(s)

=
∫ 1

0
(f ′(z(τ, s)) − f ′(φ(s, x)))dh(s) dτ (4.24)

für s ∈ ⟨0, t⟩ umformen, wobei

z(τ, s) := τφ(s, x+ hek) + (1 − τ)φ(s, x) = τdh(s) + φ(s, x).

ist. Sei nun ε > 0. Wir setzen K = ⋃
s∈⟨0,t⟩ B(φ(s, x), r0). Diese Menge ist nach dem

Beweis von Theorem 4.9 kompakt, sodass f ′ auf K gleichmäßig stetig ist. Seien
τ ∈ [0, 1] und s ∈ ⟨0, t⟩. Da |τdh(s)|2 ≤ r0 ist (siehe (4.22)), liegt auch z(τ, s) in K.
Wegen (4.22) finden wir ferner so einen Radius δ = δε ∈ (0, r1], dass für |h| ≤ δ die
Ungleichung

|f ′(z(τ, s)) − f ′(φ(s, x))|2 ≤ ε

gilt. Wenn wir dies und (4.22) in die Formeln (4.23) und (4.24) einsetzen, erhalten
wir die Ungleichung

|wh(t)| ≤ C|t|ε max
s∈⟨0,t⟩

|dh(s)|2 ≤ εcC|t| |h|

für alle |h| ≤ δ. Das heißt aber gerade, dass ∂kφ(t, x) = vk(t, x) existiert. □

4.4. Randwertprobleme

Bislang haben wir durchweg Anfangswertprobleme behandelt, die die zeitliche
Entwicklung eines dynamischen Systems beschreiben. In diesem Abschnitt disku-
tieren wir ein anderes Anwendungsfeld gewöhnlicher Differentialgleichungen, das
in späteren Vorlesungen vertieft wird. Das Thema wird etwa in [8] systematischer
und umfangreicher behandelt. Wir beginnen mit einem typischen Beispiel.

Beispiel 4.18. Sei u(t, x) die Auslenkung einer eindimensionalen Saite am Ort
x ∈ [0, 1] zur Zeit t ≥ 0. Dabei seien die Endpunkte 0 und 1 der Saite festgeklemmt
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und die Saite bei t = 0 in Ruhe. (Siehe Beispiel 4.24 in Analysis 3.) Unter gewissen
Annahmen an die Saite erfüllt u dann die Wellengleichung

∂ttu(t, x) = a∂xxu(t, x), x ∈ [0, 1], t ≥ 0,
u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ≥ 0,
u(0, x) = v(x), ∂tu(0, x) = 0, x ∈ [0, 1],

(4.25)

für eine (Material-)Konstante a > 0 und eine gegebene Anfangsauslenkung v in
C2([0, 1],R). Wir suchen eine spezielle Lösung der Form u(t, x) = cos(ωt)v(x) für
eine zu bestimmende Konstante ω ∈ R. So eine Funktion beschreibt eine “stehende
Welle” mit Frequenz ω

2π . Sie existiert genau dann, wenn

∂ttu(t, x) = −ω2 cos(ωt)v(x) = a∂xxu(t, x) = a cos(ωt)v′′(x)
für alle t ≥ 0 und x ∈ [0, 1], sowie v(0) = v(1) = 0 erfüllt sind. Dies ist zum
Randwertproblem

v′′(x) + ω2

a
v(x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, v(0) = v(1) = 0, (4.26)

für das Wellenprofil v äquivalent. In diesem Problem steht die Variable x für den
Ort, und nicht wie t im Anfangswertproblem (4.1) für die Zeit.

Die Funktionen v1(x) = sin(ωa−1/2x) und v2(x) = cos(ωa−1/2x) genügen der
Differentialgleichung in (4.26). Nach Satz 5.20 aus Analysis 2 sind alle Lösungen
dieser Gleichung Linearkombinationen von v1 und v2. Wenn wir v = c1v1 + c2v2 für
reelle cj in die Randbedingungen von (4.26) einsetzen, erhalten wir die Identitäten

0 = v(0) = c1v1(0) + c2v2(0) = c2,

0 = v(1) = c1v1(1) + c2v2(1) = c1 sin(ωa−1/2),
wobei wir in der zweiten Zeile c2 = 0 verwendet haben. Somit muss die Frequenz
der Beziehung ω = k

√
aπ für ein k ∈ Z genügen. Weiter sind alle Lösungen von

(4.26) durch v(x) = c sin(kπx) mit einem beliebigen Faktor c ∈ R gegeben.
Die Funktion u(t, x) = c cos(kπ

√
at) sin(kπx) für t ≥ 0 und 0 ≤ x ≤ 1 löst

schließlich das Problem (4.25) mit v(x) = c sin(kπx). ♢

Wir betrachten allgemeine lineare Randwertprobleme 2-ter Ordnung der Form
(Lv)(x) := a2(x)v′′(x) + a1(x)v′(x) + a0(x)v(x) = h(x), a ≤ x ≤ b,

Rjv := αj1v
′(a) + αj0v(a) + βj1v

′(b) + βj0v(b) = γj, j ∈ {1, 2}.
(4.27)

(Probleme n-ter Ordnung behandelt man analog.) Gegeben sind hierbei die
Funktionen ak, h ∈ C([a, b],R) mit a2(x) ̸= 0 für alle x ∈ [a, b] und die Zah-
len αjk, βjk, γj ∈ R. Man beachte, dass die Abbildungen L : C2([a, b],R) →
C([a, b],R) und Rj : C2([a, b],R) → R linear und stetig sind (für die Norm
max{∥f ′′∥∞, ∥f ′∥∞, ∥f∥∞} in C2). In (4.26) hatten wir a2 = 1, a1 = 0, a0 = ω2/a,
h = 0, γj = 0, α10 = 1, β20 = 1, und die anderen αjk und βjk waren 0.
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Wir suchen eine Lösung v ∈ C2([a, b],R) von (4.27). Nach Lemma 4.1 ist die
Differentialgleichung Lv = 0 zu einem linearen System erster Ordnung mit Lösungen
(v, v′) äquivalent. Satz 5.20 in Analysis 2 liefert deshalb linear unabhängige Lösungen
v1 und v2 von Lv = 0 und eine Lösung v∗ von Lv = h. (Auch (v1, v

′
1) und (v2, v

′
2)

sind linear unabhängig.) Weiter ist jede Lösung v von Lv = h mittels Koeffizienten
c = (c1, c2) ∈ R2 durch

v = v(c) = v∗ + c1v1 + c2v2 (4.28)
gegeben. (Wir wählen v∗ = 0, wenn h = 0 ist.) Die Zahlen ck müssen nun so gewählt
werden, dass v auch die Randbedingungen in (4.27) erfüllt, also die Gleichungen

Rjv = Rj(v∗) + c1Rj(v1) + c2Rj(v2) = γj j ∈ {1, 2},

gelten. Dazu setzen wir γ = (γ1, γ2),

M = (Rj(vk))jk und z =
(
γ1 −R1(v∗)
γ2 −R2(v∗)

)
.

Somit löst v(c) genau dann das Randwertproblem (4.27), wenn Mc = z ist.
Wir können nun das Lösungsverhalten des Anfangsrandwertproblems mittels M

und z charakterisieren. Man beachte den dramatischen Unterschied im Fall b) zur
eindeutigen Lösbarkeit des Anfangswertproblems (4.1) und (4.2) unter der lokalen
Lipschitzbedingung.

Theorem 4.19. Unter den obigen Annahmen gelten die folgenden Aussagen.
a) Genau dann ist detM ̸= 0, wenn das homogene Problem (4.27) mit h = 0

und γ = 0 nur die triviale Lösung v = 0 hat. In diesem Fall ist v aus (4.28) mit
c = M−1z die einzige Lösung des inhomogenen Problems (4.27) zu gegebenen Daten
h ∈ C([a, b],R) und γ ∈ R2.

b) Genau dann ist detM = 0, wenn das homogene Problem (4.27) mit h = 0
und γ = 0 eine Lösung v ̸= 0 besitzt. In diesem Fall gibt es genau dann eine Lösung
von (4.27), wenn z im Bild von M liegt. Alle Lösungen sind dabei durch (4.28) für
jedes c ∈ R2 mit Mc = z gegeben.

Beweis. a) Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass detM genau dann
ungleich 0 ist, wenn für jeden Vektor z ∈ R2 genau ein Urbild c ∈ R2 mit Mc = z
existiert. Nach den Vorbetrachtungen ist dies äquivalent zur eindeutigen Lösbarkeit
von (4.27) durch die Funktion v(M−1z).

b) Außerdem ist detM genau dann gleich 0, wenn es einen Vektor c ̸= 0 mit
Mc = 0 gibt. Dies ist gleichwertig zur Existenz einer nichttrivialen Lösung v = v(c)
von (4.27) mit h = 0 und γ = 0. (Hier ist v∗ = 0.) Auf Grund der Vorüberlegungen
hat (4.27) für z außerhalb des Bildes von M keine Lösung. Wenn z = Mc ist, dann
löst v(c) das Problem (4.27). □

Teil a) zeigt auch, dass die Invertierbarkeit von M nicht von der Wahl der Basis
{v1, v2} des Vektorraums {v ∈ C2([a, b],R) |Lv = 0} abhängt.
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In Beispiel 4.18 sind v1(x) = sin(ωa−1/2x), v2(x) = cos(ωa−1/2x), R1v1 = v1(0) =
0, R1v2 = 1, R2v1 = sin(ωa−1/2) und R2v2 = cos(ωa−1/2). Damit ist

M =
(

0 1
sin(ωa−1/2) cos(ωa−1/2)

)

genau für ω ∈ π
√
aZ nicht invertierbar und damit gibt es genau in diesem Fall eine

Lösung v ̸= 0 des homogenen Randwertproblems mit h = 0 und γ1 = γ2 = 0. Diese
Lösungen bilden den eindimensionalen Teilraum {c sin(ωa−1/2 ·) | c ∈ R}].

Wir suchen eine Lösungsformel für (4.27) im Spezialfall
(γ1, γ2) = 0, R1v = α0v(a) + α1v

′(a) und R2v = β0v(b) + β1v
′(b). (4.29)

Dabei nehmen wir an, dass das Problem Lv = 0 und Rj(v) = 0 eindeutig lösbar
ist. Wir benötigen zwei linear unabhängige Lösungen v1 und v2 von Lv = 0 mit

(Rj(vk))jk =
(

0 1
1 0

)
=: M0.

Zunächst haben wir laut Voraussetzung und Theorem 4.19 zwei linear unabhängige
Lösungen w1 und w2 von Lv = 0, für die die Matrix M = Rj(wl))jl invertierbar ist.
Um die Randbedingungen mit M0 zu gewinnen, machen wir den Ansatz(

v1
v2

)
= S

(
w1
w2

)

für eine noch zu bestimmende invertierbare Matrix S = (skl) ∈ R2×2. Dann gilt

Rj(vk) = sk1Rj(w1) + sk2Rj(w2), also (Rj(vk))jk = MS⊤.

Wir deswegen setzen S := M0(M−1)⊤ und erhalten wie gewünscht

(Rj(vk))jk = MM−1M⊤
0 = M0.

Für die gesuchte Lösungsformel definieren wir nun

W (x) := det
(
v1(x) v2(x)
v′

1(x) v′
2(x)

)
= v1(x)v′

2(x) − v′
1(x)v2(x), (Wronskideterminante)

G(x, y) :=


v1(x)v2(y)
a2(y)W (y) , a ≤ x ≤ y ≤ b,
v1(y)v2(x)
a2(y)W (y) , a ≤ y < x ≤ b.

(Greensche Funktion)

Dabei ist W (x) ̸= 0 für x ∈ [a, b], da (v1, v
′
1) und (v2, v

′
2) linear unabhängig sind.

Satz 4.20. Unter obigen Voraussetzungen ist die eindeutige Lösung von (4.27)
durch die Gleichung

v(x) =
∫ b

a
G(x, y)h(y) dy, a ≤ x ≤ b,

gegeben.
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Beweis. Die Eindeutigkeit wird durch Theorem 4.19 gesichert, da detM ̸= 0
ist. Wir müssen also nur nachrechnen, dass die Funktion

v(x) = v1(x)
∫ b

x

v2(y)
a2(y)W (y) h(y) dy + v2(x)

∫ x

a

v1(y)
a2(y)W (y) h(y) dy

für x ∈ [a, b] das Problem (4.27) für die Randbedingungen in (4.29) löst. Wir
schreiben g1(x) bzw. g2(x) für die beiden Integrale. Zunächst gelten

v(a) = v1(a)g1(a) und v(b) = v2(b)g2(b).
Wir differenzieren

v′(x) = v′
1(x)g1(x) −G(x, x)h(x) + v′

2(x)g2(x) +G(x, x)h(x)
= v′

1(x)g1(x) + v′
2(x)g2(x),

v′(a) = v′
1(a)g1(a), v′(b) = v′

2(b)g2(b),

v′′(x) = v′′
1(x)g1(x) − v′

1(x) v2(x)h(x)
a2(x)W (x) + v′′

2(x)g2(x) + v′
2(x) v1(x)h(x)

a2(x)W (x)
für x ∈ [a, b]. Diese Gleichungen und Lvj = 0 liefern

Lv = a2v
′′ + a1v

′ + a0v

= (a2v
′′
1 + a1v

′
1 + a0v1)g1 + (a2v

′′
2 + a1v

′
2 + a0v2)g2 + a2(v′

2v1 − v′
1v2)

a2W
h

= h.

Aus R1v1 = 0 gemäß der Wahl von M0 schließen wir ähnlich
R1v = α0v(a) + α1v

′(a) = (α0v1(a) + α1v
′
1(a))g1(a) = 0.

Die verbleibende Behauptung R2v = 0 zeigt man genauso. □

Beispiel 4.21. Sei [a, b] = [0, 1], Lv = v′′, R1v = v(0), R2v = v(1). Hier sind
v1(x) = x, v2(x) = 1 − x, W (x) = −1 und

G(x, y) =

x(y − 1), 0 ≤ x ≤ y ≤ 1,
y(x− 1), 0 ≤ y < x ≤ 1.

♢

4.5. Der lineare autonome Fall

In Theorem 5.23 aus Analysis 2 hatten wir für lineare autonome Anfangswertpro-
blem Lösungsformeln angegeben. Wir leiten nun auf ähnliche (aber etwas elegantere)
Weise allgemeine Aussagen zum zugehörigen Fluss her.

Für A ∈ Cm×m definieren wir die Matrizenexponentialfunktion

etA =
∞∑
j=0

tj

j!A
j = lim

n→∞

n∑
j=0

tj

j!A
j
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für t ∈ R, wobei der Grenzwert in Cm×m gleichmäßig auf jedem kompakten Intervall
in R existiert, vergleiche (5.26) in Analysis 2. Für reelle A ist auch etA reell. Seien
t, s ∈ R und n ∈ N. Satz 5.21 in Analysis 2 liefert die folgenden Aussagen.

∃ ( d
dt )netA = AnetA = etAAn,
e(t+s)A = etAesA = esAetA, e0A = I,

∃ (etA)−1 = e−tA.

(4.30)

Für u0 ∈ Rm und g ∈ C(J,Rm) mit 0 ∈ J ist

u(t) = etAu0 +
∫ t

0
e(t−s)Ag(s) ds, t ∈ J, (4.31)

die einzige Lösung des Systems

u′(t) = Au(t) + g(t), t ∈ J,

u(0) = u0.
(4.32)

Insbesondere ist φ(t, x) = etAx der Fluss zu (4.32) mit g = 0.
Wie in Beispiel 3.25 in Analysis 1 folgen aus AB = BA für B ∈ Cm×m die

Gleichungen

e(A+B) = eAeB = eBeA. (4.33)

Für nichtkommutierende Matrizen A und B ist dies im allgemeinen falsch.
Wir berechnen nun etA in eingen Spezialfällen. Sei zuerst A = λI für ein λ ∈ C.

Dann gilt (λI)n = λnI für jedes n ∈ N und damit

etλI =
∞∑
n=0

(tλ)n
n! I = eλtI

für t ∈ R. Für die nilpotente Matrix

A = Nm =



0 1 0 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 0
. . . 1

0 0


∈ Rm×m
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erhält man

N2
m =



0 0 1 0 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 0

. . .
. . . 1
. . . 0

0 0


etc., sowie Nn

m = 0 für alle n ≥ m. Daraus folgt

etNm =
m−1∑
n=0

tn

n!N
n
m =



1 t t2/2 tm−1/(m− 1)!
. . .

. . .
. . . . .

.

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . t2/2

. . . t
0 1


=: Pm(t)

für t ∈ R. Für den Jordanblock

A = λI +Nm =: J(λ,m)

mit λ ∈ C impliziert (4.33) nun die Formel

etJ(λ,m) = eλtetNm = eλtPm(t) =: Pλ,m(t).

Wir erinnern an die Jordansche Normalform von A ∈ Cm×m. (Siehe Theoreme
4.6.5 und 4.6.7 von [3].) Seien λ1, . . . , λN ∈ C alle verschiedenen Eigenwerte von A
mit den jeweiligen algebraischen und geometrischen Vielfachheiten mj bzw. dj in
N. Es gilt stets 1 ≤ dj ≤ mj. Wenn dj = mj ist, heißt λj halbeinfach. Weiter gibt
es eine invertierbare Matrix S und natürliche Zahlen kjl für l ∈ {1, . . . , dj} derart,
dass A durch

A = SJS−1, J =



J(λ1, k11) 0
. . .

J(λ1, k1d1)
. . .

J(λN , kN1)
. . .

0 J(λN , kNdN
)


,
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gegeben ist und kj1 + · · · + kjdj
= mj gilt. In den Spalten von S steht eine Basis

aus Eigen- und Hauptvektoren von A. Wir setzen ferner
s(A) := max {Reλj | j ∈ {1, . . . , N}} und κj := max{kj1, . . . , kjdj

} ≤ mj

für j ∈ {1, . . . , N}. Wir können nun eine Formel für etA herleiten, die wir ex-
emplarisch ausnutzen, um eine Variante von Theorem 5.26 aus Analysis 2 zu
beweisen.

Satz 4.22. Gegeben sei A ∈ Cm×m mit der Jordanschen Normalform J = S−1AS.
Für t ∈ R ist dann etA durch das Produkt

etA = S


Pλ1,k11(t) 0

. . .

0 PλN ,kNdN
(t)

S−1 (4.34)

gegeben. Weiter gelten die folgenden Abschätzungen.
a) Es gibt eine Konstante M ≥ 0 mit∥∥∥etA∥∥∥ ≤ M max

j∈{1,...,N}
tκj−1eReλjt (∀ t ≥ 1).

b) Für jedes ε > 0 gibt es eine Konstante Mε ≥ 1 mit∥∥∥etA∥∥∥ ≤ Mεe(s(A)+ε)t (∀ t ≥ 0).

c) Seien alle λj mit Reλj = s(A) halbeinfach. Dann gibt es ein M0 ≥ 1 mit∥∥∥etA∥∥∥ ≤ M0es(A)t für alle t ≥ 0.

Beweis. 1) Wir diskutieren zunächst einige Vorbereitungen zu Blockmatrizen,
wobei t ∈ R ist. Für B1 ∈ Ck×k und B2 ∈ C(m−k)×(m−k) sei

B =
(
B1 0
0 B2

)
gegeben. Dann folgt induktiv

B2 =
(
B2

1 0
0 B2

2

)
, . . . , Bn =

(
Bn

1 0
0 Bn

2

)
für alle n ∈ N und somit

etB =
∞∑
n=0

tn

n!

(
Bn

1 0
0 Bn

2

)
=
(

etB1 0
0 etB2

)
.

Die Jordannormalform von A liefert andererseits

etA =
∞∑
n=0

tn

n! (SJS−1)n =
∞∑
n=0

tn

n! SJ
nS−1 = SetJS−1.

Daraus schließen wir die erste Behauptung mittels der Vorbetrachtungen.
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2) Seien x = (x1, x2) ∈ Ck × Cm−k und B wie oben. Dann gilt |Bx|22 = |B1x1|2 +
|B2x2|2 und somit |Bx|2 ≤ max{∥|B1∥, ∥B2∥}|x|2. Für t ≥ 1 erhalten wir nun
Aussage a) durch die Abschätzung∥∥∥etA∥∥∥ ≤ ∥S∥ max

j,k
∥Pλj ,k(t)∥ ∥S−1∥ ≤ c max

j∈{1,...,N}
tκj−1eReλjt.

3) Für alle δ > 0 und κ > 0 gibt es so eine Konstante c(δ, κ) > 0, dass
tκ ≤ c(δ, κ)eδt für alle t ≥ 1 gilt. Weiter ist ∥etA∥ für t ∈ [0, 1] wegen der Stetigkeit
beschränkt. Somit ergibt sich Behauptung b) aus a), wenn wir für alle j den
Exponenten δ = ε setzen. Im Fall von d) wählen wir δ ∈ (0, s(A) − Reλj) für die
Indizes j mit Reλj < s(A) und δ = 0 für die anderen (wo κj = 1 ist). □



KAPITEL 5

Phasenebene und Invarianz

Im ersten Abschnitt gewinnen wir im autonomen Fall einen recht vollständi-
gen Überblick in das Verhalten eindimensionaler und gewisser zweidimensionaler
Anfangswertprobleme. Im zweiten Abschnitt finden wir eine leicht nachprüfbare Be-
dingung an f , die sicherstellt, dass die Lösungen eine konvexe oder glatt berandete
Teilmenge von D nicht verlassen.

5.1. Erstes Integral und Phasenebene

Seien f : D → Rm lokal Lipschitz, J = R und t0 = 0. Wir zeigen zuerst die
nützliche Tatsache, dass im autonomen Fall eine Lösung in D höchstens gegen
einen Fixpunkt konvergieren kann.

Lemma 5.1. Seien f ∈ C(D,Rm), u0 ∈ D, und u löse (4.1) und (4.2) mit
t(u0) = +∞. Es gelte u(t) → u∗ für t → ∞ und ein u∗ ∈ D. Dann erhalten wir
f(u∗) = 0, sodass u∗ nach Bemerkung 4.16 ein Fixpunkt ist.

Beweis. Für t ≥ 0 folgt aus (4.1) und dem Hauptsatz die Abschätzung

|f(u∗)|2 =
∣∣∣∣ ∫ t+1

t
(f(u∗) − f(u(s))) ds+

∫ t+1

t
f(u(s)) ds

∣∣∣∣
2

≤
∫ t+1

t
|f(u∗) − f(u(s))|2 ds+

∣∣∣∣ ∫ t+1

t
u′(s) ds

∣∣∣∣
2

≤ sup
s∈[t,t+1]

|f(u∗) − f(u(s))|2 + |u(t+ 1) − u(t)|2 .

Die rechte Seite strebt nun für t → +∞ gegen 0. □

Wir betrachten zuerst den eindimensionalen Fall, in dem wir das Konvergenzver-
halten der Lösungen alleine durch die Nullstellen und die Vorzeichenverteilung von
f fast vollständig beschreiben können.

Satz 5.2. Seien D ⊆ R ein offenes Intervall, f : D → R lokal Lipschitz, u0 ∈ D,
I+ = (u0, supD), I− = (inf D, u0) und u die maximale Lösung von (4.1) und (4.2).

a) Sei f(u0) > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.
1) Sei u+ ∈ I+ eine Nullstelle von f und f sei positiv auf [u0, u+). Dann ist

t(u0) = +∞ und u(t) konvergiert für t → +∞ monoton gegen u+.
2) Sei f auf I+ positiv. Dann strebt u(t) für t → t(u0) monoton gegen supD.

b) Sei f(u0) < 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.
84
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1) Sei u− ∈ I− eine Nullstelle von f und f sei auf (u−, u0] negativ. Dann ist
t(u0) = +∞ und u(t) konvergiert für t → +∞ monoton gegen u−.

2) Sei f auf I− negativ. Dann strebt u(t) für t → t(u0) monoton gegen inf D.

c) Für f(u0) = 0 ist u0 ein Fixpunkt.

Man beachte, dass wir oben wegen des Zwischenwertsatzes alle Möglichkeiten
abdecken. In den Aussagen 2) kann t(u0) endlich oder unendlich sein. (Siehe (4.4)
bzw. die Gleichung u′ = u mit f(x) = x, D = R und den Lösungen u(t) = etu0.)

Beweis. Sei f(u0) > 0. Zunächst sei f(u+) = 0 für einen Punkt u+ ∈ I+ und
f positiv auf [u0, u+). Wegen Stetigkeit gibt es eine Zahl a ∈ I− mit f > 0 auf
(a, u+). Dann ist u′(t) = f(u(t)) positiv für alle t ∈ [0, t(u0)) mit u(t) ∈ (a, u+).
Also wächst u für solche t. Nun ist v(t) = u+ eine stationäre Lösung, und γ+(u0)
ist ein Intervall nach dem Zwischenwertsatz. Da Lösungen sich gemäß Satz 4.15
nicht schneiden können, bleibt also u(t) für alle t ∈ [0, t(u0)) kleiner als u+, und ist
größer gleich u0. Theorem 4.9 impliziert nun t(u0) = +∞. Aufgrund der Monotonie
konvergiert somit u für t → +∞. Laut Lemma 5.1 ist der Grenzwert eine Nullstelle
von f und damit gleich u+.

Nun sei f positiv auf I+. Nach den obigen Überlegungen wächst dann u für alle
t ∈ [0, t(u0)), hat aber wegen Lemma 5.1 keinen Grenzwert in D. Somit strebt u
gegen supD in R ∪ {+∞}.

Aussage b) zeigt man genauso, und c) gilt nach Bemerkung 4.16. □

Insbesondere gibt es im autonomen eindimensionalen Fall keine periodischen Or-
bits. Schon in zwei Dimensionen können sich die Lösungen von (4.1) viel komplexer
verhalten, wie das folgende Beispiel belegt. Wegen des Wurzelterms bietet es sich
hier an, Polarkoordinaten zu verwenden. (Dieses Verfahren wird in Abschnitt 5.2
von [2], systematischer untersucht.)

Beispiel 5.3. Für (u0, v0) ∈ R2\{(0, 0)} betrachten wir das Anfangswertproblem

u′(t) = u(t) − v(t) − u(t)
√
u(t)2 + v(t)2, t ≥ 0,

v′(t) = u(t) + v(t) − v(t)
√
u(t)2 + v(t)2, t ≥ 0,

u(0) = u0, v(0) = v0.

(5.1)

Da die rechte Seite eine Funktion f ∈ C1(R2,R2) definiert, haben wir genau eine
maximale Lösung (u, v). Diese ist gleich 0, wenn (u0, v0) = (0, 0) ist. Andernfalls
gibt es eine Zeit t1 > 0 und stetig differenzierbare Funktionen r : [0, t1] → R+ und
φ : [0, t1] → R mit

u(t) = r(t) cosφ(t) und v(t) = r(t) sinφ(t).

Dabei ist r = (u2 +v2) 1
2 und iφ = log(r−1(u+iv)) für einen Zweig des Logarithmus,

in dessen Definitionsbereich u0 + iv0 liegt. Wir haben r(0) = r0 := (u2
0 + v2

0) 1
2 > 0
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und (5.1) impliziert die Differentialgleichung

r′ = 1
2r (2uu′ + 2vv′) = 1

r
(u2 − uv − u2r + vu+ v2 − v2r)

= r − r2,

wobei wir die Variable t ≥ 0 unterdrücken. Nach Beispiel 1.30 in Analysis 2 hat
diese Gleichung die Lösung

r(t) = r0

r0 + (1 − r0)e−t

für t ∈ R≥0. Dabei konvergiert r(t) für t → +∞ gegen 1 und es gelten für alle t ≥ 0
die Beziehungen

r(t) ∈ (0, 1) für r0 ∈ (0, 1),
r(t) = 1 für r0 = 1,
r(t) > 1 für r0 > 1.

Dieses Konvergenzverhalten läßt sich auch viel einfacher direkt aus Satz 5.2 gewin-
nen, da f(r) = r − r2 genau die Nullstellen 0 und 1 besitzt, sowie auf (0, 1) positiv
und auf (1,+∞) negativ ist.

Wir differenzieren weiter u = r cosφ und v = r sinφ nach t und erhalten
u′ = r′ cosφ− rφ′ sinφ und v′ = r′ sinφ+ rφ′ cosφ.

Nun multiplizieren wir die erste Gleichung mit sinφ und die zweite mit − cosφ.
Die Summe ist dann
u′ sinφ− v′ cosφ = r′ cosφ sinφ− rφ′ sin2 φ− r′ sinφ cosφ− rφ′ cos2 φ = −rφ′.

Andererseits impliziert das System (5.1) die Identität
u′ sinφ−v′ cosφ

= sinφ(r cosφ− r sinφ− r2 cosφ) − cosφ(r cosφ+ r sinφ− r2 sinφ)
= −r,

sodass sich φ′ = 1 ergibt. Also gilt φ(t) = φ0 + t für alle t ≥ 0. Dabei wählen wir
φ0 ∈ [−π, π) derart, dass (u0, v0) = r0(cosφ0, sinφ0) ist. Also ist die Lösung durch

u(t) = r(t) cos(t+ φ0), v(t) = r(t) sin(t+ φ0)
für die oben erhaltene Funktion r gegeben. Eine Probe zeigt, dass diese Formel
tatsächlich für alle t ≥ 0 eine Lösung von (5.1) definiert. Auf Grund des Konver-
genzverhaltens von r besitzt (5.1) vier Typen von Trajektorien:

1) den Fixpunkt (0, 0),
2) den periodischen Orbit {(cos t, sin t) | t ∈ R},
3) Spiralen, die sich positiv von innen gegen ∂B(0, 1) winden, und
4) Spiralen, die sich positiv von außen gegen ∂B(0, 1) winden.

Man nennt ∂B(0, 1) Grenzzyklus. Die Orbits schneiden sich nach Satz 4.15 nicht.♢
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Der folgende Begriff kann bei der Untersuchung des qualitativen Verhaltens einer
Differentialgleichung von großem Nutzen sein, siehe auch Abschnitt 6.3.

Definition 5.4. Seien f : D → Rm lokal Lipschitz. Eine Funktion H ∈ C(D0,R)
heißt erstes Integral von (4.1), wenn H(u(t)) = H(u0) für jedes u0 ∈ D und alle
t ∈ Jmax(u0) gilt, also wenn der Orbit γ(u0) ganz in der Niveaufläche Nc = {x ∈
D |H(x) = H(u0) =: c} liegt.

Für ein erstes Integral ist H eine Erhaltungsgröße von (4.1). Erste Integrale
entsprechen oft physikalischen Objekten, wie z.B. der Energie. Für die Reaktions-
gleichung in Beispiel 4.13 hatten wir das erste Integral H(a, b, p) = a + b + 3p
bestimmt, das einer konstanten Gesamtmenge entspricht. Also verlaufen hier alle
Lösungen auf der affinen Ebene a+ b+ 3p = H(a0, b0, p0), sodass eine der Spezies
redundant ist. Zum Beispiel ist das Produkt 3p(t) = H(a0, b0, p0)−a(t)−b(t) durch
die Anfangswerte und die Konzentrationen a(t) und b(t) gegeben.

Oft ist H nur auf einer offenen Menge D0 ⊆ D definiert. Dann kann f auf D0
einschränken; was unproblematisch ist, wenn D0 invariant im Sinne des nächsten Ab-
schnittes ist. Sei H ∈ C1(D,R). Soweit ∇H(x) ̸= 0 gilt, ist Nc eine C1-Hyperfläche
mit Normalen ∇H(x). Also ist f(x) eine Tangentenrichtung an Nc bei x.

Wir geben zuerst eine nützliche Charakterisierung erster Integrale durch f selbst
an, falls H stetig differenzierbar ist.

Satz 5.5. Seien f : D → Rm lokal Lipschitz und H ∈ C1(D,Rm). Genau dann
ist H ein erstes Integral von (4.1), wenn die Gleichung

0 = (∇H(x)|f(x)) =
m∑
k=1

∂kH(x)fk(x) (5.2)

für jedes x ∈ D gilt.

Beweis. Seien u0 ∈ D und u die maximale Lösung von (4.1) auf D. Es gelte
zuerst (5.2). Dann liefern die Kettenregel, (4.1) und die Voraussetzung die Identität

d
dt H(u(t)) =

(
(∇H)(u(t))|u′(t)

)
=
(
(∇H)(u(t))|f(u(t))

)
= 0

für t ∈ Jmax(x). Also ist H ◦ u wie behauptet konstant.
Sei nun H ein erstes Integral. Dann folgt ähnlich wie oben

0 = d
dt H(u(t)) =

(
(∇H)(u(t))|f(u(t))

)
.

Für t = 0 ergibt sich daraus 0 = (∇H(u0)|f(u0)) und somit die Behauptung. □

Seien nun m = 2 und H ∈ C1(D,R) ein erstes Integral von (4.1) mit ∇H(x) ̸= 0,
sofern f(x) ̸= 0 ist. Für jede Zahl c im Bild von H ist dann

N ′
c := Nc \ {x ∈ D | f(x) = 0}

eine disjunkte Vereinigung von C1-Kurven, die sich nur in Nullstellen von f berühren
können. (Siehe Abschnitt 4.1 in Analysis 3.) Damit liegen die Bahnkurven der
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Lösungen von (4.1) im Grunde fest, sodass wir eine Charakterisierung der Orbits
wie in Satz 5.2 für m = 1 erwarten können. Um dies durchzuführen, müssen wir
allerdings die lokale Graphendarstellung von N ′

c im Detail verwenden.
Für u0 ∈ D mit H(u0) = c und f(u0) ̸= 0 bezeichnen wir mit Nc(u0) die Kurve

in N ′
c, die u0 enthält. Da der Orbit keine Fixpunkte enthält, ist γ(u0) in Nc(u0)

enthalten. Unter den obigen Voraussetzungen zeigen wir nun, dass Nc(u0) gleich
dem Orbit γ(u0) ist. Demnach ist u eine Parametrisierung von Nc(u0), die dieser
Kurve eine Orientierung gibt, und der Vorwärtsorbit von u0 erfüllt

γ+(u0) = {x ∈ Nc(u0) | ∃ t ∈ [0, t(u0)) : x = u(t)} =: N+
c (u0).

Wir können für den Beweis etwa annehmen, dass ∂2H(u0) ̸= 0 ist. Da ferner
0 = f1(u0)∂1H(u0) + f2(u0)∂2H(u0)

und f(u0) ̸= 0 gelten, kann f1(u0) nicht verschwinden. Es sei etwa f1(u0) > 0.
Nach Theorem 3.40 über implizit definierte Funktionen in Analysis 2 (und dem
Satz von Minimum) existieren solche offene, beschränkte Intervalle U1, U2 ⊆ R mit
u0 ∈ U1 × U2 =: U ⊆ D und eine Funktion h ∈ C1(U1,R) mit h(U1) ⊆ U2, dass

N ′
c ∩ U = Nc(u0) ∩ U = {(ξ, h(ξ)) | ξ ∈ U1} und f1(ξ, h(ξ)) ≥ δ > 0

für alle ξ ∈ U1 erfüllt sind. Insbesondere gibt eine Zahl ξ0 ∈ U1 mit u0 = (ξ0, h(ξ0)).
Weiter bezeichnen wir mit J0 das maximale Teilintervall von R, das 0 enthält

und für das das Orbitstück {u(t) | t ∈ J0} in U ∩Nc(u0) enthalten ist. Seien etwa
t > s aus J0. Dann folgt mit (4.1) die Ungleichung

u1(t) − u1(s) =
∫ t

s
u′

1(τ) dτ =
∫ t

s
f1(u(τ)) dτ ≥ δ(t− s).

Also wächst u1 strikt auf J0, und J0 ist mit U1 beschränkt. Wenn supu1(J0) <
supU1 wäre, dann lieferte die Monotonie den Grenzwert u1(t) → v1 in U1 für
t → sup J0 =: t∗. Wir können nun

v2 := h(v1) = lim
t→t∗

h(u1(t)) = lim
t→t∗

u2(t)

setzen. Wegen der Stetigkeit von H liegt der Vektor v = (v1, v2) in Nc(u0) ∩ U .
Somit verläuft die Lösung ũ von (4.1) mit Anfangsbedingung ũ(t∗) = v zumindest
für ein kleines Zeitintervall in U ∩Nc(u0). Gemäß Lemma 4.6 löst die aus u und ũ
zusammengesetzte Funktion auch (4.1). Damit ist die Definition von J0 verletzt,
und wir erhalten supu1(J0) = supU1. Genauso behandelt man das Infimum, sodass
u1(J0) = U1 und damit

Nc(u0) ∩ U = γ(u0) ∩ U

gelten. Nach Abschnitt 4.1 in Analysis 3 können wir Nc(u0) überlappend mit
solchen Mengen U überdecken. Es folgt γ(u0) ⊆ Nc(u0) und somit die Behauptung
γ(u0) = Nc(u0).

Wir können nun die Trajektorien von (4.1) durch die Lage der Nullstellen von
f und die Kompakheit oder Beschränktheit der Menge Nc(u0) beschreiben. Die
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Orientierung der Lösung wird dabei durch die Richtungen von f festgelegt. Die Zeit
t spielt die Rolle des Kurvenparameters von Nc(u0). In Teil d) kann t(u0) endlich
oder unendlich sein.

Satz 5.6. Seien f : D → R2 lokal Lipschitz, u0 ∈ D, u die maximale Lösung
von (4.1) und (4.2), H ∈ C1(D,R) ein erstes Integral von (4.1) mit ∇H(x) ̸= 0
für alle x ∈ D mit f(x) ̸= 0 und c := H(u0). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Wenn f(u0) = 0 ist, dann ist u0 ein Fixpunkt.
b) Seien f(u0) ̸= 0 und Nc(u0) kompakt. Dann ist γ(u0) = Nc(u0) periodisch.
c) Seien f(u0) ̸= 0, die Nullstellenmenge {x ∈ D | f(x) = 0} diskret und N+

c (u0)
beschränkt mit Abschluss in D, aber nicht kompakt. Dann ist t(u0) = +∞ und u(t)
konvergiert für t → +∞ gegen einen Fixpunkt u∗ ∈ D.

d) Seien f(u0) ̸= 0 und N+
c (u0) unbeschränkt oder N+

c (u0) ∩ ∂D ̸= ∅. Dann gibt
es Zeiten tn → t(u0)− mit |u(tn)|2 → +∞ oder dist(u(tn), ∂D) → 0 für n → ∞.

Es gelten analoge Aussagen wie in c) und d) für t ≤ 0.

Beweis. Die Behauptung a) wurde schon in Bemerkung 4.16 gezeigt.
Wenn Nc(u0) kompakt ist, kann es durch endlich viele überlappende Mengen U

wie in der Vorbemerkung überdeckt werden. Deswegen gibt es eine Zeit t ̸= 0 mit
u(t) = u0. Nach Satz 4.15 ist dann γ(u0) periodisch und Aussage b) ist gezeigt.

Unter den Voraussetzungen von c) ist der Vorwärtsorbit γ+(u0) beschränkt
und hat einen positiven Abstand zu ∂D. Also gilt t(u0) = +∞ nach (4.11). Wir
verwenden die Menge

ω+(u0) := {x ∈ R2 | ∃ tn → +∞ : u(tn) → x (n → ∞)}.

Wegen der Voraussetzung ist sie eine Teilmenge von D. Da H auf D stetig ist, liegt
ω+(u0) in Nc. Die Vorbemerkung impliziert die Inklusion ω+(u0) ⊆ f−1({0}) ∩Nc.
Es ist bekannt, dass die Menge ω+(u0) wegzusammenhängend ist, siehe Propositi-
on 8.4.1 in [5] oder den Beweis von Theorem 6.15 unten. Wegen der vorausgesetzten
Diskretheit von f−1({0}) muss dann ω+(u0) gleich einem Equilibrium {u∗} sein.
Proposition 8.4.1 in [5] liefert nun Behauptung c).

Die Aussage d) folgt direkt aus der Gleichheit γ+(u0) = N+
c (u0). □

Wie bestimmen nun erste Integrale für zwei typische Beispiele und beschreiben
alle (relevanten) Trajektorien. Wir beginnen mit ungedämpften Schwingungen.

Beispiel 5.7. Sei u(t) die Auslenkung des Massenpunktes m > 0 an einer Feder
mit der Rückstellkraft −F (u(t)). Das Newtonsche Gesetz lautet dann

mu′′(t) = −F (u(t)), t ≥ 0.
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Wir setzen g = − 1
m
F und f(x, y) = (y, g(x)). Sei F : R → R lokal Lipschitz. Dieses

System wird durch das Anfangswertproblem
d
dt

(
u(t)
v(t)

)
= f(u(t), v(t)) =

(
v(t)

− 1
m
F (u(t))

)
=
(

v(t)
g(u(t))

)
, t ≥ 0,

u(0) = u0, v(0) = v0,

(5.3)

für (u0, v0) ∈ R2 beschrieben. Theorem 4.9 liefert die maximale Lösung (u, v).
Um ein erstes Integral zu erhalten, multiplizieren wir die erste Zeile in (5.3) mit

g(u(t)) und die zweite mit v(t). Durch Gleichsetzen folgt die Formel
u′(t)g(u(t)) = v(t)g(u(t)) = v′(t)v(t)

für t ∈ Jmax(u0, v0). Wir integrieren diese Funktionen und erhalten mit der Sustitu-
tionsregel (für x = u(s) und y = v(s)) die Formel

0 = −
∫ t

0
g(u(s))u′(s) ds+

∫ t

0
v(s)v′(s) ds = 1

m

∫ u(t)

u0
F (x) dx+

∫ v(t)

v0
y dy

= 1
m

∫ u(t)

0
F (x) dx+ 1

2 v(t)2 − 1
m

∫ u0

0
F (x) dx− 1

2 v
2
0

für t ∈ Jmax(u0, v0). Also ist

H : R2 → R; H(x, y) = 1
m

∫ x

0
F (s) ds+ 1

2 y
2,

ein erstes Integral von (5.3). Physikalisch ist es die Summe aus potentieller und
kinetischer Energie (bis auf einen Faktor m). Im linearen Falle einer Hooke’schen
Feder gilt F (x) = κx für eine Konstante κ > 0 und damit H(x, y) = κ

2mx
2 + 1

2y
2.

Das Fadenpendel aus Beispiel 4.11 kann man genauso behandeln, wobei 1
m
F (x) =

γ
ℓ

sin x gilt und u(t) ein Winkel ist. Es ergibt sich

H(x, y) = γ

ℓ
(1 − cosx) + 1

2y
2 ≥ 0 für (x, y) ∈ R2.

Wir erhalten hier ∇H(x, y) = (γ
ℓ

sin x, y). Die Funktionen f und ∇H haben genau
die Nullstellen (kπ, 0) für k ∈ Z, die die Equilibria der Gleichung sind. Ferner ist
0 = H(2kπ, 0) das (lokal strikte) Minimum von H und 2kπ sind alle Minimalstellen.
Wir wissen schon aus Beispiel 4.11, dass alle Lösungen global sind.

Um die Niveaulinien von H für das Fadenpendel zu bestimmen, setzen wir
c := H(u0, v0) und lösen c = H(x, y), was äquivalent zur Gleichung

y2 = 2c− 2γ(1 − cosx)/ℓ (5.4)
ist. Wenn man berücksichtigt, dass die rechte Seite nichtnegativ sein muss, erhält
man vier Fälle für c und fünf Orbittypen.

1) Sei c = 0. Es folgt cosx = 1, und somit ist (x, y) = (2kπ, 0) = (u0, v0) mit
k ∈ Z ein Fixpunkt. Er entspricht einem nach unten hängenden Pendel. (Diese
Ruhelage ist ‘stabil’.)
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2) Sei c ∈ (0, 2γ/ℓ). Daraus folgt 1 − cℓ/γ ∈ (−1, 1). Deswegen gilt 2c− 2γ(1 −
cosx)/ℓ ≥ 0 genau für x ∈ [2πk − xc, 2πk + xc] =: Jk mit xc = arccos(1 − cℓ/γ) ∈
(0, π) und k ∈ Z. Wegen (5.4) ist also die Niveaulinie Nc durch die zwei Graphen

y(x) = ±
√

2c− 2γ(1 − cosx)/ℓ, x ∈ Jk,

gegeben. Da die beiden Zweige bei (2πk − xc, 0) bzw. (2πk + xc, 0) zusammen
stoßen, besteht Nc aus einer Folge disjunkter, geschlosssener und einfacher Kur-
ven, die jeweils symmetrisch zur x-Achse und der Geraden y = 2πk sind. Auf
diesen kompakten Teilkurven liegt keine Nullstelle von f , sodass nach Satz 5.6
für H(u0, v0) = c ∈ (0, 2γ/ℓ) der Orbit (u, v) periodisch ist und eine gewöhnliche
Pendelbewegung beschreibt.

3) Sei c = 2γ/ℓ. Dann besteht die Niveaulinie zum einen aus den Fixpunkten
(u0, v0) = ((2k + 1)π, 0) für k ∈ Z, die dem nach oben stehenden Pendel (einer
‘instabilen’ Ruhelage) entsprechen. Für x ∈ (2kπ − π, 2kπ + π) = J ′

k kann man
(5.4) zu

y(x) = ±
√

2γ(1 + cos x)/ℓ, x ∈ J ′
k, (5.5)

für ein k ∈ Z auflösen. Die beiden Zweige schneiden sich nicht und berühren sich in
den instabilen Equilibria. Nach Satz 5.6 konvergieren diese Lösungen für t → +∞
bzw. t → −∞ gegen je einen der beiden Fixpunkte (2kπ ± π, 0). Solche Orbits
nennt man heteroklin. (Trajektorien, die einen Fixpunkt mit sich selbst verbinden,
heißen homoklin.)

4) Sei c > 2γ/ℓ. Dann ist 2c − 2γ(1 − cosx)/ℓ für alle x ∈ R positiv. Damit
besteht Nc aus den beiden unbeschränkten Kurven

y(x) = ±
√

2c− 2γ(1 − cosx)/ℓ, x ∈ R.

Für H(u0, v0) > 2γ/ℓ haben wir folglich (globale) unbeschränkte Lösungen auf
einer dieser Kurven. Diese Lösungen beschreiben ein sich überschlagendes Pendel.

Die Energie des Anfangswerts legt also fest, auf welchen Kurventyp die Lösung
verläuft (mit dem Sonderfall des instabilen Fixpunktes in Fall 3), und (u0, v0)
den genauen Startpunkt. Da f1(u(t), v(t)) = v(t) ist, streben die Lösungen in der
oberen Halbebene nach rechts, und in der unteren nach links. Also konvergieren
die heteroklinen Orbits aus (5.5) für t → ±∞ gegen (2kπ ± π, 0), wenn v0 > 0 ist,
sowie gegen (2kπ ∓ π, 0) im Falle v0 < 0. Dabei ist t der Kurvenparameter, den
man in der (u, v)–Ebene nur ‘sehen’ kann, wenn man sich die Punkte (u(t), v(t))
in Bewegung denkt. ♢

Als nächstes besprechen wir das ursprüngliche Räuber-Beute Modell von Volterra
und Lotka (1926), in dem die Beutespezies ohne Räuber exponentiell wachsen würde.

Beispiel 5.8. Es sei u die Größe der Beutepopulation mit ungedämpften Wachs-
tum und v die Größe der Räuberspezies, die sich nur von dieser Beute ernährt. Für
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Konstanten a, c, r, s > 0 erhalten wir die Gleichungen
u′(t) = au(t) − ru(t)v(t), t ≥ 0,
v′(t) = −cv(t) + su(t)v(t), t ≥ 0,
u(0) = u0 ≥ 0, v(0) = v0 ≥ 0.

(5.6)

Nach Beispiel 4.13 gibt es genau eine nichtnegative Lösung für alle t ≥ 0. Die
Differentialgleichungen in (5.6) haben den Fixpunkt (0, 0) und auf den beiden
positiven Halbachsen die Lösungen (eatu0, 0) und (0, e−ctv0) für alle t ∈ R und
u0 > 0 bzw. v0 > 0. Also besteht ∂R2

+ aus Orbits. Da Lösungen stetig sind und
sich nach Satz 4.15 nicht schneiden, kann keine Trajektorie aus R2

+ herauslaufen.
Sei nun (u0, v0) > 0. Da die Lösung positiv bleibt, können wir (5.6) auf D = R2

+
einschränken.

Man kann ein erstes Integral wie im voherigen Beispiel berechnen. Wir verwenden
hier aber eine etwas andere Technik (siehe Abschnitt 5.1 von [2] für den theoretischen
Hintergrund). Aus (5.6) bilden wir den Quotienten

u′(t)
v′(t) = a− rv(t)

v(t)
u(t)

su(t) − c
,

u′(t) su(t) − c

u(t) = v′(t) a− rv(t)
v(t)

für t ≥ 0, wobei wir in der ersten Zeile eventuelle Nullen im Nenner ignorieren.
Integration und Substitution liefern nun

0 =
∫ t

0

su(τ) − c

u(τ) u′(τ) dτ +
∫ t

0

rv(τ) − a

v(τ) v′(τ) dτ

=
∫ u(t)

u0

(
s− c

x

)
dx+

∫ v(t)

v0

(
r − a

y

)
dy =

[
sx− c ln x

]u(t)

u0
+
[
ry − a ln y

]v(t)

v0
.

Also hat dieses System das erste Integral
H : R2

+ → R; (x, y) = sx− c ln x+ ry − a ln y.
(Probe mit Satz 5.5!) Wir untersuchen diese Funktion. Es gelten

∇H(x, y) =
(
s− cx−1

r − ay−1

)
und D2H(x, y) =

(
cx−2 0

0 ay−2

)
für x, y > 0. Somit ist

(u∗, v∗) =
(
c

s
,
a

r

)
> 0

die einzige Nullstelle von ∇H und die Hessematrix D2H ist auf R2
+ positiv definit.

Weiter konvergiert H(x, y) → +∞ für x → 0, x → +∞, y → 0 oder y → +∞.
Also nimmt die Funktion H bei (u∗, v∗) ihr globales und striktes Minimum

κ∗ := c− c ln(c/s) + a− a ln(a/r)



5.1. Erstes Integral und Phasenebene 93

an; d.h., es gilt H(x, y) > κ∗ für alle (x, y) ∈ R2
+ \ {(u∗, v∗)}. Man sieht leicht ein,

dass (u∗, v∗) die einzige Nullstelle von

f(x, y) = (ax− rxy,−cy + sxy)

in R2
+ ist; sie heißt Koexistenzequilibrium.

Sei (u0, v0) ∈ R2
+\{(u∗, v∗)}. Dann ist κ := H(u0, v0) > κ∗ und auf der Niveaulinie

Nκ liegt kein Fixpunkt. Um diese zu bestimmen, lösen wir die Gleichung H(x, y) = κ
und damit

ψ(y) := ry − a ln y = κ− sx+ c ln x =: φκ(x) (5.7)
für x, y > 0 nach y auf. Wir müssen dafür die Funktion ψ : R+ → R umkehren.
Dazu bemerken wir, dass ψ(y) für y → 0 oder y → +∞ nach +∞ strebt. Weiter
gilt ψ′(y) = r − a/y, sodass ψ auf (0, a/r) strikt fällt, auf (a/r,+∞) strikt wächst
und bei a/r das strikte, globale Minimum

ψ(a/r) = a− a ln(a/r) =: z0

besitzt. Somit ist ψ : R+ → [z0,+∞) surjektiv und besitzt die zwei bijektiven
Linksinversen

h− : [z0,+∞) → (0, a/r] und h+ : [z0,+∞) → [a/r,+∞)

mit h−(z0) = a/r = h+(z0). Entsprechend zeigt man, dass die Abbildung φκ :
R+ → R auf (0, c/s] strikt wächst, auf [c/s,+∞) strikt fällt, das strikte globale
Maximum

φκ(c/s) = κ− c+ c ln(c/s) > κ∗ − c+ c ln(c/s) = z0

hat und gegen −∞ für x → 0 oder x → +∞ strebt. Somit existieren genau zwei
Zahlen 0 < x1 < c/s < x2 mit [x1, x2] = φ−1

κ ([z0,+∞)) und φκ(xj) = z0. Insgesamt
besitzt die Gleichung (5.7) die Lösungsmenge

Nκ = {(x, y) |x ∈ [x1, x2], y = h±(φκ(x))}.

Da h+(φκ(xj)) = h−(φκ(xj)) = a/r für j ∈ {1, 2} gilt, stoßen die Enden der beiden
Zweige von Nκ zusammen und diese Menge ist eine geschlossene einfache Kurve.

Gemäß Satz 5.6 hat (5.6) in R2
+ neben (u∗, v∗) nur periodische Orbits. Der Wert

H(u0, v0) legt schon fest, auf welcher Niveaulinie die Lösung liegt, und (u0, v0) ist
der Startpunkt. Für x, y > 0 gelten weiter

f1(x, y) ≷ 0 für y ≶ a/r und f2(x, y) ≷ 0 für x ≷ c/s.

Folglich verlaufen die Lösungen auf ihrer Niveaulinie im Gegenuhrzeigersinn.
Sei T > 0 die Periodendauer von (u, v). Wir diskutieren noch die mittlere

Speziesgrößen

u = 1
T

∫ T

0
u(t) dt und v = 1

T

∫ T

0
v(t) dt
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mit einem ähnlichen Trick wie oben. Wir können die erste Gleichung in (5.6) mit
1/(Tu(t)) malnehmen (weil u positiv ist) und dann über t integrieren. Es folgt

1
T

∫ T

0

u′(t)
u(t) dt = 1

T

∫ T

0
(a− rv(t)) dt = a− rv.

Mit der Substitution x = u(t) wird die linke Seite zu
1
T

∫ u(T )

u0

dx
x

= 0,

da u(T ) = u0. Analog verwenden wir die zweite Gleichung und erhalten insgesamt

v = a

r
= v∗ und u = c

s
= u∗.

Also sind die mittleren Anzahlen unabhängig vom Orbit!
Wir nehmen nun an, die Parameter a und c berücksichtigen auch den Effekt einer

Bejagung beider Spezies, wobei r und s davon nicht betroffen sein sollen. Wenn
diese reduziert wird, ändert sich a zu a♯ > a und c zu 0 < c♯ < c. Also gelten für die
neuen mittleren Größen v♯ > v und u♯ < u. Also sollte bei reduzierter Jagd (oder
Fischfang) der Anteil der Räuber im Fang ansteigen. Dies wurde wohl in Italien
während des Ersten Weltkrieges beobachtet, als im Mittelmeer weniger gefischt
wurde. Dies war der Ausgangspunkt für Volterras Untersuchungen. ♢

5.2. Invariante Mengen

Seien f ∈ C(J × D,Rm) lokal Lipschitz und t0 < sup J . Wir wollen in diesem
Abschnitt eine Bedingung an f und D finden, die die folgende Eigenschaft impliziert.

Definition 5.9. Sei M ⊆ D. Die Menge M heißt positiv invariant für (4.1),
wenn für jedes u0 ∈ M alle Lösungszustände u(t) von (4.1) und (4.2) für t ∈
[t0, t(u0)) in M liegen. (Negative Invarianz definiert man ähnlich.)

Wir hatten in Satz 4.12 die positive Invarianz von M = Rm
≥0 aus der Bedingung

∀ t ∈ J, x ∈ ∂Rm
≥0 mit xk = 0 : 0 ≥ −fk(t, x) = (f(t, x)|−ek) = (f(x)|ν(x))

erhalten, wobei −ek = ν(x) eine äußere Normale an Rm
≥0 bei x ist. Man beach-

te, dass der Kosinus des Winkels zweier nichttrivialer Vektoren v und w durch
(v|w)|v|−1

2 |w|−1
2 gegeben ist. Somit bedeutet die obige Bedingung gerade, dass der

Winkel zwischen f(x) und ν(x) im Betrag größer gleich π/2 ist. Mit anderen Wor-
ten, weist f(t, x) bei jedem x ∈ ∂Rm

≥0 nicht aus Rm
≥0 heraus. Aus dieser Eigenschaft

wollen wir unten die Invarianz recht allgemeiner M schließen.
Dafür benötigen wir als Hilsmittel die (untere rechtsseitige) Dini-Ableitung. Für

eine Funktion φ ∈ C(J0,R) und t ∈ J0 \ {max J0} definiert man sie durch

D+φ(t) = lim
h→0+

1
h

(φ(t+ h) − φ(t)) ∈ [−∞,+∞].

Für differenzierbare φ gilt natürlich φ′ = D+φ.
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Wir verwenden im Beweis von Theorem 5.14 das folgende Vergleichsprinzip.
Unten sehen wir, wie man mit Hilfe dieses Lemmas das globale Existenzkriterium
aus Satz 4.10 verfeinern kann. (Siehe auch die Übungen.)

Lemma 5.10. Seien m = 1, f ∈ C(J × R,R) lokal Lipschitz in x, u0 ∈ R,
[t0, b) ⊆ J und φ ∈ C([t0, b),R) erfülle

D+φ(t) ≤ f(t, φ(t)), t ∈ [t0, b), φ(t0) ≤ u0.

Sei u die maximale Lösung von (4.1) und (4.2). Dann gilt φ(t) ≤ u(t) für alle
t ∈ [t0,min{b, t(u0)}).

Beweis. Wir wollen per Widerspruch argumentieren. Dazu müssen wir (so wie
im Beweis von Satz 4.12) zunächst den Anfangswert und die Funktion f etwas
modifizieren. Sei dazu T ∈ (t0,min{b, t(u0)}). Für jede Zahl n ∈ N haben wir eine
maximale Lösung un des Problems

u′
n(t) = f(t, un(t)) + 1

n
, t ≥ t0; un(t0) = u0 + 1

n
. (5.8)

Nach Theorem 4.9 gibt es so einen Index n0 ∈ N, dass un auf [t0, T ] für alle n ≥ n0
existiert, und (un(t))n gegen u(t) für jedes t ∈ [t0, T ] konvergiert. Wir zeigen,
dass un(t) ≥ φ(t) für alle t ∈ [t0, T ] und n ≥ n0 ist. Dann gilt im Grenzwert
n → ∞ auch u(t) ≥ φ(t) für alle t ∈ [t0, T ], und das Lemma ist gezeigt (weil
T ∈ (t0,min{b, t(u0)}) beliebig ist).

Wir nehmen an, diese Behauptung wäre falsch. Dann gäbe es einen Index N ≥ n0
und Zeiten t1 < t2 in (t0, T ] mit φ(t1) = uN (t1) und φ(t) > uN (t) für alle t ∈ (t1, t2].
(Hier verwenden wir die strikte Ungleichung uN(t0) > φ(t0) und die Stetigkeit von
φ und uN .) Sei (hk) eine Nullfolge in (0, t2 − t1), für die der Limes Inferior in der
Dini-Ableitung D+φ(t1) angenommen wird. Die obigen Eigenschaften implizieren
die Abschätzung

1
hk

(φ(t1 + hk) − φ(t1)) >
1
hk

(uN(t1 + hk) − uN(t1))

für alle k. Im Grenzwert k → ∞ folgt nun mit der Voraussetzung und (5.8) der
Widerspruch

f(t1, φ(t1)) ≥ D+φ(t1) ≥ u′
N(t1) = f(t1, uN(t1)) + 1

N
= f(t1, φ(t1)) + 1

N
.

Also gilt das Lemma. □

Beispiel 5.11. Wir nehmen an, dass f : Rm → Rm lokal Lipschitz ist. Sei
u0 ∈ Rm, und die maximale Lösung u von (4.1) und (4.2) erfülle

d
dt |u(t)|22 = 2(f(u(t))|u(t)) ≤ c(|u(t)|22 + e) ln(|u(t)|22 + e)

für eine Konstante c > 0 und alle t ∈ [0, t(u0)). Die Funktionen φ := |u|22 :
[0, t(u0)) → R und g : R≥0 → R; g(r) = c(r+e) ln(r+e), sind stetig differenzierbar.
Wir setzen g (irgendwie) zu einer Funktion in C1(R,R) fort, um Lemma 5.10
anwenden zu können. Es gelten φ′ ≤ g(φ) und φ ≥ 0.
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Sei ψ die maximale Lösung von ψ′(t) = g(ψ(t)) mit ψ(0) = |u0|22 = φ(0). Setze
t+ = min{t(u0), tg(ψ(0))} und J+ = [0, t+). Lemma 5.10 impliziert 0 ≤ φ(t) ≤ ψ(t)
für t ∈ J+. Wir zeigen gleich t

g(ψ(0)) = +∞, sodass φ im Falle eines endlichen
t(u0) beschränkt bliebe, was dem blow-up Kriterium (4.11) in Picard–Lindelöf
widerspräche. Daraus ergibt sich t(u0) = +∞.

Um t
g(ψ(0)) = +∞ zu zeigen, behandeln wir statt ψ die größere Funktion

ψ̃ := ψ + e ≥ e. Diese löst

ψ̃′(t) = ψ′(t) = g(ψ(t)) = g̃(ψ̃(t)), t ≥ 0, ψ̃(0) = |u0|22 + e, (5.9)
für die verschobenen Nichtlinearität g̃ : R → R; g̃(τ) = g(τ − e). Wir haben
g̃(τ) = cτ ln τ für τ ≥ 0. Wieder mit (4.11) folgt aus der globalen Existenz von
ψ̃ die gewünschte von ψ. Wir lösen (5.9) mittels der Trennung der Variablen. Sei
t ∈ [0, tg̃(ψ̃(0))). Dann folgt mit den Substitutionen x = ψ̃(s) und y = ln x

t =
∫ t

0
1 ds =

∫ t

0

ψ̃′(s)
g̃(ψ̃(s))

ds =
∫ ψ̃(t)

ψ̃(0)

dx
cx ln(x) =

∫ ln ψ̃(t)

ln ψ̃(0)

x dy
cx ln ey = 1

c
ln y

∣∣∣ln ψ̃(t)

ln ψ̃(0)
,

ln ln ψ̃(t) = ct+ ln ln ψ̃(0) =: ct+ c0.

Daraus folgen ψ̃(t) = exp
(

exp(ct+ c0)
)

und t
g̃(ψ̃(0)) = +∞.

Man kann den Beweis für lnα mit α > 0 statt ln modifizieren. Für α < 1 erhalten
wir wieder globale Existenz, im Falle α > 1 gilt jedoch t

g̃(ψ̃(0)) < +∞. ♢

Wir formulieren nun das Normalenkonzept, welches zum Beweis des folgenden
Theorems passt.

Definition 5.12. Sei M ⊆ Rm abgeschlossen. Eine äußere Normale an ∂M bei
y ∈ ∂M ist ein Vektor ν ∈ Rm \ {0} mit

B(y + ν, |ν|2) ∩M = ∅.

Wir schreiben dann ν ∈ NM(y).

Äußere Normalen existieren nicht immer (etwa an einer einspringenden Ecke) und
sind nicht immer eindeutig bestimmt (etwa an einer nach außen weisenden Ecke),
wie man sich mit Skizzen klarmachen kann. Wir geben nun die beiden wichtigsten
Spezialfälle an.

Bemerkung 5.13. a) Sei ∂M ∈ C2 (siehe Definition 4.18 aus Analysis 3) und
n der äußere Normalenvektor an y0 ∈ ∂M wie in Bemerkung 4.19 aus Analysis 3.
Dann ist αn für genügend kleine α > 0 eine äußere Normale bei y0 im Sinne von
Definition 5.12.

Beweis. Sei y0 ∈ ∂M . Wir haben den äußeren Normalenvektor n an ∂M im
Sinne von Bemerkung 4.19 aus Analysis 3. Er ist gleich ∇g(y0), wenn ∂M lokal
die Nullstellenmenge von g ist und M◦ lokal durch g < 0 beschrieben wird. Sei
Q eine orthogonale Matrix Q, die n auf em abbildet. Wir verwenden die neuen
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Koordinaten ỹ = Φ(y) = Q(y − y0) und g̃ = g ◦ Φ−1. Dadurch wird y0 auf 0 und n
auf ∇g̃(0) = ((g ◦ Φ−1)′)⊤(0) = (Q−1)⊤∇g(y0) = Qn = em.

Wie in Bemerkung 4.3 in Analysis 3 erhalten wir Radien r′ > r > 0, U1 =
B(0, r) ⊆ Rm−1, ein offenes U2 ⊆ R mit 0 ∈ U := U1 × U2 und eine Funktion
h ∈ C2(B(0, r′),R) mit h(U1) ⊆ U2, ∇h(0) = 0 und

∂M ∩ U = {(x, s) ∈ U | s = h(x)}, M◦ ∩ U = {(x, s) ∈ U | s < h(x)}.
(Wir lassen die Tilden wieder weg, da die Transformation Φ an der Aussage nichts
ändert.) Hier ist g(x, s) = s− h(x) und (−∇h(x), 1) die äußere Normale, die bei
y0 = 0 gleich em ist

Sei ν = αem für ein α > 0. Genau dann liegt ein Punkt y = (x, s) ∈ Rm−1 ×R in
B(ν, |ν|2), wenn |y−ν|22 = |x|22 + (α−s)2< α2 = |ν|22 ist. Daraus folgen |x|2 < α und

s > α−
√
α2 − |x|22 = α

(
1 −

√
1 − α−2 |x|22

)
≥ α

(
1 −

(
1 − |x|22

2α2

))
= |x|22

2α ,

wobei die Ungleichung
√

1 − a ≤ 1 − a/2 für a ∈ [0, 1] einging. Seien andererseits
c := max|ξ|2≤r ∥h′′(ξ)∥, α ≤ min{r, 1/c} und x ∈ B(0, α). Wegen h(0) = 0 und
∇h(0) = 0 liefert der Satz von Taylor 3.27 aus Analysis 2 dann die Ungleichung

h(x) ≤ |x|22
2 max

|ξ|2≤r
∥h′′(ξ)∥ ≤ |x|22

2α < s.

Somit ist der Schnitt von B(ν, |ν|2) mit M leer, falls α ≤ min{r, 1/c} ist. □

b) Konvexe abgeschlossene Mengen M haben an allen y ∈ ∂M äußere Normalen,
siehe Lemma 7.3.1 und Bemerkung 7.3.2 in [5]. Dort wird insbesondere bewiesen,
dass für jedes x /∈ M genau ein ‘Lotfußpunkt’ y ∈ ∂M mit minimalen Abstand zu
x existiert und x− y eine äußere Normale bei y ist. ♢

Nun formulieren wir das angekündigte Invarianzkriterium, das man gemäß der
obigen Bemerkung etwa für konvexe M oder solche mit C2–Rand anwenden kann.

Theorem 5.14. Seien f ∈ C(J ×D,Rm) lokal Lipschitz in x, t0 ∈ J \ {sup J}
und M ⊆ Rm abgeschlossen mit M ⊆ D. Jeder Punkt y ∈ ∂M besitze eine äußere
Normale. Es gelte die Invarianzbedingung

∀ y ∈ ∂M, ν ∈ NM(y), t ∈ J : (f(t, y)|ν) ≤ 0. (5.10)
Dann ist M für (4.1) positiv invariant.

Beweis. 1) Wir nehmen an, die Aussage wäre falsch. Dann gäbe es einen
Anfangszustand u0 ∈ M und eine Zeit t′2 ∈ (t0, t(u0)) mit u(t′2) ∈ D\M . Da u−1(M)
abgeschlossen und u−1(D \ M) offen sind, erhalten wir so eine Zahl t1 ∈ [t0, t′2),
dass die maximale Lösung u für t1 in M liegt und für alle t ∈ (t1, t′2] außerhalb.
Um einen Widerspruch zu bekommen, wollen wir die Voraussetzung (5.10) in einer
‘Energieabschätzung’ wie im Beweis von Satz 4.10 verwenden. Dazu setzen wir

ρ(t) = dist(u(t),M) = inf
x∈M

|u(t) − x|2.
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für t ∈ [t0, t(u0)). Nach Korollar 2.52 in Analysis 2 ist ρ : [t0, t(u0)) → R stetig,
verschwindet bei t1 und ist positiv auf (t1, t′2], weil M abgeschlossen ist. Sei ferner
r(t) = maxs∈[t1,t] ρ(s) für t ≥ t1. Da r(t) → 0 für t → t1, gibt es ein t2 ∈ (t1, t′2] mit

r(t2) < dist(u([t1, t′2]), ∂D) = inf
t∈[t1,t′2],y∈∂D

|u(t) − y|2.

Folglich liegt die kompakte Menge K := ⋃
t∈[t1,t2] B(u(t), r(t2)) in D. Weiter ist f

nach Lemma 4.3 auf [t1, t2] ×K Lipschitz in x mit einer Konstanten L ≥ 0.
2) Da ρ im allgemeinen nicht differenzierbar ist, suchen wir eine glatte Variante.

Sei dazu τ ∈ (t1, t2] (zunächst) fest gewählt. Es gibt Vektoren yn ∈ M mit
|u(τ) − yn|2 → ρ(τ) für n → ∞. Da die Folge (yn) beschränkt ist, hat sie einen
Häufungspunkt yτ ∈ M mit |u(τ) − yτ |2 = ρ(τ). Insbesondere ist yτ in K enthalten.
Weiter liegen die Punkte su(τ) + (1 − s)yτ für s ∈ (0, 1] nicht in M (weil ihr
Abstand zu u(τ) kleiner als ρ(τ) ist) und sie streben für s → 0 gegen yτ . Somit
gehört yτ zu ∂M . Sei ν := u(τ) − yτ . Dann ist yτ + ν = u(τ) und ein Vektor x mit
|x− u(τ)|2 < |ν|2 = ρ(τ) liegt nicht in M . Also ist u(τ) − yτ eine äußere Normale
von M an yτ . Wir setzen schließlich

σ : [t0, t(u0)) → R; σ(t) = |u(t) − yτ |2.

Diese Funktion ist stetig differenzierbar bei t ∈ (t1, t2], da dann u(t) kein Element
von M und demnach ungleich yτ ist. Weiter gelten ρ(τ) = σ(τ) > 0 und ρ ≤ σ.

3) Diese Eigenschaften liefern die zentrale Ungleichung
1
h

(ρ(τ + h) − ρ(τ)) ≤ 1
h

(σ(τ + h) − σ(τ))

für h > 0. Im Grenzwert h → 0 erhalten wir daraus D+ρ(τ) ≤ σ′(τ). Um σ′ gegen
ρ abzuschätzen, differenzieren wir σ(t)2 (statt |u(t)|22 wie in Satz 4.10) und folgern
mit der Kettenregel und (4.1) die Identität

σ′(t)σ(t) = 1
2

d
dt σ(t)2 =

(
u(t) − yτ |u′(t)

)
=
(
u(t) − yτ |f(t, u(t))

)
.

für t ∈ (t1, t2]. Die Voraussetzung (5.10) und die Lipschitzeigenschaft von f impli-
zieren nun für t = τ die Abschätzung

σ′(τ)σ(τ) ≤
(
u(τ) − yτ |f(τ, u(τ)) − f(τ, yτ )

)
≤ L |u(τ) − yτ |22 = Lρ(τ)σ(τ),

σ′(τ) ≤ Lρ(τ).

Insgesamt haben wir D+ρ(τ) ≤ Lρ(τ) gezeigt. Hier können wir jetzt τ durch jedes
t ∈ (t1, t2] ersetzen. Aus Lemma 5.10 mit f(t, s) = Ls und ρ(t1) = 0 schließen wir
ρ = 0 auf [t1, t2], was ein Widerspruch ist. □

Es gibt eine Variante des obigen Satzes, in der die Invarianz beliebiger abgeschlos-
sener Mengen M mit einer unhandlicheren Bedingung sogar charakterisiert wird,
siehe Satz 7.1.4 in [5]. Für konvexe M sind diese Bedingung und (5.10) äquivalent,
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siehe Lemma 7.3.3 in [5]. Wir diskutieren ein typisches Beispiel, das biochemische
Oszillationen umfasst.

Beispiel 5.15. Für Konstanten α, β, µ > 0 betrachten wir das System
u′(t) = α− g(u(t), v(t)), t ≥ 0,
v′(t) = β − µv(t) + g(u(t), v(t)), t ≥ 0,
u(0) = u0 ≥ 0, v(0) = v0 ≥ 0.

(5.11)

Wir bezeichnen die rechte Seite der Differentialgleichungen mit f . Dabei seiD ⊇ R2
≥0

offen und g ∈ C1(D,R2) erfülle
∀ x, y > 0 : ∂1g(x, y) > 0, ∂2g(x, y) > 0,
∀ x, y ≥ 0 : g(0, y) ≤ 0, g(x, 0) ≥ 0,

∀ y > 0 : lim
x→∞

g(x, y) > α.

(5.12)

Ein Beispiel dafür ist das reduzierte ATP-ADP System, bei dem

g(u, v) = c1uv
2

c2 + v2 + c3uv2

für gegebene Konstanten cj > 0 gilt, vergleiche Abschnitt 36 in [6]. Hierbei nehmen
wir an, dass die Zufuhrkonstante α kleiner als c1/c3 ist.

In (5.11) haben wir nach Theorem 4.9 eine eindeutige maximale Lösung (u, v).
Für x, y ≥ 0 gelten weiter

f1(0, y) = α− g(0, y) > 0 f2(x, 0) = β + g(x, 0) > 0,
sodass die Lösung laut Satz 4.12 nichtnegativ bleibt. Seien weiter u0 = 0 und
v0 ≥ 0. Auf Grund der abgesetzen Ungleichung für f1 gilt dann

u(t) =
∫ t

0
u′(s) ds =

∫ t

0
f1(u(s), v(s)) ds > 0

für kleine t ≥ 0, und entsprechend für v. Also liegt die Lösung für kleine t > 0
sofort in R2

+, sodass wir wegen Satz 4.15 über Flüsse u0, v0 > 0 annehmen können.
Wir definieren nun eine vorwärts invariante, kompakte Menge M in R2

≥0, die
(u0, v0) enthält. Folglich existiert die Lösung für alle Zeiten. (Wir diskutieren in
Beispiel 6.9 weitergehende Aussagen.)

Um M zu konstruieren, wählen wir 0 < ε < min{v0, β/µ}. Es seien x, y > 0.
Nach (5.12) und

g(x, y) = g(x, 0) +
∫ y

0
∂2g(x, s) ds

ist g(x, y) > 0. Weiter wächst die Funktion x 7→ g(x, y) strikt und ihr Bild enthält
[0, α] nach dem Zwischenwertsatz. Es also gibt genau eine Zahl uε > 0 mit α =
g(uε, ε). Wir setzen ferner v∗ = (α+β)/µ und wählen R > max{uε, u0, u0 +v0 −v∗}.
Sei M das abgeschlossene Viereck mit den Ecken (0, ε), (R, ε), (R, v∗) und (0, R+v∗).
Die obere Seite liegt also in der durch v = R+ v∗ − u gegebenen Geraden. (Skizze!)
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Zunächst liegt (u0, v0) in M : Entweder ist (u0, v0) ∈ [0, R] × [ε, v∗], oder wir
haben v0 > v∗ und verwenden u0 + v0 < R + v∗. Theorem 5.14 und die folgenden
Überlegungen implizieren ferner die positive Invarianz von M für (5.11).

1) Auf der linken Vertikalen {0} × [ε, R+ v∗] ist ν ein positives Vielfaches von
−e1 und wir haben oben schon (f(0, y)| − e1) < 0 gesehen.

2) Auf der Horizontalen [0, R] × {ε} ist ν positiv proportional zu −e2, und es gilt
(f(x, ε)| − e2) = −f2(x, ε) = −β + µε− g(x, ε) < −g(x, ε) < 0.

3) Auf der rechten Vertikalen {R} × [ε, v∗] ist ν ein positives Vielfaches von e1.
Weiter erhalten wir

(f(R, y)|e1) = α− g(R, y) ≤ α− g(uε, ε) = 0,
wobei die Monotonie von g gemäß (5.12) eingeht.

4) Auf der Diagonalen {x ≥ 0, y ≥ v∗ |x+ y = R+ v∗} ist ν positiv proportional
zu e1 + e2. Hier liefert die Struktur von f die Gleichung

(f(x, y)|e1 + e2) = α + β − µy ≤ α + β − µv∗ = 0.
Somit haben wir die Invarianzbedingung (5.10) für alle äußeren Normalen außer-

halb der Ecken nachgerechnet. Etwa für die Ecke (R, v∗) ist jede äußere Normale
eine Konvexkombination ν = τ(se1 + (1 − s)(e1 + e2)) mit τ > 0 und s ∈ [0, 1]. (Ge-
nau für solche ν ist (R, v∗) der Punkt in M mit minimalem Abstand zu (R, v∗) +ν.)
Die obigen Aussagen zeigen nun

(f(R, v∗)|ν) = τ
(
s(f(R, v∗)|e1) + (1 − s)(f(R, v∗)|e1 + e2)

)
≤ 0

Die anderen Ecken behandelt man entsprechend. ♢



KAPITEL 6

Langzeitverhalten

In den ersten beiden Abschnitten untersuchen wir im autonomen Fall, wie sich
die Lösungen von (4.1) in der Nähe eines Fixpunktes für große Zeiten verhalten.
Im letzten Abschnitt diskutieren wir ein Instrument, dass auch globale Aussagen
erlaubt. Dazu seien stets f : D → Rm lokal Lipschitz, t0 = 0 und J = R. Dies ist
nur ein Einstieg in das Studium des Langzeitverhaltens; andere Fragestellungen
und weitergehende Resultate findet man etwa in [5].

6.1. Stabilität von stationären Lösungen

Man kennt in einer Anwendung wegen Meßfehlern den Anfangswert u0 nie
ganz genau. Von daher kann man auch einen Fixpunkt u∗ nie exakt einstellen.
Deswegen ist es wichtig, dass kleine Abweichungen u0 − u∗ die Lösung nicht zu
stark beeinflussen. In Erweiterung von Theorem 4.9 c) wollen wir nun untersuchen,
wann die Abbildung u0 7→ u(t) bei u∗ gleichmäßig in t ∈ R≥0 stetig ist, bzw. wann
alle nahe bei u∗ startenden Lösungen für t → +∞ gegen u∗ konvergieren.

Definition 6.1. Seien u∗ ∈ D mit f(u∗) = 0 und u löse (4.1) und (4.2).
a) Der Fixpunkt u∗ heißt (Lyapunov-) stabil, wenn

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀u0 ∈ B(u∗, δ) ∩D : t(u0) = +∞ und u(t) ∈ B(u∗, ε) (∀ t ≥ 0).
b) Man nennt den Fixpunkt u∗ instabil, wenn er nicht stabil ist; das heißt,

∃ ε0 > 0 ∀n ∈ N ∃xn ∈ B(u∗, 1/n) ∩D mit t(xn) < +∞
oder mit tn → +∞ und |u(tn;xn) − u∗|2 ≥ ε0.

c) Der Fixpunkt u∗ ist asymptotisch stabil, wenn er stabil und attraktiv ist; d.h.,
∃ r > 0 ∀u0 ∈ B(u∗, r) ∩D : t(u0) = +∞ und u(t) → u∗ (t → +∞).

Man beachte, dass diese Begriffe nur eine eventuell kleine Umgebung von u∗
betreffen. Es gibt Fixpunkte, die attraktiv aber nicht stabil sind, siehe eine Übung.
In den nächsten (Standard-)Beispielen sehen wir Fixpunkte, die stabil aber nicht
attraktiv sind. Ferner kann man den Fall D ⊆ R einfach und erschöpfend behandeln.

Beispiel 6.2. a) Im ungedämpften Pendel aus Beispiel 5.7 sind die Fixpunkte
psk = (2kπ, 0) und puk = (2kπ + π, 0) für k ∈ Z nicht attraktiv, da kein Orbit gegen
psk und nur zwei gegen puk konvergieren. Ferner ist das Gleichgewicht puk instabil, da
etwa zwei heterokline Orbits von ihm weglaufen. Hingegen ist psk stabil.

101
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Um letzteres zu beweisen, betrachten wir k = 0. (Andere k behandelt man
entsprechend.) Die periodischen Lösungen um (0, 0) verlaufen auf der Kurve{

(x, yc(x))
∣∣∣x ∈ [−xc, xc], yc(x) = ±

√
2c− 2γ(1 − cosx)/ℓ

}
mit xc = arccos(1 − cℓ/γ) ∈ (0, π) und c := H(u0, v0) = γ(1 − cosu0)/ℓ+ v2

0/2 <
2γ/ℓ. (Siehe Fall 2) nach (5.4).) Sei ε > 0. Wähle c(ε) ∈ (0, 2γ/ℓ) so klein, dass
ε/

√
2 ≥ |xc(ε)| ≥ |x| und |yc(ε)(x)| ≤

√
2c(ε) ≤ ε/

√
2 gelten. Dann sind die Punkte

(x, yc(ε)(x)) in B(0, ε) enthalten. Wir finden nun so einen Radius δ > 0, dass für
alle (u0, v0) ∈ B(0, δ) die ‘Energie’ H(u0, v0) = c kleiner gleich c(ε) ist. Also liegt
die Lösung (u(t), v(t)) für alle t ≥ 0 wie gefordert in B(0, ε).

Ähnlich zeigt man die Stabilität des Koexistenzequilibriums (u∗, v∗) im Räuber-
Beute Modell mit linearem Wachstum aus Beispiel 5.8.

b) Seien D ⊆ R, f ∈ C1(D,R) und f(u∗) = 0. Sei f ′(u∗) < 0. Dann gibt es
eine Zahl r > 0 mit (u∗ − r, u∗ + r) ⊆ D, f > 0 auf (u∗ − r, u∗) und f < 0 auf
(u∗, u∗ + r). Nach Satz 5.2 konvergieren dann alle Lösungen mit u0 ∈ (u∗ − r, u∗ + r)
monoton gegen u∗. Also ist u∗ asymptotisch stabil. (Für die Stabilität wählt man
ε ∈ (0, r) und setzt einfach δ = ε.)

Ähnlich folgt aus der Ungleichung f ′(u∗) > 0 die Instabilität von u∗. Im Grenzfall
f ′(u∗) = 0 kann u∗ asymptotisch stabil, instabil oder (nicht-asymptotisch) stabil
sein. Betrachte dazu f mit Vorzeichenwechsel +/− bei u∗ für die asymptotische
Stabilität, mit jedem anderen für die (evt. ‘halbseitige’) Instabilität und für den
letzten Fall eine Funktion f , die in der Nähe von u∗ verschwindet. ♢

Im linearen Fall untersuchen wir (4.1) für das Vektorfeld f(x) = Ax auf D = Rm

und eine Matrix A ∈ Rm×m. Aus Au∗ = 0 folgt dann etAu∗ = u∗. Basierend
auf Satz 4.22 erhalten wir hier eine bequeme Charakterisierung der obigen Be-
griffe durch die Eigenwerte von A. Man beachte, dass die Aussagen dabei global
und gleichmäßig auf Kugeln um u∗ gelten. Weiter ist die Konvergenz gegen u∗
automatisch exponentiell.

Theorem 6.3. Seien A ∈ Rm×m, u∗ ∈ Rm mit Au∗ = 0 und u die Lösung von
(4.1) und (4.2) zu f(x) = Ax und u0 ∈ Rm. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Der Fixpunkt ist genau dann asymptotisch stabil, wenn die Spektralschranke

s(A) = max {Reλ |λ Eigenwert von A} < 0

erfüllt. In diesem Fall gibt es für jedes α ∈ (0,−s(A)) eine Konstante Mα ≥ 1 mit

|u(t) − u∗|2 ≤ Mαe−αt |u0 − u∗|2 (∀ t ≥ 0).

b) Der Fixpunkt u∗ ist genau dann stabil, wenn s(A) ≤ 0 gilt und jeder Eigenwert
λ von A mit Reλ = 0 halbeinfach ist. Dann gibt es eine Konstante M ≥ 1 mit

|u(t) − u∗|2 ≤ M |u0 − u∗|2 (∀ t ≥ 0).
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Beweis. a) Seien s(A) < −α < 0, u0 ∈ Rm und t ≥ 0. Laut Satz 4.22 gilt
∥etA∥ ≤ Mαe−αt für eine Konstante Mα ≥ 1. Daraus folgt

|u(t) − u∗|2 = |etA(u0 − u∗)|2 ≤ ∥etA∥ |u0 − u∗|2 ≤ Mαe−αt|u0 − u∗|2 .
Sei weiter ε > 0. Wir setzen δ = ε/Mα. Für u0 ∈ B(u∗, δ) folgt die Stabilität von
u∗ durch

|u(t) − u∗|2 ≤ Mα |u0 − u∗|2 ≤ Mαδ = ε.

Sei nun s(A) ≥ 0. Wir müssen zeigen, dass u∗ nicht asymptotisch stabil ist. Nach
Voraussetzung haben wir einen Eigenwert λ = s(A) + iτ mit τ ∈ R und einem
Eigenvektor v ∈ Cm \ {0} von A. Wir konstruieren nun eine reelle Lösung, die nicht
gegen u∗ konvergiert. Es sei etwa Re v ̸= 0. (Sonst verwende Im v.) Die Funktion
u(t) = u∗ + etA Re v löst (4.1) für f(x) = Ax und den Anfangswert u∗ + Re v. Da
etA reell ist, gilt

u(t) − u∗ = etA Re v = Re(etAv) = Re
∞∑
n=0

tn

n! λ
nv = Re(eλtv) = es(A)t Re(eiτtv).

(Siehe die abgesetzte Formel nach (4.33).) Wenn τ = 0 sein sollte, ergibt sich wie
gewünscht |u(t)−u∗|2 ≥ |Re v|2 > 0 für alle t ≥ 0. Im Falle τ ̸= 0 ist auch s(A)− iτ
ein Eigenwert von A (da A reell ist), sodass wir τ > 0 wählen können. Wir setzen
nun tn = 2πn/τ für n ∈ N und erhalten

u(tn) − u∗ = es(A)tn Re(ei2πnv) = es(A)tn Re v,
was für n → ∞ nicht verschwindet.

b) Man folgert die Stabilität und die behauptete Abschätzung wie in Schritt a)
mittels Satz 4.22 aus der Eigenwertbedingung. Wenn s(A) > 0 ist, zeigt man die
Instabilität wie oben. Sei also s(A) = 0 und λ = iτ ∈ iR ein nicht halbeinfacher
Eigenwert von A. Nach Theorem 5.23 in Analysis 2 gibt es dann solche Vektoren
v, w ∈ Cm \ {0}, dass u(t) = u∗ + Re(eiτt(w+ tv)) das Problem (4.1) für f(x) = Ax
und den Anfangswert u∗ + Rew löst, wobei wir wieder Re v ̸= 0 annehmen können.
Sei τ > 0. Wir setzen tn = 2πn/τ und erhalten

|u(tn) − u∗|2 = |Re(ei2πn(w + tnv))|2 ≥ tn|Re v|2 − |Rew|2 −→ +∞
für n → ∞. Für τ ≤ 0 argumentiert wie in Teil a). Also ist u∗ instabil. □

Man kann die Stabilitätsbedingung s(A) < 0 nachweisen, ohne alle Eigenwerte
zu berechnen.

Beispiel 6.4. a) Seien m = 2 und A ∈ R2×2. Dann sind die beiden Eigenwerte
von A durch

λ1/2 = sp(A)
2 ±

√
sp(A)2

4 − detA

mittels Spur und Determinante von A gegeben. Folglich ist s(A) < 0 äquivalent zu
sp(A) < 0 und det(A) > 0. Weiter gilt genau dann s(A) > 0, wenn sp(A) > 0 oder
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det(A) < 0 ist. Man beachte, dass man die beiden reellen Zahlen sp(A) und det(A)
direkt durch die Koeffzienten von A ausdrücken kann.

b) Das Routh-Hurwitz Kriterium charakterisiert die Ungleichung s(A) < 0 für
A ∈ Rm×m mittels der Koeffizienten des charakteristischen Polynoms q von A, siehe
Satz 5.4.3 in [5] oder Abschnitte I.2.2 und I.2.3 in [10]. Für m = 3 ergibt sich mit
q(λ) = λ3 + aλ2 + bλ+ c die Äquivalenz

s(A) < 0 ⇐⇒ a > 0, c > 0, ab > c.

Für m = 4 und q(λ) = λ4 + aλ3 + bλ2 + cλ+ d erhält man

s(A) < 0 ⇐⇒ a > 0, d > 0, ab > c, abc > c2 + a2d. ♢

Wir verwenden das obige Theorem exemplarisch, um eine Konvergenzaussage
für das zugehörige inhomogene System zu zeigen.

Korollar 6.5. Seien A ∈ Rm×m mit s(A) < 0, u0 ∈ Rm, g ∈ C(R≥0,Rm) mit
g(t) → y für t → +∞, und u die Lösung von

u′(t) = Au(t) + g(t), t ≥ 0, u(0) = u0.

Dann konvergiert u(t) gegen −A−1y =
∫∞

0 esAy ds für t → +∞.

Beweis. Seien t ≥ 0 und x ∈ Rm. Gemäß Satz 4.22 gilt ∥etA∥ ≤ Me−αt für
Konstanten α ∈ (0,−s(A)) und M ≥ 1. Somit existiert das obige Integral. Der
Hauptsatz und die Konvergenz von etA liefern die letzte Aussage mittels

A
∫ ∞

0
esAx ds = lim

b→∞

∫ b

0
AesAx ds = lim

b→∞
(ebAx− x) = −x.

Wir manipulieren nun die Duhamelsche Formel (4.31) so, dass wir die Konvergenz
von etA und g ausnützen können. Dazu sei ε > 0. Nach Voraussetzung gibt es eine
Zeit tε ≥ 0 mit |g(t) − y|2 ≤ ε für alle t ≥ tε. Für t ≥ tε berechnen wir

u(t) = etAu0 +
∫ t

0
e(t−s)Ag(s) ds

= etAu0 + e(t−tε)A
∫ tε

0
e(tε−s)Ag(s) ds+

∫ t

tε
e(t−s)A(g(s) − y) ds+

∫ t

tε
e(t−s)Ay ds.

Das erste Integral in der zweiten Zeile bezeichnen wir mit xε; das letzte ist gleich∫ t−tε
0 eτAy dτ . Somit erhalten wir

|u(t) + A−1y|2 ≤ Me−αt(|u0|2 + eαtε |xε|2) +
∫ t

tε
Me−α(t−s)ε ds+

∫ ∞

t−tε
Me−ατ |y|2 dτ

≤ M(|u0|2 + eαtε |xε|2)e−αt +Mα−1|y|2e−α(t−tε) +Mα−1ε,

da
∫ t
tε

e−α(t−s) ds =
∫ t−tε

0 e−ατ dτ ≤ α−1 gilt. Wir finden nun so eine Zeit Tε ≥ tε,
dass wie behauptet |u(t) + A−1y|2 ≤ ε+Mα−1ε für t ≥ Tε folgt. □
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6.2. Das Prinzip der linearisierten Stabilität

Im linearen Fall haben wir überprüfbare Kriterien für die asymptotische Stabilität
eines Fixpunktes erzielt. Für f ∈ C1(D,Rm) mit f(u∗) = 0 kann man nun hoffen,
dass die Eigenwerte der Matrix A := f ′(u∗) das Verhalten der Lösungen von (4.1)
in der Nähe von u∗ bestimmen. Das ist in der Tat weitgehend richtig, wenn A keine
rein imaginären Eigenwerte besitzt, siehe etwa Satz 10.1.1 in [5]. Wir beweisen hier
nur ein einfacheres, aber auch für die Anwendungen sehr wichtiges Resultat, das auf
Lyapunov (1892) zurückgeht. Im Falle imaginärer Eigenwerte belegt Beispiel 6.2 b),
dass die Linearisierung A alleine keine Stabilitätsaussage ermöglicht. Komplexere
Sätze in dieser Situation findet man in den Abschnitten 10.4 und 10.5 von [5].

Man beachte, dass das nächste Theorem für s(A) < 0 wieder exponentielle
Konvergenz liefert, aber diesmal nur für u0 aus einer (evt. kleinen) Kugel um u∗.

Theorem 6.6. Seien f ∈ C1(D,Rm), f(u∗) = 0 für ein u∗ ∈ D und A :=
f ′(u∗) ∈ Rm×m. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Sei s(A) < 0. Wähle α ∈ (0,−s(A)). Dann gibt es solche Konstanten ρ > 0
und c ≥ 1, dass B(u∗, ρ) ⊆ D ist, sowie t(u0) = +∞ und

|u(t) − u∗|2 ≤ ce−αt |u0 − u∗|2
für alle t ≥ 0 und jedes u0 ∈ B(u∗, ρ) gelten, wobei u die Lösung von (4.1) und
(4.2) ist. Insbesondere ist u∗ asymptotisch stabil.

b) Sei s(A) > 0. Dann ist u∗ instabil.

Beweis. a) Die erste Behauptung in a) zeigt man wie in Theorem 5.28 aus
Analysis 2, wo der Fall D = Rm behandelt wurde. Die Stabilität folgt dann wie
in Theorem 6.3 a). Wir wiederholen den Ansatz des Beweises, der unten in Teil b)
aufgegriffen wird.

Zunächst liefern die Voraussetzung und Satz 4.22 so eine Konstante M ≥ 1, dass
die Ungleichung ∥etA∥ ≤ Me−αt für alle t ≥ 0 gilt. Da f bei u∗ die Ableitung A
hat, gibt es für jede Schranke ε > 0 so einen Radius δ = δε > 0, dass B(u∗, δ) ⊆ D
ist und jedes x ∈ B(u∗, δ) die Abschätzung

|f(u∗ + x) − f(u∗) − Ax|2 ≤ ε|x|2 (6.1)

erfüllt ist. Wir erinnern hier an f(u∗) = 0 und setzen

g(x) = f(u∗ + x) − f(u∗) − Ax

für x ∈ D−u∗. Es sei u die maximale Lösung von (4.1) und (4.2) nach Theorem 4.9.
Wir betrachten den Abstand v(t) = u(t) − u∗ ∈ D − u∗ zum Fixpunkt für t ∈
[0, t(u0)). Diese Funktion löst das Problem

v′(t) = u′(t) = f(u∗ + v(t)) = Av(t) + g(v(t)), t ≥ 0,
v(0) = u∗ − u0 =: v0.

(6.2)
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Gemäß der Duhamelschen Formel (4.31) ist v durch

v(t) = etAv0 +
∫ t

0
e(t−τ)Ag(v(τ)) dτ, t ∈ [0, t(u0)), (6.3)

gegeben. Wir betrachten nun v0 mit |v0|2 ≤ ρ < δ und verwenden die Schranke
∥e(t−τ)A∥ ≤ Me−α(t−τ). Solange |v(τ)|2 ≤ δ gilt, wird ferner |g(v(τ))|2 durch ε|v(τ)|2
dominiert. Für eine geeignete Wahl von ρ ∈ (0, δ) kann man nun mittels der
Gronwallschen Ungleichung zeigen, dass |v(t)|2 < δ für alle t ∈ [0, t(u0)) gilt
(woraus mit Theorem 4.9 schon t(u0) = +∞ folgt) und dass die behauptete expo-
nentielle Abschätzung erfüllt ist. Siehe den Beweis von Theorem 5.28 in Analysis 2.

b) 1) Für Teil b) verwenden wir eine Variante der Lösungsformel (6.3), die einige
Vorbereitungen aus der Linearen Algebra (zur ‘Spektralzerlegung’) erfordert, welche
auch von allgemeinerem Interesse sind.

Wir bezeichnen die Eigenwerte von A so, dass s(A) = Reλ1 ≥ Reλ2 ≥ · · · ≥
ReλN gilt. Weiter können wir eine Zahl η ∈ [0,−s(A)) wählen, für die Reλj −η ̸= 0
für alle j ∈ {1, . . . , N} ist. Dabei erhalten wir Reλ1 −η > 0. Die Matrix B = A−ηI
hat die Eigenwerte µj = λj − η mit den algebraischen Vielfachheiten mj von λj.
Außerdem liefert (4.33) die Gleichung etB = e−ηtetA für t ∈ R. Sei l ∈ {1, . . . , N}
der größte Index j mit Reµj > 0, woraus Reµl > 0 > Reµl+1 im Falle l < N und
ReµN > 0 falls l = N folgen. Wir setzen ferner ν = m1 + · · · +ml ∈ N.

Sei B = SJS−1 die Jordannormalform von B. Die Jordanblöcke in J bzw. etJ zu
den Eigenwerten mit Reµj > 0 haben zusammen die Größe ν × ν. Wir definieren

Q =
(

Iν×ν 0ν×(m−ν)
0(m−ν)×ν 0(m−ν)×(m−ν)

)
∈ Rm×m, Pu = SQS−1, Ps = S(I −Q)S−1.

Man berechnet dann leicht Q2 = Q, Ps = SS−1 − SQS−1 = I − Pu, Pu + Ps = I,
P 2
u = SQ2S−1 = Pu und P 2

s = I − 2Pu + P 2
u = I − Pu = Ps, sodass Ps und Pu

komplementäre Projektionen sind. (Man nennt sie ‘stabil’ bzw. ‘instabil’.) Es gelten
also PuPs = Pu − P 2

u = 0 und PsPu = 0.
Nun definieren wir die Teilräume Xu = PuCm und Xs = PsCm. Jedes x ∈ Cm liegt

in der SummeXu+Xs, da x = Pux+Psx gilt. Sei umgekehrt x = xu+xs für Vektoren
xi = Piyi ∈ Xi mit yi ∈ Cm und i ∈ {u, s}. Dann folgen Pixi = P 2

i yi = xi und damit
Pux = xu +PuPsys = xu, sowie analog Psx = xs. Also wird x durch x = Pux+Psx
eindeutig in Xu +Xs dargestellt. Insbesondere ergibt sich Xu ∩Xs = {0}. (Man
sprich von einer direkten Summe und schreibt X = Xs ⊕Xu.)

Wir zerlegen weiter B und etB passend zu X = Xs ⊕Xu. Dazu beobachten wir

PuB = SQS−1SJS = SQJS−1 = S


J(µ1,k11) 0

. . .
J(µl,kldl

) 0
0 0

. . .
0 0

S−1

= SJQS−1 = BPu =: Bu,
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und entsprechend PsB = BPs =: Bs. Daraus ergibt sich die Invarianz B(Xi) =
BPi(X) = PiB(X) ⊆ Xi für i ∈ {u, s}, sodass wir B zu (gleich bezeichneten)
Abbildungen Bi : Xi → Xi einschränken können. Ähnlich gelten

PuetB = SQetJS−1 = S



Pµ1,k11(t) 0
. . .

Pµl,kldl
(t) 0

0 0
. . .

0 0


S−1

= SetJQS−1 = etBPu,

etBu =
∞∑
n=0

tn

n! B
n
u =

∞∑
n=0

tn

n! S(QJ)nS−1 = SetQJS−1 = SetJQS−1 = etBPu

für t ∈ R, wobei auch die Jordannormalform (4.34) von etB und die obige von Bu

eingingen. Genauso zeigt man die Gleichungen PsetB = etBPs = etBs .
Man sieht leicht, dass s(Bs) < 0 und s(−Bu) < 0 gelten. Satz 4.22 liefert somit

die Ungleichungen
|etBsx|2 ≤ Ne−βt |x|2, x ∈ Xs,

|e−tBux|2 ≤ Ne−βt |x|2, x ∈ Xu,
(6.4)

für Konstanten N ≥ 1 und β > 0 und alle t ≥ 0. (Solche etB heißen ‘exponentiell
dichotom’.) Für x ∈ Xu ergibt sich daraus und aus (4.30) die untere Abschätzung

|x|2 = |e−tBuetBux|2 ≤ Ne−βt |etBux|2, t ≥ 0. (6.5)
2) Wir nehmen jetzt an, u∗ wäre stabil. Wir setzen

κ = β

2N(∥Ps∥ + ∥Pu∥) .

Wegen (6.1) gibt es so einen Radius γ > 0, dass aus |x|2 ≤ γ die Abschätzung
|g(x)|2 ≤ κ|x|2 folgt. Die Widerspruchsannahme liefert nun so eine Zahl δ > 0, dass
für jeden Anfangswert u0 ∈ B(u∗, δ) die Lösung u = v + u∗ von (4.1) und (4.2) die
Eigenschaften t(u0) = +∞ und |v(t)|2 ≤ γ für alle t ≥ 0 besitzt, wobei wir auch
B(u∗, δ) ⊆ D annehmen können. Somit erhalten wir die Ungleichung

|g(v(t))|2 ≤ κ|v(t)|2, t ≥ 0. (6.6)
Wir betrachten Vektoren v0 ∈ Xu ̸= {0} mit 0 < |v0|2 ≤ δ und setzen u0 = u∗+v0.

Mit den Eigenschaften aus Schritt 1) formen wir die Lösungsformel (6.3) um zu

e−ηtv(t) = e−ηtetAv0 +
∫ t

0
e−η(t−τ)e(t−τ)Ae−ητ (Pu + Ps)g(v(τ)) dτ

= etBPuv0 +
∫ ∞

0
etBue−τBuP 2

ue−ητg(v(τ)) dτ +
∫ t

0
e(t−τ)BsPse−ητg(v(τ)) dτ
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−
∫ ∞

t
e(t−τ)BuPue−ητg(v(τ)) dτ

= etBuPu

[
v0 +

∫ ∞

0
e−τBuPue−ητg(v(τ)) dτ

]
+
∫ t

0
e(t−τ)BsPse−ητg(v(τ)) dτ

−
∫ ∞

t
e(t−τ)BuPue−ητg(v(τ)) dτ (6.7)

für t ≥ 0. Die Integrale über unbeschränkte Intervalle existieren dabei wegen (6.4)
und dem Majorantenkriterium. Wir bezeichnen den Vektor [. . . ] mit y ∈ Xu und
die beiden letzten Integrale mit hs(t) bzw. hu(t). Die Relationen (6.4) und (6.6)
sowie |v(τ)|2 ≤ γ liefern nun die zentralen Abschätzungen

|hs(t)|2 ≤
∫ t

0
Ne−β(t−τ)∥Ps∥e−ητκ|v(τ)|2 dτ

≤ κN ∥Ps∥ max
τ∈[0,t]

(
e−ητ |v(τ)|2

) ∫ t

0
e−β(t−τ) dτ ≤ κN ∥Ps∥

β
γ,

|hu(t)|2 ≤
∫ ∞

t
Neβ(t−τ)∥Pu∥e−ητκ|v(τ)|2 dτ

≤ κN ∥Pu∥ max
τ≥t

(
e−ητ |v(τ)|2

) ∫ ∞

t
eβ(t−τ) dτ ≤ κN ∥Pu∥

β
γ

für t ≥ 0. Formel (6.5) impliziert andererseits die untere Schranke
|etBuPuy|2 ≥ N−1eβt |Puy|2.

Damit folgern wir aus (6.7) die Ungleichung

γ ≥ e−ηt |v(t)|2 ≥ 1
N

eβt |Puy|2 − κNγ

β
(∥Pu∥ + ∥Pu∥)

für alle t ≥ 0. Für t → +∞ erzwingt dies 0 = Puy = y. Wir setzen y = 0 in
(6.7) ein und verwenden die obigen Abschätzungen. Mittels der Definition von κ
schließen wir dann

e−ηt |v(t)|2 ≤ κN

β
(∥Pu∥ + ∥Pu∥) max

τ≥0
e−ητ |v(τ)|2 = 1

2 max
τ≥0

(
e−ητ |v(τ)|2

)
für alle t ≥ 0, was nur für v = 0 möglich ist. Dies widerspricht aber v(0) = v0 ̸= 0,
sodass u∗ instabil sein muss. □

Wir diskutieren zwei typische Beispiele, die wir im nächsten Abschnitt vertiefen.

Beispiel 6.7. Wie in Beispiel 4.11 betrachten wir das gedämpfte Pendel be-
schrieben durch

f : R2 → R2; f(x, y) =
(

y
−γ

ℓ
sin x− 1

ℓm
R(y)

)
,

mit Konstanten m, γ, ℓ > 0 und eine Funktion R ∈ C1(R,R) mit R(0) = 0 und
R′(0) > 0 (z.B. R(y) = dy für ein d > 0). Hier gilt f(x, y) = 0 genau dann, wenn
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y = 0 und sin x = 0 sind. Also sind alle Fixpunkte (u∗, v∗) durch (kπ, 0) für ein
k ∈ Z gegeben. Weiter erhalten wir

A := f ′(u∗, v∗) =
(

0 1
−γ

ℓ
cos(kπ) −R′(0)

ℓm

)
.

Somit hat A die Spur −R′(0)/(ℓm) < 0 und die Determinante γ cos(kπ)/ℓ, die für
gerade k positiv und für ungerade negativ ist. Laut Beispiel 6.4 und Theorem 6.6
sind die Fixpunkte für gerade k asymptotisch stabil und für ungerade instabil. ♢

Beispiel 6.8. Das Räuber-Beute-Modell mit begrenztem Wachstum (4.15) aus
Beispiel 4.13 wird durch die Funktion

f : R2 → R2; f(x, y) =
(
ax− bx2 − rxy

−cy + sxy

)
,

für Konstanten a, b, c, r, s > 0 beschrieben. Dieses Vektorfeld ist genau dann gleich
0, wenn

x(a− bx− ry) = 0 und y(sx− c) = 0
gelten. Daraus ergeben sich für (x, y) ∈ R2

≥0 genau die Lösungen

(u0, v0) = (0, 0), (u, v) =
(
a

b
, 0
)

und (falls as>bc) (u∗, v∗) =
(
c

s
,
a

r
− bc

rs

)
.

Man beachte, dass für eine Nullstelle aus x = 0 schon y = 0 folgt. Weiter hat f die
Ableitung

f ′(x, y) =
(
a− 2bx− ry −rx

sy −c+ sx

)
.

Für die drei Equilibria ergeben sich somit die Jakobimatrizen

A0 := f ′(0, 0) =
(
a 0
0 −c

)
, A := f ′(a/b, 0) =

(
−a −ra/b
0 −c+ sa/b

)
,

A∗ := f ′u∗, v∗) =
(

−bu∗ −ru∗
sv∗ 0

)
,

wobei wie im letzten Fall die auch Gleichung a− bu∗ − rv∗ = 0 benutzt haben.
Wir wenden nun Theorem 6.6 an. Die Matrix A0 hat einen positiven Eigenwert

und damit gilt s(A0) > 0. Also ist die triviale Lösung (0, 0) instabil. Ebenso hat A
die Eigenwerte −a und −c+ sa/b, sodass das marginale Gleichgewicht (a

b
, 0) für

as < bc asymptotisch stabil und für as > bc instabil ist. Sei schließlich as > bc.
Dann gelten sp(A∗) = −bu∗ < 0 und det(A∗) = rsu∗v∗ > 0. Nach Beispiel 6.4 ist
damit s(A∗) < 0 und das Koexistenzequilibrium (u∗, v∗) asymptotisch stabil. ♢

Wir ergänzen noch Beispiel 5.15, wobei auch tieferliegende Theoreme eingehen.
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Beispiel 6.9. Wir betrachten (5.11) aus Beispiel 5.15. Hier ist

f : D → R2; f(x, y) =
(

α− g(x, y),
β − µy + g(x, y)

)
,

wobei R2
≥0 in D liegt, α, β, µ > 0 Konstanten sind und g ∈ C1(D,R) die Bedingung

(5.12) erfüllt. Insbesondere ist g > 0 auf R2
+. Wenn f(u∗, v∗) = 0 ist, gilt auch

0 = f1(u∗, v∗) + f2(u∗, v∗) = α + β − µv∗

und damit v∗ = (α + β)/µ > 0. Somit sind die Equilibria durch α = g(u∗, v∗)
bestimmt. Laut (5.12) gibt es genau eine Lösung u∗ > 0 dieser Gleichung, sodass
es genau ein Equilibrium (u∗, v∗) gibt, und es ist strikt positiv. Wir berechnen

A := f ′(u∗, v∗) =
(

−∂1g(u∗, v∗) −∂2g(u∗, v∗)
∂1g(u∗, v∗) −µ+ ∂2g(u∗, v∗)

)
.

Nach (5.12) ist detA = µ∂1g(u∗, v∗) positiv. Weiter gilt sp(A) = ∂2g(u∗, v∗) −
∂1g(u∗, v∗) − µ =: σ∗.

Wenn σ∗ < 0 ist, zeigen Beispiel 6.4 und Theorem 6.6 die asymptotische Stablität
von (u∗, v∗). Weiter ist das Equilibrium im Fall σ∗ > 0 instabil.

Für σ∗ > 0 kann man aber mehr aussagen. Zunächst haben in diesem Fall beide
Eigenwerte von A einen positiven Realteil. Gemäß Satz 10.1.1 von [5] konvergiert
dann kein anderer Orbit gegen (u∗, v∗) für t → ∞. Da die Vorwärtsorbits laut
Beispiel 5.15 in einer kompakten Menge in R2

≥0 liegen, gegen keinen Fixpunkt
konvergieren können und m = 2 ist, zeigt der Satz von Poincaré–Bendixson (siehe
Satz 9.2.2 in [5]1), dass für (u0, v0) ∈ R2

≥0 \ {(u∗, v∗)} die Lösung periodisch ist
oder gegen einen periodischen Orbit γ strebt, also dist((u(t), v(t)), γ) für t → +∞
verschwindet. Insbesondere gibt es einen periodischen Orbit, wenn σ∗ > 0 ist. ♢

6.3. Lyapunovfunktionen

Wir verallgemeinern in diesem Abschnitt den Begriff des ersten Integrals. So
können wir etwa in Beispiel 6.13 das gedämpfte Pendel erfassen, bei dem die Energie
(ein erstes Integral im ungedämpften Fall) entlang Lösungen abnimmt. Ein solches
Abklingverhalten führt oft dazu, dass man globale Konvergenzaussagen treffen
kann (im Gegensatz zu den lokalen in Theorem 6.6.)

Definition 6.10. Eine Abbildung V ∈ C(D,R) heißt Lyapunovfunktion von
(4.1), wenn für jedes u0 ∈ D die Funktion ψu : [0, t(u0)) → R; t 7→ V (u(t)), fällt,
wobei u die maximale Lösung (4.1) und (4.2) ist. Wenn ψu für jedes u0 ∈ D mit
f(u0) ̸= 0 strikt fällt, nennt man V eine strikte Lyapunovfunktion.

1Wenn γ+(u0) in einer kompakten Menge K ⊆ D ⊆ R2 liegt und es nur endlich viele Equilibria
in K gibt, besagt die allgemeinere Version Satz 9.2.4 in [5], dass die Lösung u(t) von (4.1) für
t → +∞ nur gegen Fixpunkte, sie verbindende Orbits oder periodische Orbits streben kann.
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Lyapunovfunktionen haben weitreichende Konsequenzen für das qualitative
Verhalten von Anfangswertproblemen. So liefern sie fast unmittelbar invariante
Mengen und damit sehr einfach zu überprüfende Kriterien für die globale Existenz.

Satz 6.11. Seien f : D → Rm lokal Lipschitz, V ∈ C(D,R) eine Lyapunovfunk-
tion für (4.1) und α ∈ V (D). Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Die Subniveaumenge Mα={x ∈ D |V (x) ≤ α} ist positiv invariant für (4.1).
b) Es gelte V (x) → ∞ für |x|2 → ∞ (bzw. für dist(x, ∂D) = infy∈∂D |x− y|2 →0).

Dann ist Mα beschränkt (bzw. in Rm abgeschlossen). Wenn beide Voraussetzungen
zutreffen, erhalten wir t(u0) = +∞ für jedes u0 ∈ D.

Beweis. Teil a) folgt sofort aus dem Fallen von t 7→ V (u(t)) für jede Lösung
u von (4.1) und (4.2). Für die erste Behauptung in b) nehmen wir an, die Menge
Mα wäre für ein α ∈ V (D) unbeschränkt. Somit gibt es Vektoren xn in Mα

mit |xn|2 → +∞ für n → ∞. Nach Voraussetzung konvergiert dann aber auch
V (xn) → +∞, was der Eigenschaft V (xn) ≤ α für jedes n ∈ N widerspricht. Die
Aussage zu ∂D zeigt man analog. Theorem 4.9 liefert dann die letzte Behauptung,
da hier Mα = Mα kompakt ist und einen positiven Abstand zu ∂D hat. □

Die nächste handliche Charakterisierung von Lyapunovfunktionen zeigt man wie
Satz 5.5. Gemäß Beispiel 6.13 ist die fehlende Implikation in Teil b) im Allgemeinen
falsch. Tatsächlich erfordert der Nachweis der Striktheit oft ein Zusatzargument.

Satz 6.12. Seien f : D → Rm lokal Lipschitz und V ∈ C1(D,R). Dann gelten
die folgenden Aussagen.

a) Genau dann ist V eine Lyapunovfunktion, wenn (∇V (x)|f(x)) ≤ 0 für jedes
x ∈ D gilt.

b) Wenn V für jedes x ∈ D mit f(x) ̸= 0 der Ungleichung (∇V (x)|f(x)) < 0
genügt, dann ist es eine strikte Lyapunovfunktion.

Wir diskutieren nun typische Beispiele.
Beispiel 6.13. a) Erste Integrale sind (nicht strikte) Lyapunovfunktionen. Hierzu

ergänzen wir eine große und wichtige Beispielklasse aus der Physik, die Hamilton-
schen Systeme. Sei dazu H ∈ C2(Dq×Dp,R) für offene Dq, Dp ⊆ Rn. Wir schreiben
u = (q, p) und betrachten f = (∂pH,−∂qH) ∈ C1(Dq ×Dp,R2n). Dann ist V = H
ein erstes Integral von

q′(t) = ∂pH(p(t), q(t)), t ≥ 0, q(0) = q0 ∈ Dq,

p′(t) = −∂qH(p(t), q(t)), t ≥ 0, p(0) = p0 ∈ Dp, (6.8)
da (f(q, p)|∇H(q, p))R2n = (∂pH(q, p)|∂qH(q, p))Rn − (∂qH(q, p)|∂pH(q, p))Rn gilt.

b) Das gedämpfte Pendel (4.12) ist durch das Vektorfeld

f : R2 → R2; f(x, y) =
(

y
−γ

ℓ
sin x− 1

ℓm
R(y)

)
,
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für gegeben. Dabei erfülle die Dämpfung R ∈ C1(R,R) die Relationen yR(y) ≤ 0
für jedes y ∈ R und R(y) ̸= 0 für alle y ̸= 0. Es folgt R(0) = 0. Beispiel 4.11 liefert
für jeden Anfangswert die globale Existenz t(u0, v0) = +∞. Im Falle R = 0 hatten
wir in Beispiel 5.7 das erste Integral

V : R2 → R; V (x, y) = 1
2y

2 + γ
ℓ
(1 − cosx).

gefunden. Dies ist nun eine strikte Lyapunovfunktion für (4.12).
Beweis. Sei x, y ∈ R. Zunächst verwenden wir das obige Kriterium, indem wir

(∇V (x, y)|f(x, y)) = γℓ−1 sin(x) y + y (−γℓ−1 sin x− (ℓm)−1R(y))
= −(ℓm)−1yR(y) ≤ 0

berechnen. Also ist V nach Satz 6.12 eine Lyapunovfunktion. Man beachte, dass
hier für y = 0 keine strikte Ungleichung gilt, auch wenn f(x, 0) ̸= 0 ist.

Um die Striktheit von V zu zeigen, betrachten wir eine Lösung (u, v), für die
ψ(t) = V (u(t), v(t)) in t ≥ 0 nicht strikt fällt. Da ψ fallend ist, muss ψ auf einem
Intervall [a, b] mit 0 ≤ a < b konstant sein. Für jedes t ∈ [a, b] implizieren dann die
Kettenregel, (4.12) und die oben abgesetzte Formel die Identität

0 = ψ′(t) =
(
(∇V )(u(t), v(t))

∣∣∣f(u(t), v(t))
)

= −(ℓm)−1v(t)R(v(t)).

Nach Voraussetzung verschwindet somit v auf [a, b], sodass (4.12) die Gleichung
0 = v′(t) = u′′(t) = −γ

ℓ
sin u(t) − 1

ℓm
R(0) = −γ

ℓ
sin u(t)

für t ∈ [a, b] liefert. Also ist (u(t), v(t)) gleich einem Fixpunkt (kπ, 0) für ein k ∈ N.
Satz 4.15 zeigt nun, dass (u, v) wie behauptet ein Fixpunkt ist. □

c) Das gedämpfte Räuber-Beute Modell (4.15) in Beispiel 4.13 wird durch das
Vektorfeld

f : R2 → R2; f(x, y) =
(
ax− bx2 − rxy

−cy + sxy

)
,

mit Konstanten a, b, c, r, s > 0 beschrieben. Es gelte as > bc. Laut Beispiel 5.8
existiert dann das Koexistenzequilibrium

(u∗, v∗) =
(
c

s
,
a

r
− bc

rs

)
∈ R2

+ =: D.

Das erste Integral H(x, y) = sx− c ln x+ ry− a ln y auf D aus Beispiel 5.8 im Falle
b = 0 ist keine Lyapunovfunktion für (4.15) mit b ̸= 0, wie man mittels Satz 6.12
nachrechnen kann. Das Problem (4.15) hat hingegen die strikte Lyapunovfunktion

V : D → R; V (x, y) = s
r
(x− u∗ ln x) + y − v∗ ln y.

Beweis. Wir wollen zuerst zeigen, wie man diese Lyapunovfunktion finden kann.
Durchweg seien x, y > 0. Man geht hierbei von dem bekannten ersten Integral H
im ungedämpften Fall b = 0 aus und macht den Ansatz

V (x, y) = αx− β ln x+ γy − δ ln y
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für zu bestimmende Zahlen α, β, γ, δ ∈ R. Im Hinblick auf Satz 6.12 berechnen wir
(∇V (x, y)|f(x, y)) = (α− β/x)(ax− bx2 − rxy) + (γ − δ/y)(sxy − cy)

= (αx− β)(a− bx− ry − (a− bu∗ − rv∗)) + (γy − δ)(sx− c− (su∗ − c))
= (αx− β)(b(u∗ − x) + r(v∗ − y)) + (γy − δ)s(x− u∗),

wobei wir die Nullstellengleichung (a− bu∗ − rv∗, su∗ − c) = (0, 0) für f eingesetzt
haben. Wir wollen einen nichtpositiven Term erzielen, der nur für z.B. x = u∗
verschwindet. Dazu setzen wir β = αu∗ und erhalten

(∇V (x, y)|f(x, y)) = −αb(x− u∗)2 − αr(x− u∗)(y − v∗) + s(γy − δ)(x− u∗).
Die anderen beiden Termen wechseln ihre Vorzeichen auf D, sodass sie sich weg-
kürzen sollten. Dazu wählen wir zunächst δ = γv∗, was auf

(∇V (x, y)|f(x, y)) = −αb(x− u∗)2 − αr(x− u∗)(y − v∗) + sγ(y − v∗)(x− u∗).
führt. Weiter nehmen wir γ = 1 und α = s/r, woraus sich die Gleichung

(∇V (x, y)|f(x, y)) = −bsr−1(x− u∗)2

ergibt. Als ist V aus der Behauptung nach Satz 6.12 eine Lyapunovfunktion.
Um die Striktheit von V zu zeigen, gehen wir wie in Teil b) vor. Sei (u, v) eine

Lösung, für die die Funktion ψ(t) = V (u(t), v(t)) in t ≥ 0 nicht strikt fällt. Also ist
ψ auf einem nichttrivialen Intervall J0 konstant. Wie in b) folgt dann aus (4.15)
und der oben abgesetzten Gleichung die Formel

0 = ψ′(t) = −bsr−1(u(t) − u∗)2

und damit u(t) = u∗ für t ∈ J0. Die erste Zeile von (4.15) impliziert nun
0 = u′(t) = u∗(a− bu∗ − rv(t))

für t ∈ J0. Demnach ist v(t) = v∗ und somit (u, v) gleich (u∗, v∗). □

d) Sei V ∈ C2(D,R). Für f = −∇V betrachten wir das Gradientensystem
u′(t) = −∇V (u(t)), t ≥ 0, u(0) = u0. (6.9)

Hier gelten (f(x)|∇V (x)) < 0 für alle x ∈ Rm mit f(x) = −∇V (x) ̸= 0. Laut
Satz 6.12 ist V eine strikte Lyapunovfunktion von (6.9). ♢

Im folgenden Hauptsatz schließt man die Stabilität eines Fixpunkts aus einer
einfach nachzuprüfenden Eigenschaft der Lyapunovfunktion. So kann man etwa
die Stabilitätsaussagen in Beispiel 6.2 a) viel einfacher zeigen. Dieses Theorem ist
auch eine wichtige Ergänzung unserer Darstellung der ersten Integrale.

Theorem 6.14. Seien f : D → Rm lokal Lipschitz, V ∈ C(D,R) eine Lyapu-
novfunktion für (4.1) und u∗ ∈ D eine strikte lokale Minimalstelle für V (d.h., es
gibt so ein r > 0, dass B(u∗, r) ⊆ D und V (x) > V (u∗) für alle x ∈ B(u∗, r) \ {u∗}
gelten). Dann ist u∗ ein Equilibrium und stabil.
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Beweis. Zunächst ist u∗ ein Equilibrium, da andernfalls V (u(t;u∗)) ≤ V (u∗)
und u(t;u∗) ∈ B(u∗, r)\{u∗} für (kleine) t > 0 gälten. Dies stünde im Widerspruch
zur angenommenen Striktheit des Minimums V (u∗).

Sei ε ∈ (0, r). Wir schreiben η für das Minimum von V auf ∂B(u∗, ε). Gemäß
Annahme ist η > V (u∗). Wegen der Stetigkeit von V gibt es dann einen Radius
δ ∈ (0, ε) mit V (x) < η für alle x ∈ B(u∗, δ). Sei u0 ∈ B(u∗, δ). Die Lösung u
von (4.1) und (4.2) erfüllt V (u(t)) ≤ V (u0) < η für alle t ∈ [0, t(u0)), da V eine
Lyapunovfunktion ist. Wenn es eine Zeit t1 ∈ (0, t(u0)) mit |u(t1) − u∗|2 = ε gäbe,
folgte nach Definition von η der Widerspruch V (u(t1)) ≥ η. Da u stetig ist, liegen
somit alle Zustände u(t) für t ∈ [0, t(u0)) in B(u∗, ε), sodass Theorem 4.9 die
globale Existenz t(u0) = +∞ liefert und u∗ stabil ist. □

Das nächste Resultat ist ein einfacher, aber wichtiger Spezialfall des Invarianz-
prinzips von LaSalle, siehe Satz 8.4.3 in [5]. Kompakte Orbits streben im Falle
einer strikter Lyapunovfunktion gegen die Equilibrienmenge von f , und wenn die
Gleichgewichte diskret liegen, konvergieren diese Orbits gegen einen Fixpunkt. Auf
die Diskretheit kann dabei im Allgemeinen nicht verzichtet werden, siehe Beispiel 2
in §8.8 von [5]. Zusammen mit dem nachfolgenden Korollar liefert diese Aussage
ein wichtiges Instrument, um die globale Attraktivität eines Fixpunktes zu zeigen.

Theorem 6.15. Seien f : D → Rm lokal Lipschitz, V ∈ C(D,R) eine strikte
Lyapunovfunktion für (4.1), K ⊆ D kompakt, u0 ∈ K mit γ+(u0) ⊆ K und u die
Lösung von (4.1) und (4.2). Setze EK = {x ∈ K | f(x) = 0}. Dann gelten

t(u0) = +∞ und dist(u(t), EK) → 0 für t → +∞.

Wenn zusätzlich EK diskret ist, dann konvergiert u(t) für t → +∞ gegen einen
Fixpunkt u∗ ∈ EK.

Beweis. 1) Sei u die Lösung von (4.1) und (4.2). Nach Vorausetzung liegt u(t)
für alle t ∈ [0, t(u0)) in K. Auf dem Kompaktum K besitzt V das Minimum m.
Theorem 4.9 liefert dann t(u0) = +∞. Weiter fällt die Funktion ψ = V ◦u : R≥0 →
R, sodass der Grenzwert limt→∞ ψ(t) =: ω ≥ m existiert.

Wir nehmen an, dist(u(t), EK) würde nicht für t → +∞ gegen EK streben.
Es gäbe also solche Zeiten tn → +∞ und einen Abstand δ > 0, dass für alle
u∗ ∈ EK die Ungleichung |u(tn) − u∗|2 ≥ δ gälte. Da K kompakt ist, konvergiert
eine Teilfolge (u(tnj

))j gegen einen Vektor y ∈ K. Aus der Stetigkeit von V folgt
dann der Grenzwert V (y) = limj→∞ V (u(tnj

)) = ω. Wir bezeichnen mit φ den
lokalen Fluss zu (4.1). Für alle t ≥ 0 liefert nun Satz 4.15 die Gleichung

V (φ(t, y)) = lim
j→∞

V (φ(t, φ(tnj
, u0))) = lim

j→∞
V (φ(t+ tnj

, u0))

= lim
j→∞

ψ(t+ tnj
) = ω = V (y).

Da V strikt ist, muss y ein Fixpunkt sein und damit in EK liegen. Weil y ein
Häufungspunkt des Orbits ist, kann die Widerspruchsannahme nicht gelten.
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2) Sei nun EK diskret. Wie in Schritt 1) gibt es eine Folge tk → +∞ und einen
Fixpunkt u∗ ∈ EK mit u(tk) → u∗ für k → ∞. Wir nehmen an, es gäbe eine Folge
sj → +∞ und einen Abstand ρ > 0 mit |u(sj) − u∗|2 ≥ ρ für alle j ∈ N. Nach
Voraussetzung existiert ein Radius ρ′ ∈ (0, ρ) mit ∂B(u∗, ρ

′) ∩ EK = ∅. Weiter
gibt es so einen Index k0 ∈ N und Zeitpunkte sjk > tk, dass |u(tk) − u∗|2 ≤ ρ′/2
und |u(sjk) − u∗|2 ≥ ρ für alle k ≥ k0 gelten. Da u stetig ist, finden wir nun
Zwischenpunkte rk ∈ (tk, sjk) mit |u(rk) − u∗|2 = ρ′. Damit hat die Folge (u(rk))k
(mindestens) einen Häufungspunkt v auf ∂B(u∗, ρ

′). Dieser liegt wie in Schritt 1)
aber in EK , was unmöglich ist. □

Das obige Resultat zusammen mit Theorem 6.14 und Satz 6.12 implizieren
Aussagn, die von großem Nutzen in Anwendungen sind.

Korollar 6.16. Seien f : D → Rm lokal Lipschitz und V ∈ C(D,R) eine
strikte Lyapunovfunktion. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Seien f−1({0}) diskret und u∗ ∈ D eine strikte lokale Minimalstelle von V .
Dann gilt f(u∗) = 0 und u∗ ist asymptotisch stabil.

b) In den folgenden Fällen i)–iii) liefert Theorem 6.15 die Konvergenz gegen EK
für alle Lösungen von (4.1), die in K (gegebenfalls K := Kα) starten.

i) Für ein u0 ∈ D sei K := γ+(u0) ⊆ D beschränkt.
ii) Für ein α ∈ V (D) sei die Menge K = Kα := {x ∈ D |V (x) ≤ α} in Rm

abgeschlossen und beschränkt.
iii) Es gelte V (x) → +∞ für |x|2 → +∞ oder dist(x, ∂D) → 0. Dann gilt ii)

für jedes α ∈ V (D) und die Vereinigung der Mengen Kα ist gleich D.
Beweis. In Teil a) ist u∗ nach Theorem 6.14 ein stabiler Fixpunkt. Wähle ε0 > 0

mit K := B(u∗, ε0) ⊆ D derart, dass u∗ das einzige Equilibrium auf K ist. Gemäß
der Stabilität gibt es so einen Radius r ∈ (0, ε0], dass für alle u0 ∈ B(u∗, r) ⊆ D
die Lösung u(t) für alle t ≥ 0 in K bleibt. Theorem 6.15 liefert nun die Konvergenz
von u gegen u∗. Behauptung b) folgt direkt aus diesem Theorem und Satz 6.11. □

Wir zeigen nun, wie die obigen Aussagen (auf typische Weise) in unseren Stan-
dardbeispielen globale Attraktivitätsaussagen liefern.

Beispiel 6.17. a) Im Räuber-Beute Modell aus Beispiel 6.13 c) haben wir
eine strikte Lyapunovfunktion auf D = R2

+ gefunden, die den Bedingungen von
Korollar 6.16 genügt, vergleiche Beispiel 5.8. Außerdem gibt es in D nur das
Koexistenzequilibrium (u∗, v∗). Nach Theorem 6.15 strebt also für jedes (u0, v0) ∈
R2

+ die Lösung (u(t), v(t)) gegen (u∗, v∗) für t → +∞, und (u∗, v∗) ist stabil.
b) Das gedämpfte Pendel aus Beispiel 6.13 b) besitzt eine strikte Lyapunovfunk-

tion V und genau den Fixpunkt (0, 0) in D := (−π, π) × R. Für (u0, v0) ∈ D
sei α := V (u0, v0) = 1

2v
2
0 + γ

ℓ
(1 − cosu0) < 2γ

ℓ
. Gemäß Beispiel 5.7 ist {(x, y) ∈

D |V (x, y) ≤ α} kompakt und V > V (0, 0) auf D \ {(0, 0)}. Theorem 6.15 zeigt
die Stabilität von (0, 0) und die Konvergenz (u(t), v(t)) → (0, 0) der Lösung. ♢
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